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Cuando se quicre calcular las raices reales de un polinomio, lo primero que se
aplica es la regla de los signos de Descartes, para luego y junto con el teorema
de Bolzano (el paso por una raiz al cambiar el polinomio de signos) y alguna
cota para las raices (ver «Integracién» Afio 1 No. 2), proceder a calcularlos.
Sin embargo la regla de Descartes puede llevar a errores por el hecho de ser
s6lo una aproximacién del nimero de raices. Por ejemplo: si se toma despre-
venidamente el polinomio p(x} = x* - 7x + 7 calculemos una cota superior
para lag rafces positivas M =1+ (Bla, )!' k=141 =2

Calculando {{0), f(1), {{2) observamos que todos son positivos, no hay cambio
de signo, luego no existe raices positivas JERRORI.

Este sencillo ejemplo muestra la posibilidad de cometer errores, por lo que es
bien justificable conocer un método que permita saber el nimero exacto de
rafces reales. Uno de estos métodos se debe al matematico francés STURM
(1835) y permite saber el nimero exacto de raices de un polinomio p(x) compren-
didas entre dos nimeros reales a y b, ademés de que el mismo método sumi-
‘nistra cotas para las raices reales.. :

* Fi texto de este articulo corresponde  una conferencia dictada en la Universidad de Pamplona en el Coloquio Regional
de Matemaéticas. : ’

**  Profonor de la Univorsidad Induatrial do Santandor. Buceramanga, Colombia,
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‘Antes de entrar de lleno al teorema veamos algunos preliminares respecto a
la derivada de un polinomio.

Raices miltiples y su relacion con la derivada

Si (x-a) /f(x) pero (x-a)" *' f(x) se dice que a es una rafz de multiplici-
dad m, que para efectos del numero de rafces de f(x) se cuenta m veces.

La derivada y raices multiples

Sea f(x) =a, x» +a, x** 4+ ...+ a,

Laderivada f'(x) = na, x*** +{n-1)a, x** + ... 2,

Con esta definicion se deduce sin méas (Ig) = f'g + fg’
supongamos que « es una rafz de f(x) de multiplicidad m, f(x) = (x-a)" wix),
noesrafzde w(x), f'(x) = m(x-a)" ' w(x) + (x-a)" w'(x)
= (x-a)" * [mp(x) + (x-a) p'(x)]
no es divisible por (x - a)
Luego:
N
1. Si o esrafz de multiplicidad m de f(x), a esrafz de multiplicidad m-1
de F(x)
2. Si g(x) = (f(x), '(x)) entonces (x-a)" *t /g(x)

3. f(x)/gix) esun polinomio sin raices multiples

TEOREMA DE STURM
Sea el polinomio f(x) sin rafces multiples. Formemos una sucesién finita de

polinomios de la siguiente forma f, {x) = f'(x)

se divide luego f(x) por f,(x) y el residuo de esta divisién tomado con signo
contrario, se toma por f, (x).

f(x) = {, (x) q. {x)-f;(x)
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En general, si ya se han hallado los polinomios f, , {x) y f.(x), el polinomio
f, .; (x)} ser4 el residuo de la divisién f, ., (x) por f,(x) tomado con signo con-
trario. l

OBSERVACIONES
{01) Polinomios consecutivos no tienen Araices comunes
(02) El polinomio altimo f,(x) no tienerafces reales
(03) Si fy(a)=0, 1< k< 8-1, fii{a) y fi.:(a) tienen diferente signo.

(04) Si fla) = 0 entonces f(x) f, (x) cqgmbia su signo de menos a més cuando al
crecer X pasa por a

. Si ¢ noesrafzde f(x} definimos V(c} como el nimero de variaciones de signo
de la sucesion flc), £, (c),... £, {c).

Teorema de Sturm

Sean a y b nameros reales, ﬁales que ninguno de los dos es rafz de f(x} y su-

pongamos a<b entonces V(a) >V(B)_, y el nimero de raices reales entre ay b
esiguala V(a)- V(b).

Demostracion:
Requisitos de cdlculo
R1) Los polinomios son funciones continuas

R2) Teorema de Bolzano: Si f(a) . f(b) <0 entonces existe a« £(a,b) tal que
f(a) = 0 (f continua) en [a,b].
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Figura 1.

R3). Conservacion del signo:

Si f escontinua ena y fla}> 0 (f(a) <0) existe (a-¢,a + ¢) tal que f(x)> 0
(f(x}<0) para cualquier x en (a-¢ ,a +¢)
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" R4) Si

f'(x)> @, x¢ (a, b) enponces f es crecienteen (a, b

Si f'(x)<0xe (a, b) entonces f es decrecienteen (a, b)
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Figura 3
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Figura 4

Analicemos el cambio del niimero V(x) al crecer x desde a hasta b.

a)

b)

Si x no pasa por alguna rafz de algin polinomio V(x) no varfa
X pasa por a rafz de fi{x)

Por 02) fi.;(a) =0 =fu: (a) y por R3) existe (a-e, a+¢) donde
fo . (x) y fi . (x) tienen el mismo signo que f,_,(a)}y fi_.{a) respectiva-

~mente y f, no tiene otra rafz. En cambio f,(x) puede tener o no un

signo antes de a y otrodespuésde a.
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Figuro 5 Figura 6

Si el signo de f, (x) permanece constante V(x) no cambia.
C s

Si suponemos
fg (a-£)> 0 Yy fg (a +£) <0 con fk - (x)z()

fi.,(x)<0xe (o -¢ ,a+e) tendremos

antes de o: e I
Despuésde o + — —

Como la variacion de signos sélo se traslada, concluimos que durante
tal paso V(x) no variaré.

c) x pasapor o raizde f(x)

Por 01) f,{a) #0 y por R2) existe (¢ —¢, a +¢) donde f, (x) tieneel
mismo signodef, (a) para xe (a~¢,a+e) Por R4)

I) Si f,(a}> 0 entonces , fx) f,(x) Varia-
' cioneos

-antes de a — 4+ 1 1
Después de o + + 0



1) Si f, (o) <0 entonces
antes de a + - 1
después de o - - 0

Luego V(x) disminuye exactamente en 1 por lo que concluimos que existen
tantas disminuciones en V(x) como rafces reales entre ay b.

Ejemplo 1:

fx)=x"—Tx+1
£, (x) = ' (x) ='3x2—17

fa(x) =2x--3
fi(x) =1
f E VA f, Variaciones
0 + — - + = 2
1 + — — + 2 2 raices
2 + + + + 0
2 ralces reales entre 1y 2
f ‘ f, ) f, fs variaciones
1.6 — - - + 1
- lraizentrel y 1.5
- 1rafzentrel.by2
'
f f, f, f, . - variaciones
-1 + L 2
—2 + + — + 2
-3 + + —_ + 2

1 rafzentre —3y —4

|
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Ejemplo 2:

f (x)=3x* —bx* + 2x* + X5
fo(x) =12x* — 16x* +4x+ 1
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Multiplicandopor  3x¢ -5x* + 2x? + X-5 12x3 -16x* +4x+ 1

Xx—5

12x* -20x* + 8x* + 4x-20
—12x* + 15x? -4x? -x

— bx* +4x? + 3x— 20

Multiplicando por -60x* + 48x? + 36x - 240

12 “+ 60x* ~T5%* + 20x + 5
- -27x? + 56x - 235

fy (x) = 27x? —56x + 235b* - 4ac =562- 4(27)(235) > 0 _

No tiene rafces reales por lo que no hay necesidad de continuar ya que como se
dijo antes las variaciones son producidas solamente por las raices reales de

f(x).

.

Pr.eguntas:

1) Cuéintas ralces realos positivas?
2) Cuéntas raices negativas?

1) a=0 b= + o forma de indicar un cierto valor a partir del cual el signo
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del polinomio coincide con el signo del coeficiente de la mayor potencia.

f(x} f,(x}) f;x) Variacic.

0 + + 1 1 rafz positiva
+ o + + + 0 1 rafz negativa
- + - + 2

f(x) f,(x)  f.(x) Variac

+ + 1
1 + + 1
+ + + 0



La raiz positiva sa encuentra eptrely2

NOTA: mirando la tabla tomarfamos como cota superior a 2 sin necesidad de
utilizar ningtn otro tipo de férmula para acotar.
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