Método general en la busqueda de asintotas

de funciongs derivables
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Intuitivamente se puede imaginar una asintota o un comportamiento asinté-
tico como el acercamiento de una curva descrita por Y = f(x), a una recta lla-
mada asintota a medida que nos «alejemos» del origen. Como el comporta-
miento hace referencia a valores «lejanos», no debe interesarnos ni asombrar-
nos cual sea el comportamiento de la curva Y = f(x) en' puntos no «lejanos»
y asi, es posible que una curva corte a una asintota una o infinidad de veces
antes de presentar en una «lejania» el comportamiento asintético. Tampoco
debe ser motivo de alarma si una curva, con asintota, en puntos muy «lejanos»
corta a ésta una o infinidad de veces e ‘incluso llega & coincidir con ella. Estas
definiciones iriformales, suelen en muchas oportunidades, ser mal interpretadas,
conduciendo a un sinntimero de errores y falsas concepciones con respecto a
las ideas presentadas.

Una dbservacién interesante, es que una asintota de Y = f(x) no forma parte
de la gréfica de la curva en cuestion, salvo en los puntos comunes.

Es también bastante intuitivo el hecho de que en puntos muy lejanos del origen
la pendiente de Y = f(x) debe estar acercandose a la pendiente de la recta si
ésta no es vertical.

* Profesor Asistente, Universidad Industrial &e Santander. Bucaramanga, Colombia,
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Se;a f definida por f(x) una funcién real 'y que para una buena parte del tra-
tamiento la supondremos derivable en (— o, a) 6 en (a, + =) segun el caso.

Se define como asintotadelacurva Y = f(x) aunarecta Y=Kx+b 6 X=¢
tal que :

i —  lim (fix)-Kx-b)=0
(X > oo
6 bien
ii — lim f(x) = paraalgin c en-R.
x—c
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En el caso i, se dice que la asfntota es oblicua u horizontal y en el caso ii, se
dice que la asfntota es vertical. El simbolo e« puede entenderse como + =,
— o o ambos si es necesario.

Si se considera la funcién f en el intervalo [x,x + 1], después puede estudiarse
en [x-1,x], es claro quesf

Lim (f{x)-kx-b)= 0 también se da

X—+©

Lim (fx+ ¥)-k(x+ 1)-b) =0, igualmente

X+

sellegaa
Lim [(flx+ 1-f(x))-(kix+ 1)+ b-kx-b)] = 0,
X = 00 e
simplificando se tiene
Lim (fix+1)-f(x)-k) = 0
X~ @

ahora, utilizando el teorema del valor medio en el intervalo mencionado se de-
duce que

f(x + 1) — f(x) = f’(C)
1

por lo menos para una ¢ en (x, x + 1). Remplazando este resultado en el
anterior limite se ilega & la conclusién siguiente:

Si x=+o, ¢~y Lim (f(x+1)-f(x)-k}) = 0 entonces
X—> o -

Lim (f(c)-k)=0 6bien Lim f(x)=k.

c—> X ~» oo

Método

Dada Y = f(x) se puede proceder en el siguiente orden
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1} Busquegja de asintotas verticales. Para ello bagtard epcontrar aguellos
puntos ¢ tales que

Lim f(x) = o
x—*c

2) Bisqueda de asintotas oblicuas u horizontales.

Para ellos

I - Si Lim f'(x) =k , lacurva Y = f(x)

X+
os candidata a tener asintotas no vertical; si ademés, dada k se tiene que

II - Lim f(x)-kx) =b

X=>
entonces Y = kx + b es una asintota de la curva determinada por Y = f(x).

Ejemplo 1.- Estudiar las asintotas posibles de Y = (X)'/%, No tiene asfn-

totas verticales puesto que no existe a en R tal que Lim (X)V? = oo,
x—>a

aqui se tendra Lim X'/? = a'/? por la continuidad de (X)!/?,

‘x->a’

Como f'(x) = X-1/%/2 y Lim X-%/2 = 0, la funcién es candidata a tener
x-*+a
asintotas no verticales. Pero Lim (X"2-0) = + a por lo tanto no existen
x—++co
asintotas verticales.

Ejemplo 2.- Estudiar las asfntotas posibles de Y = (X + 1)/X.
Asintotas verticales, Lim  (X+1)/X = % o, Juego X = 0 es una asin-

x—+0
tota vertical. Notese que en este punto la funcién es «discontinua».

Asintotas no verticales. Y’ =-X-? Lim -X?*=0y
x—>+oo

Lim -1 =0. Lim [X*tl.0]=1yLim [X+1-o]=1
X = =00 X; X"+°° X' X —>-00 X

vasf Y=1 esunaasintotade Y = X .

- X+1
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- Noétese que el comportamiento gsintético se presenta en los uextremos», Igjania
tanto derecha como izquierda de la recta Y = 1 y superior e inferior de la recta

x=0.
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Figura 5. esquema del ejemplo 2.

Ejemplo 3.- Encontrar asintotasde Y = x EXP(x)/(EXP(x) - 1. Asinto-
tas verticales Lim X EXP(x)/(EXP(x) 1) forma indeterminada [0/0]

x-+0
aplicando el método de L’Hopital se tiene

Lim (J.i EXP(x)/(EXP(x)-1) = Lim EXP(x)(1+X)/EXP(x) =

x>0 x-*0

Lim 1+X=1,

x>0
luegola funcién dada no tiene asintotas verticales.

Asintotas no verticales. £(x) = EXP(x) [EXP(x) - X - 1)/[EXP(x) - 1]?
Lim f(x)=1yLim f(x)=0
X~ - 00 X~>-00
existiendo dos posibles asintotas.
Ahors,
Lim (xEXPX)/(EXPx)-1)-X =0y Lim xEXPx)/(EXP(x)-1-0=0
X—»-00

x>+

concluyéndose que Y = X.Y = 0 son asintotas de Y = XEXP(x)/
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(EXP(x) - 1). En contraste con el ejemplo 2, el gomportamiento aginté-
tigo sélo se presenta en uno de los extremos de cada recta. Por qué?

A --

y=x

. asintota

2 \‘
| y=0 -
\ ’I ' 10

Se- asintota

Figura 6. esqguema del ejemplo 3J..

Ejemplo 4.- Encontrar las asintotas de Y = sen {x)/X.

Asintotas verticales. Lim sen(x)/X = 1 por tanto no tiene asintotas
: x—+0
verticales.

Asintotas no verticales. Y’ = (Xcos(x) - senX)/X?;
Lim (Xcos(x)-senX{(x)/X*=0

x-* -0

Lim sen(x)/X = 0, luego Y = 0 es una asintotade Y = sen(x)/X

X~>®

\/y = sen(x)/x
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Es claro que la busqueda de asintotas tiene una gran importancia en
trazado de graficas, pero se invita al lector a pensar en comportamientos
asintéticos mas generales para lo cual sugerimos la siguiente defini-
cién: dos curvas Y = f(x), Y = g(x) tienen comportamiento asint4tico
si

Lim  [fx)-gix)] = 0
x>

o bien

Lim f{x) =1lm gx)=o pé.ra algina enR.

x—>a XxX—*>a

Ejemplo: Y = X-* Y = X*? sor; curvas asintoticas.

Problema.- Dar un ejemplo de curvas mutuamente asintéticas y que
no tengan una recta asintética.

Ejercicios -

Hallar las asintotas y construir las graficas de

Y = X + arcos(X'!) , Y = Ln(2 + EXP(x))
Y=X(1-X)3; Y=(X2+ 1)/X*; Y=XX*+ X-2)

Es posible que una curva tenga comportamiento asintético con respecto a un
punto? '

Se recomienda como lectura complementaria el capitulo pertinente del Calculo

Diferencial e Integral de PISKUNOYV, Tomo 1. En algunos tépicos sobre series

y sucesiones pueden encontrarse con temas referentes a desarrollos asinté-
* ticos de igual manera que en los cursos de ecuaciones diferenciales.
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