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TEOREMA [‘HINODEL QEQ’DUO: - 'ﬁm‘m‘,’ en ’Mctémaucaa -

Por: Ar/uro Marfmez C‘ | " - ‘CEMAT” 1§

Al leer qron parle de la ya popu/armmle st e 0 uatemdtca mocler-
na, can sus Intrincados conceptos y su exlraia simbolizacion, facilmente
g0 e on o fentacion de suponerla “nventada® por alguno de o muy. br;:-,

,uonlec‘ 1o de Jos Gltimos s19los, digamos del xvir en adelanie.

o prespnfar vn cvncepla enel siglo I o.c. era ‘onoeido
emg? icos gfosra /

mamovlodo stendp fal Ja rawdn para  Nom-
5"6 Para su de MOS‘#GC'W? pvr S'Upvex‘fa e c#/l/ wrzz la ﬁafaffon *mo-
oma"' e - | , ;

¢ m,a, b son en/eros con m pos#wo gedfc‘e qve' "a es cor
b, mddulo m™, si m divide la diferencia a-b. = Este se

por‘ a=b ( mod'm) y noes dificil verficar gee fal * fonqivenc:a modU/O
m» define una relacidn de equivalencia y” por tanto induce una pgrit-
cionde Z, cuyas clases oe enga/enaa se denofan por [z'Jm , esto es:

[a:Jm-{qel/:c 4 (midm)) = [4el/ Y= x+mk, kél}

Asi, por ejemplo, para M=5 se hene: o
[0)5 {‘IGZ/ ‘-I 0+ ok, kel} {"""'0;“5:0:5, ,o'"'}g s

)5 ={Yel/ 4= 4+5k, kel = feae: =0, 4, 4 llree}

[205 = {4eR /) Y= 245k, keRYy = {++er-8,-3-2 7512, }
(3]s ={ ye2/ 4= 3+5k, kel} = < feser =T, 22,3, 85 13,...}
(415={ued/ Y=4+5k, kel) ={--, ~6,-1:4, 9, 14, ]

Obslrvese gue [5]5 ={ YeZ [ U=5+5k, bez) = [qu/ Y=5(rk), kel) =
={YeZ/ 4=5¥", K'el} = [015 = [/0]5= [/5]5 =+:-, Analoqamen e, <ediene
(6)s = L1115 = [1615—-- =Crls; L7252 ﬁ?}s-[l'ﬂs— .o = (275, efe. y por
tanto Is={tods, Cd15, [2)s5, (3]s, (415} es la par-lmoﬂdel 1ndvcida por
la relacion de equivalencia " conqruencia modulo 5*. Generalzando este ejern-
plo, se tene gque Im={L(0Im, (4Im, L2Im, ..., [m-1Im} es la pan‘mon de z
induada por la relacion de engalenc/a ucongruencia modvlo m".

£n Io que sigve se uhlizordn estos conceplos:
I m es un enfero positivo.
m d=qa,b);: desel med de ayb.
m) o= ca,b) =D (Izx, vel)(a:cqu d)
Iv) (¥aea)(a a (modm))

PROFOSICION 4: Sean Q,b, ¢, d, k enierw enioncce-f ,
() @z bomidm) imphea que kaz kb (moclm)
‘ m)a bmédm) y c=dmidm), imphca gue
(atc) = (p+d) (médm) y aC = bd (mod m) G
(i) ac = be (modm) , con (gm) =1, rmpha que = b(madm)
() az b (mod km) , con kfo, /mp/tm que a=b (modm),
Oemosiracion (i)
Dado que (c,m)=4 , por I se fiene que (Jzyed)(cx+my=14), lve
cx-i =my y porfanfo CxX =4 (mddm). Uhlizandp &) en este resutladd y
en la hipdlesis se oblienen las congruencias acx = a ¢omsdm, bcz-—bzmad )
y acx = bez cmadm), a pardir de las ecvales (a propr edad Jranﬂlfm ob la
relacion de egwm/encra qaranhia queé.azb mddm). |

peorosicion 2: la congrvercia ax= :rmddm; hene SEIWIOO i 4; sato 94
am) = 4. s :

OQmOS‘fraCfon :




(Y

- esla’ en Zp , enfonces pa

e dyn

ax 24 (médm) a=p (Iye)(ax-4 = my) ¢b Byed)(ax+m-1)=4)

a) (am)=A4.

coeorario: St p & primo, la conqruoncia ax = A (mod p) trene solucior
para fodo a no dhvisible por p- -

€l siquiente resuHadb preconta una version mds precisa y elegante de la pro-

- predad establecida en el corolario. Se le conoce como el "Teorema ofe Fer-
mat™ en honor al gran matematco francds Perre de Fermat (4604-4665),

imicrador ademds de la feoria de los nomeros y del calculo de probabi Iidaden

Uno dé sus planteamientos, conocidp comp ‘el oHim0 problema de Fermat” es-
fablece que ro exiclory tres numeros natvrales |, z,4,2, tales gre L™+y" =27

para n>2. Este problema subsiste sin demostracion g sobre él la Socredad

" Golombiana de malematicas prepara vna monografia’, de la cual ha S10lp en-

cargado el Dr. Marco Fidel Sudrez R., profesorde la Universidad del valle ,
quien Propuso @ Quienes inteqrames e/ grupo oe dlgebra durante el X colo-
quio de Mafematicas aunar esfuerzos en fal direccion .

TEOREMA DE FERMAT: Si P €8 primo ¢ Z 10 & divisible por p , entonces
x°- = 4 (mod p). |

Oemosiracion: | ,

Sean L[adp, (@z1p,..., [Qp.dp laS clases oe eguivalencia no-nuvlos Jde zp y

sea [x]p una cvalesquiera de ellas. Puesto gue, para 4si< p-4, [Z]pLailp

P-i ’L'ﬂka
TN Caudp =Tl cxdplaidp = [x), " T Caid

i= =

y por fanto (1)’ =C11p , estoes, X'z A(medp),

COROLARIO ; Si1 p €S primQ, enJOnc_*eS‘ para /co/o xendl se 1‘zene gue
' xP =2 (mddp). v

sequn el feorema de Fermat, si p e primo y (a,p)=4, la congrvencia
ax =4 (médp) +ene como S‘oIUc/'Qh los valores X= Q%2 (mdd p) Y pPOr 40010
QT = bcmddp) Frene como solucion los valores T= QP2b (mdd pd. A/, por
ejemplo, las soluciones e 2x = 4(mdds) son T= 234 (mids) , es, los
enteros en (2ls.

Uthizando ahora las proposiciones 4y 2 se establece la siguiente propreolad:

PROPOSICION 3:-Si (@, m) =4, enlonces para fode b (a congrvencia |

. ax=b(mdéd m) Hrene solucion y tat solucion es Cnica modulo m.
Demostracicn : ~ '
Por I@ proposicion 2 la congreencia X = A(mdd m) iene solucicn , digamcs xe.
fyesto que de Az = 4 (mod m) se obtiene gue abze= bmddmy, los valores :
x = bxo (mddm) son solucionesSde ax=bmadm), y e cbmuestra fo corres -
pondiente a la ex:lslcmcia . Por ofra parte, si ax,=b mddm) y axaz b (modm)
entonces (proposicien 4 (i) ALi-axa = (b-b) (mod m), esto es, Ax-Ta)=0 (modm),
Pvesto que (a,m)=4 la propdsicion 4ciiy garantira gue (Xu-22)= O(mdd M)y
por tantfo X4 = T2 (mdd m), (o cval demuecta la vnicidad module m.

Finalmende, supongase que se fienen varias congrvencias en una MISMa
variable pero respecto a diferentes modlos : Qi X = by (mod. me), (=4,2,-.-,M-
S para caolr i s€ {rene que (a,mi)=4, la aplicacion a cada cmqmencia
del método establecidp en la pr?oos/cron 3 conduce a Sv respecta solocion.
Por ofra parte, si para i#j se fiene guve (mi, m;) =4, puede detferminarse
vna solvcion corxm para fodos las n' congrvencras, a la cwal se llega fa-
cilmente mediante la generalizacion del siguiente resuffadp, tema cen-

+ral de esta nofa:




=i

TEOREMA CHINO OEL RESIOUO : Si (Mi,m) =4, enfonces las congrvencias
Z= b(mdd.m) y = C(mod. me). tienen solu—
, cion comun, la cual es vniaa moduvlo mumy,
vemosiracion s '
Las soluciones generales ok las dos congreencias son, respectivamente, x=mkib
y x=mq+c, con kqgelZ. Iqualando estos resuHacos para oblener la solv-
cion comun, <@ obhiene gue mk-(c-b)=m29q , lveqo m.k = (C-4) (medmz),
0ado gue (mi,m:)=4, L@’ proposicion 3 garantiza (a existencia de vn valor
para k, Unico modulo ma, gue la satistace. for ofa parfe, si *. y x, son
soluciones comynes de las congruencias dadas, es decir, S xi = b( mdd. m,),
T,= ¢ (mbd.m2), X2zbemodm) y X2=C (mad. M), enfonces m, y Mz divs-
den tanfo T como a %2, con (mi,ma) =4, lveqo MM tambien divide a X
Yy a Tz ; se 4rene entonces que mimz divide a la diferencia xi-x: y por tan-
{0 7.z 22 (mdd-mumz), con lo cval se demuestra que la solucion comon de las
dos conqruencias es unic@ modulo MM, :

Qorpfeﬂdef’/e o No, COMO ya se d(/o, esfe resulfaclo fve manejado con destre-
20 por matematicos de hace casr 20 siglos. ¢ con cuantos ofros onceptos
“medernps® habrd ocurrido algo cemejanie ? ¥, mas infriganie avn, ¢ me-
dianfe que medios, matemddicos o nd, Hveron establecicbs”en fal época ?
Quiads un poco de ciencia-Hiccidn a la moderna pueda darnos alguna res-
puesta gue nos sahcfaga...
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