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UNA RELACION ENTRE LA TEOR|A DE NUMEROS
'Y EL ALGEBRA CRISTOBAL MEJIA

el mgulen*e es el lexlo de una e%‘:nsmlo'n reallzoda en el curso de
Teorla " de ndmeros, sobre las relociones entic la Teorta de numeros 1
el olqebra. . , ,

Se  “hala de dar sduach a lkres  imporlontes Ptok\emus de la teoria

de ndmecos | medianle el B\acbrq : el {corema de Wilson | dos icore

mas dc Fer mu* v

A conhinuacion . adaroremos o\gunos umccp‘os 3 la no¥0<:|t>'n olilizodg en

la demostracidn  dc estos teoremas: . -
Usaremos lo notacion  (aib) pora representar el maximo comdn dwisor
de aqyb . S () =1 diremos que a \lb son primos relativos.
Decimos qua a0 dwide o © =i r= mb pora 0\36n m, N lo nolg
mos S|Ce

Sea n = enlero fq-g, definimos a=b madulo n =i nl(0‘53~

\ ¥ ™ » -
la  relacion "consrueMe mddule N En\ define una relacidn de equi

volencla en <l conjun\b de los enteros. Denolaremos lo clase de

de esta  relocion (Q la que periencee c} por <\

< u\\Ju'ehc;O

stmbolo [@]n ¢ la llamaremos clase de congruencia (mod n) de a.

Si un  oon o' 6 es Ty respecic a ung oPcmcm'n “#% lo no
o o

taremos <G , *> . Una coracleattaa de l‘un qrupo G es <=
dc clementos de que <onste ; lloamaremos a &sbe “orden de 6© Y

lo nctaremos 0(@\. .
Recordemos  olqunos c.oncep’«os de la leorlo d& qrupos 4
1. S <G, es grupo y Q€6 el oden dea e= <l enlero posits
No mimmo m  tol que a™=e lo notatemos o(a)) .
2. S <G,y es grope ece , a°®l=e .
€ es o ddulo < <G,§.

PRIMER TEOREMA OE FERMAT 3 . ‘ 1
$i o€z, y p e un nGmerd  primo enionces a¥ = a moad p -

Dem :
&) i (0.p) :{: { entonces plh,h‘a-cao
Pl af-a entonces of = a mod p

w) Si Q.p\:‘l: . : .
Sy (Z‘P = 'S [‘f]r‘ EZJP‘ [3]’1, eev, D’af} eﬂ*OﬂCCS <ZPO .7 Form

upo.,
35:5\ X € Z; "o(£ = E‘;]P pore olau'n c;’_G.-Z‘ per tanto : o
Ef]f. enionses> @ = 1 mdd P+ per consiguien

(o] ) = (=] =
(s B

Entonces P l o (cxP”_.. 0) tve do

P I o] (0?':- l) . Por \otanto

ndc PlOP-Q . Lucso QPEO méd P

LEMA Y = Si 6 es un grupo obeliono Fnito y 3! age6 tol que
O(Qr) = Q en}once.s Oge Qrlvneea On= Qx - Doende G:‘Q,"Q;,

ceny On-) ,
Como 6 ‘@3 obeliéns , podemos reordenar el producto @y.+e@n

de lo, sisuicnh: moneta & b. « b, -b3z . bu o 55».... b b,,-. « bn

ﬂ'a.
n-q
donde b, = e , br =Qx =O‘.; (P\lﬁ'd" Gue O(QR\‘: 3-) N el que el
iverso de cada elemento qu::dc & continvacion  de ésfc.




-l .
es dear bt,i_‘ = (bt-o)‘ con {=3,i0en N ,ns‘t M

0, .Gy .00 Qn = &,‘_:' bi. ‘5;1, b.q . bsq sree “'Dn-::\bn-g__:; b, :.'.E-bn _

e = e ' e

.'S-Qk

TEOREMA DE WILSON o '
St p == Pr;mo. enfonces (P-A- = -1 modP .

4bem: . ' ‘
Ec? 2p = {E]P. Ble, e, CP“]} ) <Z';*..> formo qropo abeliano
nito .

Es fdal ver que [p-f]’;, = [4]‘g . [P'sz = [p(?-a\n],‘ asi o[[?-n]',\:i.

Neamos que esle es el dnico elemento de Z% coyo orden es 2%
Supongomos  qus existe xe 2%, x= [p-1] y xF 0l N tel que
6(x)=2 » "

Si xa Zp , entorces X = ledp pora olgin o €Z y asi [0]91:[039

&r¢ tonto [91-1:'? = [0]‘: .'Lucso | e \ (a3~ '\, entonces p‘ (.q-& N(a-1)

Si (oﬂ, p) =1 entonces P\(a~ﬂ. for conmsu\cn‘c -{“"]P =[ole . l—w:go
[_d]f, = £0]P . qQue €3 u’no contradicaich .

lucgo tp"j(’ es el unica elemento en_z‘o* tal que o([p-l]‘b.‘:.'! Y
o=l , oplicando el lema ¢ tenemoy  que

Udp EJJP.---Y?'Q‘: = [p-1]p enlonces [i.:.a....({’-'\]‘:: Le-11p
.eero fP-le = [—C&P enivnces (_(p-l)'.]? = [_-1],, l9c9° (p-l) '.="_-; ;1 mod P.
LEMA2: Si (pe)z1y =y eZ ‘oles que ¥'+yi=cp enbonces

= a?+b? pora algunoy enteros a, b

Omitbrmos la demos racion de o=sle [emo (\ler A\Scbro Hoder
na, L-N. Heistern - Pog 054)

LEMA 2 S e un ndmero Pri’mo de lo forma yn+t <entonces
?ucdc tesdverse la conswcncio w2 = -4 mdd p -

Dem s ,

Sca X AyLeess (p-v) /a_ Como pP= Ynal entonces p-t=4n y por

4°n‘lo'. - en esle Produ'c‘c Poto lo ob&cncm;\i de x hny an clementoy
N o051, por ser X un aumero par, X =(D(-2) aa (- f_’:__l

—=

pcro  p-k = -k modp ¥T 1. 200 (p:i!).(-c) ("2)"‘(‘ 22.—‘)
- vas [ PY( P-)(PRY ol - p-

enborces ¥ = tozves (EL)( PP (P gé;)

= 1.2 ... \E:a.').(“_’%‘.)... (P-ad(P-N = 1.2 ..c(P-1)

catonces  x2 = (P! pero por teotema de Wilson (P-G\!E-‘\mpdf»

entonces X*= -1 médP .

’




@

SEGUNDD TEOREMA DE FERMAT <

. t . :
S es un numero primo de la forma 40+ ; enlonces P=0t+bl

para olaunus enteros q Y b.

Dem :

Como = yn+1 entonces %2 = _1 mdd liena sohcm'n. ey

lema 3 demostrado  anlentrmente  entonces I¥i*=1xjrs] = [-1]’

con O £Xg p-t =H x? kp-a)l = %t < p*-ap+i, en{'onccs,

X244 = piolp+) = szz(‘:-l\épl pucs pet >0

entonces Pl¥z+l . Llucqo xt+1 = cp para alqun

Pero x? = -1 mod
(1c\ quc x? < P?--n):.—) cspzz;(c.p =N

ce & entonces <p s Pz'

b as&" apl-cahclo el lema2, Jabez I o at+ b?
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