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Resumen. Un conjunto A de enteros positivos se llama un conjunto By, si
todas las sumas de h elementos de A son diferentes. En este articulo usamos
propiedades bésicas del analisis de Fourier sobre Zy y seguimos el estilo de
Ben Green [4] para deducir, con un método diferente, las cotas superiores
obtenidas por Jia [6], Chen [2] y Graham [5] respecto al méaximo cardinal que
puede tener un conjunto Bj contenido en los primeros N enteros positivos.
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Fourier Analysis on Zy and B, sets

Abstract. A set A of positive integers is called a By set, if all sums of
h elements of A are different. In this paper we use basic properties of
Fourier analysis on Zx and follow the style of Ben Green [4] to conclude
with a different method, the upper bounds obtained by Jia [6], Chen [2] and
Graham [5] with respect to the maximum cardinal that can have a By, set
contained in the first N positive integers.
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1. Introduccién

Un conjunto A de enteros positivos se llama un conjunto By, si todas las sumas de la

forma,
a1 +ag+---+ap, a1,a2,...,ap €A, a; <ay <o <ap, (1)

son distintas. Los conjuntos By también son conocidos como conjuntos de Sidon, en honor
a Simon Sidon, el analista hungaro, quien en 1932 le pregunta a Erdds sobre conjuntos

de enteros positivos con todas las sumas de dos elementos distintas.
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68 JuoN Jairo Bravo G. & CARLOS ALBERTO TRUJILLO S.

El problema fundamental en el estudio de conjuntos B, finitos consiste en investigar el
méximo cardinal que puede tener un conjunto B}, seleccionado de [1, N] :={1,2,...,N}.

El paso natural a seguir es estudiar el comportamiento asintotico de la funcion
Fp(N) :== méx{|A| : A C [1, N], A es un conjunto By}, (2)

donde |.A| denota el cardinal del conjunto finito A.

Respecto a F,(N) es bien conocida la cota superior trivial
Fu(N) < (b)) " N*/". (3)

En el caso de los conjuntos de Sidon, los teoremas de Erdds—Turan [3| y Singer [8]

demuestran que

fm 22D g,

N—oco +/N
resultado que constituye la cota asintotica correcta para Fy(N), Fa(N) ~ N2 N — oco.
La situacion para otros valores de h es bien diferente: de hecho, la asintética correcta
para Fj,(N) no se ha obtenido en algun otro caso distinto al de h = 2. Mas aun, un
problema que atn sigue abierto es decidir si

Fi(N
1im ’}( )
N—oco /N

I

existe, y si existe, determinar su valor. Se conjetura que Fj,(N) ~ NVh N — oo para
todo h > 2.

La cota (3) muestra que Fj,(N) tiene orden de magnitud N'/*, razon por la cual se
define

(N
a(h) := limsup L, para todo h > 2. (4)
N—o0 N/
Los resultados de Erdds y Turan que implican «(2) = 1 tienen una generalizacién natural
que proporcionan cotas superiores no triviales para «(h). El primer resultado en este

sentido fue obtenido por Lindstrém [7] en 1969. El prueba que
a(4) < 814,
Jia [6], Chen [2] y Graham [5] generalizan esta técnica y obtienen las cotas que da el
siguiente teorema.
Teorema 1.1.

1/2k

a(2k) < (k(k1)?) a2k — 1) < (k12D

En este articulo se usa la relacion existente entre el anélisis de Fourier sobre Zy y los

conjuntos By, para deducir, con un método diferente, las cotas superiores del Teorema 1.1.
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Analisis de Fourier sobre Zy y conjuntos B, 69

2. Analisis de Fourier sobre 7

En esta seccion se exhiben definiciones y resultados basicos del analisis de Fourier sobre
Zn, los cuales son prerrequisitos para lo siguiente. Es de anotar que los resultados de
esta seccion se presentan sin demostracion. El lector interesado en consultar estas pruebas
puede encontrarlas en [9].

El espacio vectorial V' de todas las funciones de valor complejo f : Zy — C puede
ser identificado con el espacio euclidiano N —dimensional complejo CV, asignando a cada
funcién f el vector vy = (f(0), f(1),..., f(N—1)). En otras palabras, V y CV son espacios
isomorfos. V' se dota de un producto interno, el hermitiano. En efecto, si f,g € V, se
define

(f.9)=>_ f@)g(x),
rE€ELN

donde Z indica el complejo conjugado de z. Este producto interno induce a su vez una

[?>-norma,

£l = (f, £Y2

Para 1 < j < N, considere las funciones e; : Zy — C definidas por e;(k) = w ™%, donde

w = e2™/N _ Estas funciones se llaman los caracteres del grupo Zy y forman un conjunto

ortogonal del espacio V. Precisamente se tiene
N sij =k,
<€j7 €k> = ..
0 sij #k.

Observacién 2.1. Notese que los caracteres del grupo Zy son linealmente independientes
por ser un conjunto ortogonal, y en consecuencia forman una base para el espacio V', ya

que este espacio tiene dimension N.

Definicién 2.2. La transformada de Fourier discreta f, de una funcién f € V, se
define por

f)y=(fery= Y flw®, donde w=e*/N,
T E€ELN

De fundamental importancia son las siguientes propiedades.

Propiedad 2.3. Si f,g € V, entonces se tiene:

(a) Formula de Parseval:

> @@ = Y F0R0.
rELN

T E€ELN
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70 JuoN Jairo Bravo G. & CARLOS ALBERTO TRUJILLO S.

(b) Formula de Plancherel:
1 .
D@ =5 D2 If0)P
T ELN rerLn

Definicion 2.4. Sean f,g: G — C funciones sobre un grupo abeliano G. La convolucion

de f y g, denotada f * g, se define por

(fxg)z) = fWaly—a).

yeG

Existe una relacion entre la transformada de Fourier y la convolucién, propiedad que

se presenta a continuacion.

Propiedad 2.5. Para f,g € V, se tiene que

o —

(f *9)(r) = F(r)g(r).

Observacion 2.6. Notese que la operacion de convolucion que se ha definido no es aso-
ciativa. Hay situaciones donde es muy tedioso indicar la intensién de la operaciéon por

medio de paréntesis, razoén por la cual, en este articulo se adopta la siguiente convencion:

oo fos oo fo= (freeon (oo x (oo s 1) ),

donde las f; son funciones definidas sobre un grupo abeliano G. En particular, si f € V,

entonces
frfxf=Ffx(f=f)

Notacién. Si f: G — R es una funcién sobre un grupo abeliano G, se escribe f**

para indicar k—veces la convolucion de f con ella misma, esto es

fE= gt f,

k—wveces

Ejemplo 2.7. Sean A, B C Z. En lo que sigue del articulo siempre se identifica un conjunto

con su funcién caracteristica. Asi por ejemplo, A(z) esta definida por

1 size A,
A(x)_{() siz ¢ A

Ahora bien, teniendo en cuenta la Definicién 2.4, se tiene que

(AxB)(z) = Y Aly)Bly — ).

YyEZL
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Notese que los sumandos de la tltima expresion toman valores diferentes de cero, sola-
mente si A(y) =1y B(y —z) = 1, es decir, si existen elementos a € Ay b € B tales que
y=ayy—x=>, esto es, si existe (a,b) € A x B tal que x = a — b. En otras palabras,
(A * B)(z) esta contando el nimero de parejas (a,b) € A x B tales que x = a — b. En
particular, (A * A)(x) cuenta el nimero de soluciones de la ecuacion * = a — a/, con
a,a’ € A. Claramente (A * A)(0) = | A|.

Como a+b=c+d<= a—d = c— b, los conjuntos de Sidon también se definen
como aquellos que tienen la propiedad de que todas las diferencias no nulas de elementos
del conjunto son distintas. De esta manera, A es un conjunto de Sidon si, y sélo si,
(A= A)(z) <1 para todo entero = # 0.

Con un analisis similar al anterior y teniendo en cuenta la Observacion 2.6, se puede

ver que A*3(x) cuenta las soluciones de la ecuacién, = = a; — as + a3, aj,az,a3 € A.

3. Demostraciéon del Teorema 1.1

Para la prueba del Teorema 1.1, necesitamos los siguientes lemas auxiliares.

Lema 3.1. Sean h = 2k un entero positivo par y A C [1, N] un conjunto By,. Entonces,

para todo x € Z, se tiene
AR () < (BD? 4 k2 A AR ().
Demostracion. Para x € Z fijo, A*?*(z) cuenta las soluciones de la ecuacion
r=ay+- +ax—by—-—by, a;,b;eA i,j=1... k. (5)

Si la ecuacion anterior no tiene solucién, el resultado es claro. Demostremos que si (5)

tiene una solucién (a1, ...,ax,b1,...,b;) € A" en la cual a; # b; para todo i y todo
j, entonces (5) tiene a lo mas (k!)? soluciones. En efecto, sea (a1,...,ax,b1,...,bx) una
solucion con tal caracteristica, y supongase que (af,...,a}, b7, ..., b)) también satisface

(5); entonces
r=a1+-+ay—b——by=al+ - +aj— b —-- b,
de ahi que
a4 ag F 0 A b =al b ag b+ b
Como A es un conjunto By, se deduce que

{a1,...,ag, b}, ..., b} ={d\, ..., a},b1,... bx}.
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De la condicién de que a; # b; para todo ¢ y todo j, se desprende que

{a},...,a}} ={a1,...,ar} y {0, ..., 0.} = {b1,...,bx},

situaciéon que presenta (k!)? posibilidades. Asi, si (5) tiene una solucién en la forma antes

mencionada, entonces tendra a lo mas (k!)? soluciones.

Por otro lado, si (5) no tiene una solucion en la forma antes descrita, entonces cualquier
soluciéon debe cumplir que a; = b; para algin 7 y algtn j. Es claro que para cada una de

estas k? posibilidades (5) tiene |A|.A*(2*=2)(z) soluciones. En consecuencia,
]

Lema 3.2. Sean h = 2k — 1 un entero positivo impar y A C [1, N] un conjunto Bj,.

Entonces, para todo x € 7 se tiene
A (@) < |A|(K!(k — 1)1+ k(k — 1)A* R ().

Demostracion. Para x € Z fijo, A**=1)(z) cuenta las soluciones de la ecuacién
r=a1+--+ar—by—--—br_1, a;b €A (6)

Si la ecuacion anterior no tiene solucion, el resultado es inmediato. Argumentando como

antes, sea (ai,...,ak,b1,...,bx—1) € A" una soluciéon de (6) en la cual a; # bj, i =
1,...,k,j=1,...,k—1. Supongase que (a},...,a},b},...,b,_;) es otra solucion de (6).
Entonces

T=a;+-tag—b——bp_1=aj+ -+a,—by——b,_q,
de ahi que

ar+-tap+0 +- b =aj+Fap+b+ -+ bt
Como A es un conjunto By, se deduce que
al,...,0K, 199015 = al,...,ak, 1y-++90k—1g.
{ b/ / } {/ /b b }
Ahora, dado que a; #b; parai=1,...,k, j=1,...,k — 1, se sigue que
{a},...,a,} ={a1,...,a} y {0y, .. 01} ={b1,. .., br_1},

situacion que presenta (k — 1)!k! posibilidades. En conclusion, si (6) tiene una solucién
(a1,...,ak,b1,...,bp—1) € A enlacual a; #bj,i=1,...,k j=1,...,k — 1, entonces

(6) tendra a lo mas (k — 1)! k! soluciones.
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Por otro lado, si (6) no tiene una solucién en la forma antes descrita, entonces cualquier
solucién debe cumplir que a; = bj;, para algtin 1 <4 < k y algin 1 < j < k—1. Para cada

una de estas k (k — 1) posibilidades (6) tiene |.A|A*(2=3)(z) soluciones. En consecuencia,
AR () < Bk — 1) 4 k(k — 1) AJA*ZF=3) (),
De lo anterior y por definicién de convolucion se tiene que
A (@) = (Ax A D (@) = 37 Ay) AV (y — )
y
<A@ (BN(k — 1)! + E(k — 1) AJA*CF3)(y — 2))
= k?(lc — DIJA| + k(k — 1)] Al A* =2 (). ¥

Antes de presentar los detalles de la prueba del Teorema 1.1, considérese el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.3. Sea A = {1,2,3,4,5,8}. En la Tabla 1 se presentan las sumas (a+a’,a < a’)
de los elementos del conjunto A.

Tabla 1. Sumas Tabla 2. Versién modular
+11 2 3 4 5 8 +11 2 3 4 5 8
112 3 4 5 6 9 112 3 4 5 6 9
2 4 5 6 7 10 2 4 5 6 7 0
3 6 7 8 11 3 6 7 8 1
4 8 9 12 4 8 9 2
5 10 13 5 0o 3
8 16 8 6

Observe que A es un conjunto Bs. Ahora considere al conjunto A como subconjunto
de Zyg en la forma natural. En este orden de ideas, la Tabla 1 se convierte en la Tabla
2. Notese que en la nueva version A no es un conjunto Bs: de hecho, A es ahora un
conjunto By, pues el elemento 6 se repite 4 veces, razoén por la cual no hay garantia de

que se verifique el Lema 3.2.
En general, en la version modular de A*", es decir, considerando al conjunto .A como
subconjunto de Zy para algin entero positivo N, ya no se verifican los Lemas 3.1 y 3.2,

que, sin embargo, son validos para algunos valores apropiados del entero x, tal como se

revela en la siguiente prueba.

Demostracion del Teorema 1.1. Sea A un conjunto By, con h =2k 6 h =2k — 1,

y considérese al conjunto A como subconjunto de Zgn4,, donde v es un entero positivo
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que se escoge posteriormente. En esta prueba se toman como representantes del grupo

ZiN+v los siguientes:
ZiNtv ={-v,—v+1,...,-1,0,1,...,0,0+1,...,kN — 1}.

Afirmacién. Si |z| < v, entonces la version modular de A*" satisface la cota del Lema
3.1 en el caso h = 2k, y la cota del Lema 3.2 en el caso h = 2k — 1. Por ejemplo, si
h = 2k, se tiene

A () < (k)2 + K2 AJA* =D (2),  para |z| < w. (7)
En efecto, si (af,...,a},b),...,b)) es una nueva solucion de (5) en la version modular,
entonces aj +---+aj, —b] —---—b, < —vy
EN+v+ai+- - +a,—b— —b,=2<0.

Luego
EN < (V) + -+ b)) — (a) + - +a}),
lo cual no es posible pues
1< (b +---+b)—(a} +---+a}) < kN.

En consecuencia, para |z| < v, el ntumero de soluciones de (5) en la version modular,
coincide con el namero de soluciones en la versiéon sobre Z. Analogamente se procede en
el caso h =2k — 1.

Sea I ={1,2,...,u}, donde u < v es un entero positivo que se propone mas adelante.
En lo que sigue, el simbolo sombrero (") se refiere a la transformada de Fourier sobre
LN+

Definamos F mediante la expresion

E= Y AP« D). (8)

T ELKN +v

De la formula de Parseval y la Propiedad 2.5 se tiene

1
— E 4*2k
" kN 4w I*I)( )

T €ZEkN+v

:kN1+v Z LA(r) 2RI (r) . ()

T €ZLEN+v

Por otro lado,

o UxD@)= Y IxD(a)=T+D0)+2 Y (I=I)(z)

T E€ LN +tv —u<z<u 1<z<u (10)

:u+2((u—1)+(u—2)+~-~+1)):u+2@:u2.
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Adicionalmente, al realizar las diferencias del conjunto I resultan ntimeros comprendidos
entre 1 —u y u — 1, cantidades que al modularlas permanecen igual. Lo cierto es que si
v+1 <z < kN —1, entonces la congruencia z = a —a’ (méd kN +v), con 1 < a,a’ < u,
no tiene solucion. En otras palabras, si v +1 < 2 < kN — 1, se tiene que ({ *I)(x) = 0.

Para el caso h = 2k se usa lo anterior y el Lema 3.1 en la expresion que define a

para obtener

E= Y AMa)(I*I)(z)
|| <v
>0 (6D + KAJACE) () (T + I)(x)
T € LpN4ov
= (KN?%u? + kA A*CE=2) (0N (T % ) (2
(k") \ \%%H (@) = I)(z) 1)
2 ~ A~
IR SV T Tl

T E€LKN+v

IN

< (D242 kAl 2k—2 ()12
< ()P AP S )

T E€ZEKN+v
De la formula de Plancherel también se encuentra

w= Y@= Y P@= Y @R Y o,

T € LkN+v T € LkN+v T € LkN+v T € ZLKkN+v

de donde

Z [1(r)]? = (kN + v)u.
T € ZLEN v
Del calculo anterior y de (11) se obtiene
2
kN 4+ v
k4 1) ((2k) (2k)!) T2 N21/2y,
kN +wv
(2K + 4)IN2-1/2ky
kN +wv ’

E < (k)2%u? + |APE L (EN + v)u

(12)

k’2
< (kY)%u? + (

< (kN2%u® +

donde se ha usado el hecho de que kN +v < (k+ 1)N y |A] < ((2kz)(2k)!)1/2kN1/2k
(cota trivial (3) con h = 2k).

Combinando las expresiones (9) y (12) resulta

R(RD2Nu? + (26 + N0 p o) > 3 JAG)PRE ()R, (13)

T € LkN+v
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Ademas, trivialmente se tiene que

Y MAOPHEP = A0 0P = A",

T E€LKN+v

Usando lo anterior en el lado derecho de (13), se encuentra la desigualdad
E(kD2Nu? + (2k + 4)[(N2—1/2ku o) > AR,

de ahi que

ok ) N2-1/2k
|A]?* < k(K!)°N + (2k +4)! — +v). (14)

Sean” u = v = | N'"1/4] £ 1. Con estas elecciones de u y v, de (14) se concluye™" que
|A[** < k(k1)2N(1+o(1));

en consecuencia,

(sz(N)

2k
/3R ) < k(kD2(1 + 0(1)),

de donde se deduce la cota de Jia [6]
1/2k

a(2k) < (k(k!)?)

En el caso h = 2k — 1 se usa el Lema 3.2, y se argumenta en forma similar a lo anterior

para obtener

(K)PJAIN + (2K + DIANY Dy o) > S JAWPHIEP. (15)

T E€LKkN+v

Esto implica que
(RPN + (2 + QAN D g o) > AP,
luego
|A]2F=1 < (BD)2N + (2k + 4)! (w + v) .
Con u=wv=|N'""V/#=2)| 1 1 de la tltima expresion se deduce

AP < (RD2N (L + 0(1));

*Si x € Z, entonces la parte entera de x, notada |z], se define por, |z := méx{n € Z: n < z}.
** En este trabajo se usa la notacion “o-pequena” para indicar cantidades que varian con N, asi que,
por ejemplo, X = o(1) significa que X — 0 cuando N — oo.
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por lo tanto,

2k—1
(%) < (K)*(1+0(1)),

de donde se deduce la cota de Chen [2]-Graham [5],

a2k — 1) < (kN2 @k=D), v

4. Comentarios finales

En este trabajo se usan propiedades basicas del analisis de Fourier sobre Zy y se
generaliza el argumento de los conjuntos By usado por Ben Green en [4], para deducir en
forma alternativa las cotas superiores del Teorema 1.1. Es de anotar que estos resultados
fueron obtenidos independientemente por Jia [6], Chen [2] y Graham [5].

Ben Green en [4] presenta una avance importante en el estudio de la funcion «(h) para
h suficientemente grande, y exhibe una técnica muy sofisticada con la que mejora las
cotas del Teorema 1.1. Especificamente Greeen prueba que

a(2k) < <7r1/2k1/2(k!)2(1 N s(k-)))l/%

a(2h = 1) < (R 2P +e))

)

donde (k) es una funcién que no es calculada explicitamente y tiende a 0 cuando k — oo.
Ademas, Ben Green en [4] hace un estudio especial de los conjuntos Bs y By. En este

caso prueba que

a(3) < (;)1/3 vy a(4) <7V

las cuales constituyen las mejores cotas superiores conocidas hasta el momento.
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