Revista INTEGRACION

Universidad Industrial de Santander

Escuela de Matematicas

Vol. 16, No 1, p. 25-31, enero—junio de 1998

Sobre el comportamiento de las
trayectorias de un sistema de ecuaciones no
auténomo con pequeno parametro

ANTONIC MANUEL OTERO Ditcuezl
ANTONIO IVAN Ruiz CHAVECO**

Resumen

En el presente trabajo se estudia un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, no auténomo y analitico respecto a las funciones desconocidas y a un
pequefio parametro del cual depende el segundo miembro.

En el trabajo se hace un estudio del comportamiento de las trayectorias del
sistema una vez reducido este a la FCNG (Forma Cuasi-Normal Generalizada),
investigdndose en particular la bifurcacién de las soluciones periédicas.

1. Introduccién

En el trabajo [3] de Bibikov Y.N. se estudian sistemas auténomos dependientes de
un pequeno pardmetro, los cuales tienen un par de raices imaginarias puras, siendo
el mismo formalmente equivalente a su FNSI (Forma Normal Sobre Superficie Inva-
riante), ddndose una condicién suficiente de convergencia. Bfbikov obtiene para el
sistema antes mencionado la correspondiente ecuacién de bifurcacién.

En [4] se generaliza el resultado anterior al caso en que la matriz del sistema inicial
presenta n pares de valores propios imaginarios puros, ddndose la correspondiente
ecuacién de bifurcacién para la FN (Forma Normal) formalmente equivalente al sis-
tema inicial.

En [6] Bésov B. y Repilado J.A. construyen la ecuacién de bifurcacién para un sistema
real analitico en el origen de coordenadas y dependiente de un pequeno pardmetro
vectorial, bajo la existencia de raices imaginarias puras conmensurables dos a dos.
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El objeto de estudio del presente trabajo es un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, no auténomo y analitico respecto a las funciones desconocidas y a un
pequeno parametro del cual depende el segundo miembro.

En el trabajo se hace un estudio del comportamiento de las trayectorias del sistema
una vez reducido este a la FCNG, investigindose en particular la bifurcacién de las
soluciones periédicas.

Sea dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

&= Az + X(z,t, ), (1)
donde
A€ K™""(R),
x = col(z1,x2, ..., Tn),

X(z,t) = col(Xy, Xa, ..., Xn).

Las X; (i = 1,2,...,n) representan series de potencias respecto a z1,Z3,...,Z, ¥ &,
convergentes en una vecindad del origen de coordenadas, cuyos coeficientes son fun-
ciones analfticas respecto a u (i representa un pequefio pardmetro, u € R* ) y 27
periédicas respecto a t, por lo cual admiten la representacién

Xi(z, t,p) = 3 Xi(p’pO)(t)xp/'Lpﬂ’ zP = :I‘Jl)1 ’ xgz, e ZR,
{p+pol>2
p+p°=pi+. . +pn+D0+.. . +D3, pi€ Zy, ) € Z,.
El sistema (1) tiene la solucién trivial z = 0.

Consideremos que los valores propios de A estdn dados de la siguiente forma:

ReA; =0, s=1,2,...,L X
ReX; <0, j=L+1,...,m ) A
Redr >0, k=m+1,...,n X

El caso en que L = n fue tratado por Bibikov en [4].

Supongamos que existe L* < %, L* pares de valores propios imaginarios puros, +iw;,
+iwg, ..., Tiwr~, donde los w; son racionalmente independientes (: = 1, ..., L).

El sistema (1) puede ser expresado de la siguiente manera:

. z = Jz+X'(ztu),
T = J2" + X"(:z:,t, ), (2)
:.r = JI'I, ‘III + Xlll(a:,t’ #)’

donde J ', J ", J" representan celdas de Jordan de dimensién L x L, m — L xm — L
y m X n —m, respectivamente.

Supongamos que existe la transformacién

8
I

Y+ Ryt ) + R Y ) + Ryt ),
¥+ Ry ) + Rt ), (3)
= Y+ )+ A Y ),

8
I
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que reduce el sistema (2) al sistema

= Jy+Y'(yn),
= J'y +Y"(yt,p), (4)

— Jlllylll + i‘;,lll (y,t’ lll)’

donde, en el caso no resonante los coeficientes de las series de la transformacién (3)
se determinan de forma tnica, y los coeficientes de las series del sistema (4) se eligen
arbitrariamente; en el caso resonante se procede de forma inversa.

Definicién 1 El sistema (4), donde la primera ecuacion define una forma normal
l-dimensional y

Y"(y,’o’ y”’,t,p.) =0,
Y”’(yl 3 y“ s 07 t) /J‘) = 0’
define una Forma Cuasi-Normal Generalizada(FCNG).

Los sistemas (2), (3) v (4) estén relacionados por el siguiente sistema de ecuaciones:

o 7
Wb +h 40, arh 4 Sy o sl + 0 s s b = )
h + 7./}’11 + Tlﬁl + X' -Y' __pl,rlh’l _ p’T'iL' _ p"‘l'”il” _ p"T"il'
—p"'T"R — p R €)Y _ pf R e o)yt — @ P e pa) y

;o

-~ -~ ’ ~
—p R =€ " o)yt gt g P e o)y

X
h"+ h +5P'»A" h,” + 5p’,p"’,A"h” = } (5)
R 4 T”h'..” + X"~ f/// . p'T'h" _ pl,’.lil/l__
'p”"r”’iz” _ plh//(p'—-e',po)yl - p/h//(p’—e’,p”’,po) _ pmﬁn(p’ ,p'”—e”',p())‘?lll;

.m
h“’+ h +6PI,AIH h”/ + 6pl A h’” =
PR 4 ,’.IIIﬁIII + X" - Y/// _ p’T' Y — plT.IﬁIll__
—p”'r”fz”' _ p/hm(p’—e’,po)yl _ plﬁlll(p’—-e’ P pe) _ pllillll(p',p"—e”,p(,)ifll.

Tomemos los coeficientes de grado p de las series de forma que respondan a los si-
guientes casos:

a. Sip=(p',0,0,pp) las ecuaciones del sistema (5) tienen la forma

RO )46, B P () = @O (y,p) -y (u),
i), (p) (t, “) + 5p’ N h" (p) (t, #) = @” (» (t, [l:), (6)
}'L (r) (t, “) + (5P"A"l hm()?) (t, IJ‘) = @"’(P) (t, /1,)

Resolviendo la primera ecuacién de (6) y diferenciando los casos resonantes y
no resonantes, llegamos a los siguientes resultados:
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A) 6pl,)‘l #1iko, ko€ Z.
La tnica solucién 2r—periédica viene dada por

WOt ) =

t4-2n

(Bap(2nby )~ 1)V [ @O (7, 4) Ezp(Syp(r - ) dr. )
t

B) 61,/,,\/ =1ky, ko€ Z\{O} .
. .
RO (@) = CEzp(—iket) + /<I>'(p)(7', w) Exp(iko(T — t)) dr
i

1(p)
- Z———(N—)Exp( —ikgt).
lko

Para que la solucién sea 27— periddica es necesario y suficiente que

2m
/‘b’(p)(r,u)E:rp(iko T)dr = 0.
0

C) by =0.
i
R (t, p) = / &P (1, uydr —tY'®; ¢ € [0,2n]. (8)
0
Para que esta solucién sea 2w —periddica es necesario y suficiente que se
satisfaga
1 2w
YO = 3 [P u)dr (9)
0

Las soluciones de las dos restantes ecuaciones del sistema (7) , se obtienen
por medio de expresiones similares a (7) pues por la caracteristica de los
valores propios no existe resonancia.

b. Si p= (p’,p",0,po) las ecuaciones del sistema (7) tienen la forma

N (p) n .
h (b 1) + 6y AP (2, ) = &P (2, ), (10)

: (p) . .
b () + B e o BN (8, ) = )8, ).

c. Sip=(p,0,p",po), las ecuaciones del sistema (5) tienen la forma

1 (p) . N
B (1) + 8pr o a P (8, ) = &P (¢, 1), (11)

2 (p) ~,(p) L
B () + ek () = 8702, ).
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d. Sip=(p,p",p",po), las ecuaciones del sistema (5) tienen la forma

T RN ] g 1 117 1ot T

vY® = x7e) e e s e po) (e b po)

"o

y® . xe) e e s e o)y e s e o),

Las soluciones de las ecuaciones correspondientes a los casos b. y c. se obtienen
por expresiones similares a (7), pues en estos no se presenta el caso resonante.

Los resultados obténidos conducen al siguiente teorema:
Teorema 1 El sistema analitico(2) y la FCNG (4) son formalmente equivalentes. Il
A continuacién consideraremos el caso L* = %, y por consiguiente,

r—1Pagr—1(41Y2, - - -y YL*~1YL~, 1),
Ys ’, = Yas57 1428 —1\1 ’ ’ ’ ’
8 (y I'l') { yZS’PZS' (y1y2’ e ,yL‘—lyL* ] “)7

donde Pag es el conjugado de Pogr-1, (¢' =1,...,L*) .
Las series Ps/(y1y2,. . ,YL*-1YL*, 4) admiten ser representadas asi:

Ps:(y192, - -, Yr—1YL~, 1) = G (4192, - - -, Yoo 1YL=, 1) +iHs (Y192, - - -, YL+ —1YL~, 1),

donde G¢ y Hg son series de coeficientes reales, los cuales se determinan por medio
de expresiones similares a (9).

Para continuar el estudio analizaremos los siguientes casos (ver [3}):

1. Caso trascendente G = 0.

El sistema (4) toma la forma

?)S' = i‘sS'-’yS’ [WS" + HS’ (ylyZ’ ceey YL+ 1YL, ,LL)], (12)
v =J"Y"+ f’"(y, t, 1),
ym’= J”’y”’+Y’”(y,t,u),

para la cual se definen las trayectorias cerradas expresadas por

Yas'Yas'—1 = Csr,
"
y = 0
7
y' = 0

donde
yas' = Casr Eup(i{was + Hagi (¢, 1)),

Yos'—1 = Cagr—1Exp(i(was —1 + Hagi_1(E, 1))
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Las mismas expresiones, en correspondencia con (3), definen las soluciones pe-
riédicas del sistema (2).

Bajo el cumplimiento de la condicién

Pyg: (ylyz, o Yre—1¥Ls, 4) + Pasroa(y1ye, -, Yre—1Ye, ) =0

(ver [3]), se garantiza la equivalencia analitica entre los sistemas (2) y (4).

Si tomamos la superficie invariante definida por y” = 0, las trayectorias del
sistema (12) son estables.

En caso de que tomemos la superficie invariante ¥’/ = 0, las trayectorias son
inestables.

. Caso algebraico Gg # 0.

Supongamos el término de G de grado inferior de orden N y consideremos en la
transformacién (3) polinomios que no sobrepasan los términos de grado mayores
que N, los cuales se obtienen de las series de la transformacién mediante un
truncamiento en su desarrollo, por lo que el sistema (3) asume la forma

=y RN )+ RN ) RN (Yt ), (13)
:l:” = yu + h"N(y',t,,u,) + ilIIN(yl,ylll,t’p’),
ZE’” = ylll + hIIIN (yl’t’ /“) + iL’”N(y',y",t, /J')~

Es evidente que la transformacién (13) es convergente, obteniéndose un sistema
que coincide con su FCNG hasta los términos de orden N.

Por tanto el sistema (3) queda expresado de la siguiente forma:

js = J'ys +i6sys HY (Yas 125, p) + vs GY (yasr—1y2s, 1) (14)
+ Y5 (yasr—1%es),
,g// — Jllyll + Y//N(y,t’#) + f’”*(y,t,u),
y/// = me/// + Y”’N(y,t,u) + f""’*(y,t,u),

Ser = 1 s s=2n-1,
STY -1 si d=2n n=123,...

Aplicando el cambio de variable

yas'—1 = pasr—1Exp(ipeg_y), (15)
Yosr = pasrExp(ipeg),
y,, = z’ v,//

74
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el sistema (14) toma la forma

ps = psGE(P. p) +0(P° )", (16)
ps = wsr + b HY (0%, 1) + 0(p* ),

3 o= J'z2+4 2V, 0, 2,0, t, 1) +0(p2 )V 1,

b= J"v+ V(% 0,29, p) + 0PN .

De la. expresién (16) se determina la ecuacién de bifurcacién (ver (2, 3])
G3.(p* 1) =0, (17
la cual satisface las condiciones del teorema de las funciones implicitas:
1. Gg(0,0) = 0,
2. 260009 x|

O

Cada solucién p = pop = pp de (17) representa una solucién periédica del sistema
(16), y por consiguiente a (2) le corresponden trayectorias cerradas.

(1]
2l
3l
4
(s}
6]
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