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Resumen. En este trabajo se presenta una descripcién del método variacional,
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ilustracion el anélisis de ecuaciones diferenciales parciales elipticas lineales
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134 L.J. CoLLANTES & A. CORONEL

1. Introduccién

La ecuaciones diferenciales parciales, abreviadamente EDP, son de fundamental
importancia para el modelamiento de fenémenos naturales. Esta amplia y practica
utilidad justifica el esfuerzo que muchos matematicos han hecho para crear esta
teoria y el que otros continian haciendo a fin de resolver problemas abiertos
originados en esta area.

En un inicio los intentos fueron encontrar soluciones analiticas, dando origen a la
que hoy se conoce como teorfa clésica de EDP. Una solucién clasica de una EDP
es una funcion lo suficientemente regular que la satisface puntualmente. Bajo esta
teoria clasica se agrupan diversos métodos, que varian de acuerdo con el tipo de
la ecuacion diferencial, y que guian los pasos a seguir para encontrar una solucion
explicita. Entre estos métodos estan: separacion de variables, serie de potencias,
soluciones por similaridad, métodos de transformada, entre otros (ver [3]). Entre
los inconvenientes generales que presentan estos procedimientos se pueden senalar
los siguientes:
1. Exigen demasiada regularidad de las funciones que intervienen en la EDP,
alejandose, muchas veces, del problema modelado al hacer simplificaciones
que tienen una influencia no despreciable en los resultados.

2. No tiene sentido en la EDP diferenciar una funcion discontinua.

Superar estas dificultades motivaré nuevas técnicas, entre las cuales figuran el
método del punto fijo, el método del grado topologico, el método variacional y
otras, las cuales no buscan obtener una solucién explicita, sino estudiar el compor-
tamiento cualitativo: existencia, unicidad, estabilidad y regularidad de la solucién.

El objetivo del presente articulo es presentar de manera didéactica al método varia-

ctonal, el cual es el mas utilizado por su versatilidad, al permitir estudiar diversos

tipos de ecuaciones con ligeras modificaciones y dificultades inherentes al proble-

ma que se esté analizando. Para aplicar de modo sisteméatico el método hay que

distinguir cuatro etapas, las cuales son:

Etapa A. Se precisa la nocion de solucion clasica y de solucion débil (en espacios
de Soébolev). En esta etapa se demuestra que toda solucion clésica es una
solucion débil.

Etapa B. Se establece la existencia y unicidad de la solucion débil.
Etapa C. Se analiza la regularidad de la solucién débil.

Etapa D. Recuperacion de la solucion clasica. Se demuestra que si a una solucion
débil se le suma la regularidad de una solucién clésica, se logra recuperar la
solucion clasica.
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Formulacién variacional de EDP 135

Por otro lado, es necesario mencionar que el método variacional ha sido exi-
tosamente utilizado para crear métodos numéricos que aproximen las soluciones
débiles de EDP (para mayores detalles consultar [2]).

El trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera: en la seccion 2 se
introduce el marco funcional necesario para explicar el método variacional, asi
como para abordar la solucién de ecuaciones del tipo laplaciano, EDP elipticas
generales de segundo orden lineales y una EDP hiperbolica no lineal de primer
orden; estas mismas son las que se desarrollan en las tres secciones posteriores,

respectivamente.
Notaciéon
Q clausura de €2
00 frontera de Q
sop (u) soporte de u
A operador laplaciano
\Y% operador gradiente
] producto interno euclideano de « e y € R”
|| norma euclideana de x € R"
[l norma de u en espacios de Sobolev
LP(Q) espacio de funciones p-integrables
L, (Q) espacio de funciones localmente integrables
c(Q) espacio de funciones continuas sobre {2
Ck () espacio de funciones k-veces continuamente
diferenciables sobre (2
C>*(0) espacio de funciones infinitamente diferenciables sobre (2
Ck() espacio de funciones k-veces continuamente

diferenciables con soporte compacto en €2
A espacio de funciones regulares de todos los
ordenes con soporte compacto en {2
) espacio de funciones sobre () con extensién continua
Q) espacio de funciones sobre ) con extension k-veces
continuamente diferenciable

C>=(Q) espacio de funciones sobre ) con extension regular
de todos los 6rdenes

Ck() espacio de funciones sobre ) con extension k-veces
continuamente diferenciable y con soporte compacto

D(Q) espacio de funciones sobre {2 con extension regular
de todos los érdenes y con soporte compacto

H™(Q) espacio de Sébolev W™2(2)

HL(Q) espacio de funciones en H'(Q) con traza nula

H? .(Q) espacio de funciones en H?(Q') para todo abierto

acotado ' C Q
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136 L.J. CoLLANTES & A. CORONEL

2. Marco funcional

En esta seccion se introducen la terminologia y notacién necesaria para la exposi-

cion de las siguientes secciones.

Definicién 2.1. Sea Q C R" un conjunto abierto, y supongase que existen a;; €
CYQ) ,a; € C(Q), Vi,j=1,...,ny ag € C(Q). El operador diferencial

L:—é:la%<”8> Za, 4 (1)

se denomina uniformemente eliptico sobre ) si para todo & = (§1,...,&,) € R”
30 >0 tal que Z aij(x)&&5 > 0|€7, ctp. x €. (2)
ij=1

Ejemplo 2.2. Si §;; denota el delta de Kronecker, el operador
92 "9 0
L=-A=— — =— — | dij7—
i,j=1 v 1,5=1

es uniformemente eliptico sobre R™, pues

> a(@)&s = Z% )6y = 252 €17,

1,j=1 t,j=1
es decir, se satisface (2) con 6 = 1.

Definicion 2.3. Sea 2 C R™ un conjunto abierto. Al problema “Dada f, encontrar
u tal que Lu = f en €27, donde L es un operador diferencial eliptico, se lo llama
una EDP eliptica.

Observacién 2.4. Las EDP, generalmente, toman el nombre y caracteristicas de
acuerdo con el tipo del operador que esté involucrado en tal problema. Por decir,
si el operador L es de segundo orden, se llama una EDP de segundo orden; si el
operador L es lineal, se llama una EDP lineal, y asi por el estilo.

Ahora, por razones de unicidad, a una EDP eliptica se le asocian condiciones de
borde. Las més comunes son tres: la condicién de Dirichlet

u=yg sobre 09,
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Formulacién variacional de EDP 137

la condicion de Neumann
ou
ov

donde v es la normal unitaria exterior a 0f2, y la condiciéon de Robin

g sobre o9,

au + @ =g sobre o0,
ov

donde a es una constante adecuada. Algunas veces razones fisicas del problema
modelado motivan el considerar dos de las condiciones de borde senaladas anterior-
mente para el mismo problema; dichos problemas son conocidos como problemas
con condiciones mixtas.

Definicion 2.5. Sea H un espacio de Hilbert. Se dice que la forma bilineal

a: HxH — R
(u,v) = a(u,v)

es continua si existe una constante C' > 0 tal que
a(u,v) < Cllullg||lv||g, Yu,veH,
v que es coerciva si existe una constante o > 0 tal que
a(u,u) > allull}, VYueH.

En caso de existir, C'y « son llamadas constante de continuidad y de coercividad,
respectivamente.

Teorema 2.6. Sean H un espacio de Hilbert y a una forma bilineal, continua y
coerciva. Entonces para cada f € H' (f lineal y continua) existe un unico u € H
tal que

a(u,v) =< f,v >, Yo e H;

ademds, si a es simétrica, entonces u es caracterizado por la propiedad

1 (1
éa(u,u)— < fyu>= %111}{2&(21,1))— < f,v >} .

Este teorema es conocido como el teorema de Lax-Milgram, y es uno de los teo-
remas mas importantes para el estudio de la existencia y unicidad de la solucion
en problemas elipticos. Para la demostracion del Teorema 2.6, consultar [3].
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138 L.J. CoLLANTES & A. CORONEL

3. Ecuaciones del tipo laplaciano

En esta secciéon se vera en detalle el método variacional aplicado a los problemas

mas bésicos de la teoria de EDP elipticas.

Ejemplo 3.1. Sean Q C R” un abierto acotado de clase C' y f € L?(Q). El
problema homogéneo es encontrar u : £ — R tal que

—Au(xz) = f(x) en Q
{ u(x) = 0 sobre 0Of). (3)

Etapa A
Se precisa lo que se entiende por solucion clasica y solucion débil.

Una solucion clasica de (3) es una funciéon u € C?(Q) que la satisface puntualmente

sobre 2.

Una solucién débil de (3) es una funciéon u € HE(Q) que verifica

/ Vu(x) - Vo(z) de = / f(x)v(x) de, Vo€ HI(Q). (4)
Q Q

Ahora, suponiendo que wu es una solucion clasica de (3), se demuestra que u es
una solucion débil. Para tal efecto se multiplica la primera igualdad de (3) por
© € D(Q), y al integrar por partes sobre ) se obtiene

/QVU(:B) -Vo(z) de — /89 u(x)p(x) dS = /Qf(:c)cp(:c) de.

Utilizando la condicién de borde de u, o que ¢ = 0 sobre 02, la integral de
frontera se anula y queda

/ Vu(zx) - Vo(x) de = / f(@)p(x) de, Ve eD(Q).

Q Q

Como D(R) es denso en HE(Q), por continuidad se sigue que u es una solucién
débil de (3).

Etapa B

Para demostrar la existencia y unicidad de la solucién débil se hace uso del Teo-
rema 2.6 (de Lax-Milgram). En este caso se toma el espacio de Hilbert H como
el espacio de Sobolev HE(€2). La funcién a : H x H — R definida explicitamente
por

a(u,v) = /QVu(a:) -Vo(x) de

es bilineal, continua, coerciva y simétrica. En efecto:
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Formulacién variacional de EDP 139

= Continuidad. Por la desigualdad de Cauchy!,

la(u,v)] = ]/QVU(:B)VU(:B) dx|

< /Q|Vu(ac)||Vv(ac)|dac

</Q\vu(m)\2 dw>1/2 (/vau(m)F d:c) v

lull gz @y vl 0y » Vv € Hy(Q).

IN

La constante de continuidad es C = 1.

= Coercividad.

a(u,u) = /QVU(:I})VU(:E) dzx

= /]Vu(w)\z dx
Q
= |[VulZ2(gyn
= HUH?—[(%(Q) , Vue H(%(Q)

La constante de coercividad es o = 1.

El funcional f : H — R viene dado por
<fv>= [ f@pl) dz,
Q

el cual esta en H', pues es lineal y continuo.

= Continuidad. Utilizando la desigualdad de Cauchy y la desigualdad de

Desigualdad de Cauchy: fQ fgdx < (fQ f? dcr:)1/2(fQ g° dcr:)1/27 Vf, g€ L*(Q).

Vol. 28, No. 2, 2010]



140 L.J. CoLLANTES & A. CORONEL

Poincaré? se tiene

<fus| = I/Qf(w)v(w) da|
< /Q F(@)|o(x)] da
1/2 1/2
2 2
< ( [ s dw) ( [ 1t dw)
= Il llollze
< C|Vvllgz@n

Clloll ey, Vo€ HYQ).

En consecuencia, como las hipotesis del teorema 2.6 se verifican, se tiene que el
problema variacional (4) tiene una tnica solucién u € Hg(2). Ademas, debido a
que a es simétrica, u es caracterizada como el minimo sobre H}(€2) del funcional

de energia
B) = [ (V@) - 2f(@)o(a) de.

Etapa C

La regularidad de la solucién débil es dada en el siguiente teorema

Teorema 3.2 ([1]). Sean Q C R™ un abierto acotado de clase C?, f € L*(Q) y
u € HY(SY), que verifican (4). Entonces

we H*(Q) vy ullgze) < Clflzg)

donde C' es una constante que depende solo de ().
Etapa D

Se supone que la solucién débil u € H}(Q) de (3) es de clase C?(Q). Entonces,
u = 0 sobre 0f2. Por otro lado, al integrar por partes (4) se tiene

/ —Au(z)p(x) de = / fl@)p(x) dx, Vo € D(Q);
Q Q

2Desigualdad de Poincaré: Si Q C R” es un abierto acotado, entonces

3C =C(p) : Jullor) < |VullLr@yn, Yue Wol’p(Q), p €]1, 00].
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entonces
[ (dut@) + fl@)pta) dz =0, VoeD(@),
de donde, por la regularidad supuesta para u, se obtiene
—Au(x) = f(x) en £,
y por lo tanto u es una solucion clasica de (3).

Ejemplo 3.3. Sean 2 C R" un abierto acotado de clase C' y f € L?(Q). El
problema no homogéneo es encontrar u : Q — R tal que
—Au = f en (5)
u = g sobre 0,
donde g € L?(09).
Para estudiar este problema se puede aplicar el método variacional verificando
cada una de las etapas A hasta D paso a paso. Sin embargo existe una forma

practica y réapida de hacerlo. Esto es que mediante un cambio de variable el
problema 5 puede ser reducido al problema 3.

Una solucion débil de (5) es una funcién v € H'(Q) que verifica
/ Vu(z) - Vo(z) de = / f(z)v(z) dz —/ g(x)v(x) dS, Yv e HY(Q). (6)
oQ

Por el teorema de trazas existe § € H'(2) de tal manera que el operador de trazas
o es tal que v(g) = g; entonces, si se define w como

W =1u— gu
se tiene que u es una solucion clésica (débil) de (5) si y solo si w es una soluciéon
clasica (débil) de

—Aw = f en Q (7)
w = 0 sobre 09,

donde f = f + Ag.
Como conclusién se tiene que existe una tinica v € H'(Q) que es solucién débil
de (5) y tal que u = w + g, donde w es la solucion débil de (7).

En los dos ejemplos anteriores se ha estudiado la EDP conocida como ecuacién
de Poisson con condiciones de frontera del tipo Dirichlet. Para variar un poco
y mostrar la efectividad y adaptabilidad del método variacional, en el siguiente
ejemplo se estudia una ecuacién del tipo laplaciano, con condiciones de frontera
del tipo Neumann.
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142 L.J. CoLLANTES & A. CORONEL

Ejemplo 3.4. Sea Q C R" un conjunto abierto acotado de clase C'. Se pide

encontrar u : 2 — R tal que

—Au+u = f en
8
@ = 0 sobre 09, ®)
ov
donde f € L?(2) es una funcién dada y gz es la derivada normal exterior de wu,
es decir
g—z =Vu-v,

siendo v el vector unitario normal exterior a 0f2.
Etapa A

Una solucion débil de (8) es una funcién v € H'(Q) que verifica
/Vu-Vvdw—l—/uvdw:/fvdw, Vo e HY(R). 9)
Q Q Q

Si w es una solucion clésica de (8), entonces de la primera igualdad de este sistema,

al multiplicar por ¢ € D(Q)) e integrar por partes sobre (), se obtiene

ou

— — dS—I—/Vu-Vgpdm—l—/ugpdmz/f«pdm,
a0 OV Q Q Q

ou
y utilizando la condicién de frontera — = 0 sobre 0f) se sigue que

ov
/Vu'Vgod:c—i-/wpd:c:/fcpdw, Vo € D(Q).
Q Q Q
Por la densidad de D(Q) en H'(€2) se obtiene
/Vu-Vgoda:—l—/ugoda::/fgpdaz, Vo e HY(Q),
Q Q Q

confirmando de esta manera que u € H'({2) es una solucién débil de (8).
Etapa B

Para la demostracion de la existencia y la unicidad de la solucién se aplica el

Teorema de Lax-Milgram con
H = HY9Q)),

a(u,v) = /Vu-VgpdaH—/ugpda:,
Q Q

< f,v> = /fvdac.
Q
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Como conclusion de esta etapa se tiene entonces que existe una tnica solucién
débil u € H'(2) del problema (8).

Etapa C

La regularidad de la solucién sera vista en el Teorema 4.4.

Etapa D

Sea u € H'(2) una soluciéon débil de (8) y supéngase ademas que u € C2(Q).

Por un lado u satisface (9) con ¢ € D(2); al integrar por partes se obtiene

/Q(—Au + u)p do + /BQ 4 ds = / fode, Vo € D(Q). (10)

Ahora, como sop (p) C €, la integral de frontera se anula y queda

/(—Au+u)gpdm:/f<pdm, Vo € D(),
Q Q
lo cual implica

—Au+u=fen Q. (11)
Por otro lado, de (9) con ¢ € C}(f2) al integrar por partes se tiene

/(—Au—i—u)(p da:+/ —cp dS = / fedx, Vo € CH(Q).
Q a0 OV
Reemplazando (11) en la anterior igualdad, se obtiene

ou

—pdS=0, VeeCiQ)), (12)
o0 81/
lo cual implica
ou
o 0, sobre 0f2. (13)

Por lo tanto, de (11) y (13) se concluye que u € C*(Q) N HY(Q) es una solucién
clasica de (8).

4. EDP Eliptica lineal general de segundo orden

En esta seccién se vera la aplicacion del método variacional a una EDP Eliptica
lineal general de segundo orden. Se tratara solamente el caso de condiciéon de fron-
tera Dirichlet, puesto que el caso de frontera Neumann necesita de herramientas
del Analisis Funcional que no estan previamente definidas y que entran en un
tecnicismo que oscurece la presentacion explicita del método variacional.
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144 L.J. CoLLANTES & A. CORONEL

Ejemplo 4.1. Sean 2 C R" un abierto acotado de clase C' y f € L?(Q). El
problema es encontrar u : ) — R satisfaciendo

"0 ou " Ou
i;; Bz; ( Zj(?m) + ;ai(% +apu = f en () (14)
u = 0 sobre 09,

n n

0 0 0

donde L = MZ_:I 8—% <aija—xi> + ZZ: Qi 75— o + agp es un operador uniformemente
eliptico.

Etapa A

Una soluciéon débil de (14) es una funcion u € HE(Q) que verifica

- ou v " Ou
Ty i 1
/Qigz:laj&ni oz, de + /Q;a amv dex (15)
+ /aouv da::/fv de, Vo € HY(S).
Q Q

Ciertamente, si u es una solucion cléasica de (14), entonces también es una solucion
débil de la misma. En efecto, u = 0 sobre 052, y ademas al multiplicar la primera
ecuacion de (14) por ¢ € D(Q), integrar por partes, reemplazar la condicion
de contorno y utilizar el argumento de densidad de D(Q) en H{(Q) (como se
hizo en los problemas anteriores), se comprueba que (15) se satisface y que en
consecuencia u € Hg () es una soluciéon débil de (14).

Etapa B

Por analogia a lo que se ha venido haciendo hasta el momento, para demostrar
la existencia y unicidad de la solucién débil se puede pensar en la utilizaciéon el
Teorema 2.6, y en tal caso establecer que

H = HNQ),

ou 0 "0
a(u,v) = /Z ”au 8;; +/QZ(LZ-6;:ZU dac+/9a0uv dz

i=1

< f,v> = /fvdac.
Q

Pero resulta que aunque a es bilineal y continua no siempre es coerciva, tal como
lo establece el siguiente lema.
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Lema 4.2. a: H}(Q) x HY(Q) — R es una forma bilineal continua, y ademds

do, v >0 aHuH?{é(Q) < a(u,u) +’yHuH2L2(Q) , Vu € HY}(Q).  (16)

Demostracion. Se demostrara primeramente que a es continua y luego que satis-
face (16).

= ¢ es continua. Por las desigualdades triangular, de Cauchy y de Poincaré se

tiene
= ou Ov =
= d ; d d
la(u,v) /lez:la]ax oz, w+/{2;aaxiv w+/anuv x
- Ou || Ov
éi;”%”“( » Jy o[, | 9=

o] dz + [lao |z ) / fullo] dee

) 1/2
da:) </ dm)
Q
n 1/2 1/2
ou |?
il oo —1 d 2d
+ Dl ( Lo w> ([ 108 daz)
1/2 1/2
T laglloe ( / uf? dm) ( /Q Jof? dw)

< Z llaij[| oo @) [ Vull L2 @)n VOl 20
i,j=1

+ ) laill oo o IVl 2@y 10l 220
=1
+ [laoll Lo ) lull L2 @) vl L2

+Z||azumm / '

ou |?
< Ajq || [,00
_ZH iz (Q)(Q 3

i,j=1

o
al’j

< Z l[aij[| oo () [ Vull L2 )n VOl L2
i,j=1

+Ch Z llaill oo () I Vull L2y VOl L2 ()

+ Callao || o () I Vull 2@y | Vol 20
<OVl 2 Vol L2 )n
:C||UHH3(Q)||U||H3(Q) ,Vu,v € Hy(Q) .
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146 L.J. CoLLANTES & A. CORONEL

= a satisface (16). Por la condicion de elipticidad (2), y en virtud de la de-
sigualdad de Young?, se tiene

. ou Ou
0 2dx < i d
/Q|Vu| x < /Q; ajaxi(‘)a:j T

Tomando € tal que

>

Z”CLZHLOO(Q < 97
se tiene

/|Vu|2 de < a(u,u) /|Vu|2 dx

2 .
+ <E ZZ:; laill oo () + HaoHLoo(Q)> /Q ul? de;

entonces
/ |V’LL|2 dx < CL u, u < Z H(IZHLoo —|— ||a0HL°°(Q > / |’LL|2 dex .
Tomando
0
a=5 V7= ZHazHLw ) + [laol| Lo ()
el lema queda demostrado. v

Se observa entonces que a no satisface las hipotesis del teorema de Lax-Milgram,
excepto cuando v = 0. Asi se tiene el siguiente teorema, que nos da la unicidad

bajo ciertas restricciones de los coeficientes.

3Desigualdad de Young: ab < ea? +z L b2 Va,be R, Vec R,.
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Teorema 4.3. Eziste un numero vy > 0 tal que para cada p >~ y cada f €
L?(2) el problema

"9
a; i = Q,
ijzzl oz, < ]8x2> —i—Za +a0u+,uu [ en (17)
u = 0 sobre 0N,

tiene una tnica solucion débil u € H(S).

Demostracion. Poniendo para cada p > v
a,(u,v) = a(u,v) +p < u,v >, Yu,v € HY(S),

donde a(u,v) es la forma bilineal dada en el Lema 4.2 y < u,v > es el producto
interno canénico de L?(£2), y tomando « como en el Lema 4.2, se tiene que

= a, es bilineal (por ser combinacion lineal de formas bilineales).
= a, es continua (por ser suma de formas continuas).

= a, es coerciva (por el Lema 4.2).

Asi las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram se satisfacen, por lo cual se concluye
que el problema (17) tiene una tinica solucién débil u € Hg (). v

Un tratamiento mas general para el problema de la unicidad, sin restricciones
sobre los coeficientes del operador, es dado en [3]. El analisis es basado en un
teorema del Analisis Funcional conocido como la Alternativa de Fredholm.

Etapa C

La regularidad de la solucién se obtiene en virtud del siguiente teorema.

Teorema 4.4 ([3]). Sean Q C R™ wun conjunto abierto acotado de clase C*,
aij € CY(Q), a; € C(Q), Vi,j=1,...,n,a0 € C°Q) y f € L*(Q). Siu € H(Q)

es una solucion débil del problema

Z(‘;Z* <”ax>+2a, +a0u—f en Q,
. j i

i,7=1

entonces u € HE () y
lull 2y < CUfllz2) + lullz2@) 5
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donde C = C(Q, Y, a;,a;,a0).
Etapa D

Tomando u € HE(Q), solucion débil de (14), y suponiendo que u € C?*(Q), se
tiene que u = 0 sobre 0f2; ademas, integrando por partes (15) se obtiene

"9 ou " ou
/Q.Zaxj(%@)“‘” * Z/ang

i,j=1
+ /aougoda::/fcpdm, Vo € D(Q),
Q Q

lo cual al pasar a una igualdad puntual nos permite decir que efectivamente u €
H(9) N C%*(Q) es una solucion clasica de (14).

5. Una EDP no lineal

La ecuacion diferencial

ou 0

2
E+%<u—>:0 sobre R x Ry, (18)

2
donde se busca u = u(x,t), es conocida como la ecuacion de Burger, a veces escrita
en la forma

ou ou 0

ot Mow T
Este es uno de los problemas més simples de EDP no lineal de primer orden que
justifica el estudio variacional de la solucién, porque dependiendo de la condicion
inicial, esta ecuacion diferencial no tiene soluciones clasicas, como sucede por
ejemplo si se considera como condicion inicial la funcion

1 =<0,

Entonces, mediante el método de las caracteristicas, el problema de Cauchy
(18)-(19) aplicado sobre R_ x Ry R4 x R en forma separada, tiene como solucién

1 2z <t,
u(m,t):{ 0 2z >t

que es claramente discontinua a lo largo de la curva ¢t = 2z (ver Figura 1) y por
consiguiente no puede ser una solucion en el sentido clasico, dado que no satisface
(18) puntualmente a lo largo de t = 2z.
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Figura 1. Solucién del Problema de Riemann (18)-(19) para ¢ # 2x.

En lo que concierne al método variacional, se considera una condicién inicial un
poco mas general que (19). Sea

u x <0,

u(z,0) = ug(z) = { uy x>0, (20)
donde 0 < u, < u;. Ademas se denota
azul—;ur, Dy ={(x,t):t >0z} y D,={(x,t):t<ozx}.

Etapa A
Las definiciones de solucion clasica y de solucion débil son las siguientes:

Definicién 5.1. Se llama solucion clasica del problema de Riemann (18)-(20) a
una funcion u tal que v € CY(D;) y u € C*(D,) que lo satisface puntualmente,
sobre cada uno de los conjuntos D; y D,..

Definiciéon 5.2. Una solucién débil del problema de Riemann (18)-(20) es una
funcion v € L}, (R x R) tal que

/ / v a(’D)(ﬂz,t) dz dt +/u0(:n)<,0(x,0) de =0, Vo e DR x Ry ).
Ry R

Para demostrar que toda solucion clasica de (18)-(20) es una solucion débil del
mismo problema, sea ¢ € D(R x Ry) tal que sop (¢) C Dr, ,Ra € Ry, donde

Dro=A{(z,t):0<t <T,|z| < Ra}

(ver Figura 2). Multiplicando (18) por ¢ e integrando sobre R x R se tiene

LL ({5 (5)}e)wnaa
() e [F (2 () wn s

= L+1.

0
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Luego, al integrar por partes, reemplazar las condiciones iniciales (20) y utilizar
el hecho que ¢ € D(R x Ry), se tiene

L o= /_Z(w)(x t)‘t:Tdaz—/ /<u> (2,1) dt da
_ /Z—uo() (2,0) dx—/ /<u—>wt)dtdx
I = /< go)(:ntg:_adt—/ / (u 09@) ) dt dz

_ //(228af> ) dt da.

Ahora, dado que I1 + Is = 0, se ve que efectivamente u es una solucion débil de
(18)-(20).

Figura 2. Espacios de integracion Dgrq, Dy y D,

Etapa B

La existencia de la solucion débil es clara debido a que esta dada explicitamente
por
u ox <t,
u(z,t) =
(@,%) { U, ox >t,
y la unicidad se garantiza en virtud del teorema de Kruzkov, ver [4, 5]. El aspecto
principal para la demostracion de la unicidad en ecuaciones del tipo en estudio
para este caso es la incorporaciéon de una condiciéon adicional a la definicién de

soluciéon débil, llamada condicién de entropia. Para mayores detalles se puede
consultar [4, 6].

Etapa C

Esta etapa es una de las mas dificiles en problemas no lineales. Para el caso, y
debido a la analiticidad de u, se tiene que la solucion débil u € L} (R x Ry),
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para una condicién inicial ug € L, (R). Para mayores detalles y problemas més
generales relacionados con la ecuacion consultar [6].

Etapa D

Se supone que u es una solucion débil de (18)-(20) y u € C*(D;). Utilizando el
hecho de que ¢ tiene soporte compacto en D;, y después de integrar por partes la
igualdad dada en la definicién 5.2, se tiene

/R+ /Om ((% v <“;>)¢> (e.0)dedi=0, Ve DDy,

lo que implica

ou 0 [(u?
o + 7 <7> =0 sobre D . (21)
Ahora, multiplicando (21) por ¢ € D(D;) e integrando por partes sobre D, se
obtiene
or 9 2 o 0
/ / W2l + 28 (2 1) da dt+/ u(z, 0)p(z,0) dz = 0, Vg € D(Dy).
Ry JO ot 2 Oz —50

Comparando con la igualdad dada en la definicién 5.2, restringida a Dy, se tiene

0
/ (u(z,0) — ug(x))p(z,0) dz =0, Vo € D(Dy) .

—00
Asi, u(z,0) = up(z) = w; para z < 0. La demostracion que (18)-(20) se satisface
sobre D, se hace de manera similar a lo hecho para D;. En conclusiéon, u es una
solucion clasica de (18)-(20).

6. Conclusiones

El método variacional o enfoque variacional es una herramienta muy util para el
estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales parciales por permitir estudiar las
soluciones en un ambiente muy general, y asi superar la problematica presentada
por los métodos clésicos. Ademas, su facil adaptabilidad a diversas situaciones,
expuesta de manera parcial en el presente trabajo, ha permitido que sea la técnica
preponderante para el analisis de problemas de ecuaciones diferenciales parciales.
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