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La compacidad del conmutador en los
espacios generalizados de Holder
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Resumen

Es bien conocida la propiedad de compacidad del operador conmutador relativo
al operador singular del tipo Cauchy, sobre curvas suaves en espacios de fun-
ciones de Holder continuas. En el presente trabajo se obtiene la propiedad de
compacidad del operador conmutador en espacios generalizados de Holder sobre
clases de curvas no suaves.

1. Preliminares

Sea L una curva rectificable de Jordan cerrada, que acota un dominio D en el plano
complejo C, satisfaciendo la condicién 0 (8) = O (§), § — 0, la cual estd definida
utilizando la caracteristica métrica

0(6) =supmes{r € L: |t —t| < 6},
teL

y pongamos D~ = f\§+. Sea C(L) la clase de todas las funciones complejas y
continuas en L, con la norma || f||, = sup {|f (¢)|,t € L}.

Introduzcamos algunas notaciones necesarias: ® = ®(0,d]; d = sup {|¢ — 7|;¢,7 € L}
es la clase de todas las funciones positivas ¢ : (0,d] — R, tales que ¢ no decrece,
671 (6) no crece y ¢ (6) — 0F;

wy (8) =§sup&™" sup [f(7) - f(2)]
£=4 t,TeL
[7—t]<g
es el médulo de continuidad de f en el conjunto L; '
Hy (L) = {f € C(L):3c> 0 tal que V6 € (0,d] ,wy (§) < cp ()},

_ iz 22 0)
1fll, = Iflleo + L R 3.
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Consideremos el operador integral singular con niicleo de 'Ca.uchy

Sf(t) = m1 [ J—g——ﬂﬂdﬁf@) teL.

—0 7T
{seL:lE—ti>e}

PE = % (I + S) son los operadores de proyeccién e I es el operador identidad.

El operador Sf estd estrechamente relacionado con los valores limites de la integral
de tipo Cauchy

£ ()

Fy(2) = &

Ll ), 2¢L
por dentro y por fuera de L.
En este sentido el teorema de Plemelj-Privélov (ver [1]) plantea:

feH,(L)=SfeH, (L), ped. (1)

Este problema fue completamente resuelto en [1, 2].

Introduciremos los espacios Sf de funciones continuas en L con extensién analitica a
D* y que se anulan en el infinito, y definamos la norma Sy, = SE ® Sy por medio de
la igualdad

s, =1 oo + 17 loo s 75 € ST

Puede probarse que Sy, con la norma introducida resulta un espacic de Banach, y que
el operador S actia acotadamente sobre este espacio. La unicidad de la representacion
f = fT — f~ es equivalente a la rectificabilidad de L, luego por un resultado de
Peinleve (ver [8]) se tiene que F}t = ft.

Para la clase de curvas consideradas en el presente trabajo, V.V. Saldev y A. O. T'ékov
en (3], ofrecen una caracterizacién del espacio Sy, en los siguientes términos:

I8 =7
£t

FESLE ( )dE — 0 uniformemente cuando € — 0.

{geLijé—t|<e}

El primero de los autores mencionados, y posteriormente T. S. Salimov (ver [4, 5])
obtuvieron la acotacién del tipo Zigmund

o d
ws,r(o)sf:(fn E%Qd{-wfa %@d&), )

demostrandose de hecho que (1) tiene lugar si y solo si ¢ € @ es tal que

7w (€) 2 ©
/oT d§+0£ 918 4t — 0(p(0)). 3)
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2. Compacidad en S;. Inmersion compacta

El siguiente lema ofrece una condicién necesaria y suficiente para la compacidad
relativa de un subconjunto del espacio Sy.

Lema 1 Un conjunto B C Sy, es relativamente compacto si y solo si los conjuntos
B* = P*(B) lo son respecto a la norma uniforme de C (L).

La demostracién de este lema solo incluyve un simple anilisis que consiste en el hecho
de que para toda e-red E del conjunto B, los conjuntos P* (E) constituyen e-redes
de los conjuntos B¥, respectivamente.

Corolario 1 Para que un conjunto B C Sy, sea relativamente compacto, es necesario
q
y suficiente que se cumplan las siguientes condiciones:

i) [Iflls, < c, para toda f € B, siendo ¢ una constante no dependiente de f.

ii) B* son conjuntos de funciones equicontinuas.

Lema 2 El espacio H, (L) es una inmersién compacta en Sy,.

Proof. Sea B, = {f € Hy (L) : |Ifll, < 1}, y probemos que es relativamente com-
pacto en Sp. Primeramente, dado que

. wp 2@ (L [*0©
1P e Wt 0 25 (5 [ 28],

entonces segin (3) se deduce que
1P* fll oo < €7 lloo

para ¢ = ma.x{l M}.

* 2

Anélogamente se obtiene esta acotacién para [P~ f||_, de modo que si f € H,(L)
entonces

I1flls, <clifll,,

luego B, es equiacotada en la norma de Sr. Teniendo en cuenta que a partir de (3)
se deduce que H,, (L) C Sy, resulta que H,, (L) es una inmersién continua en Sy,.
Para probar la equicontinuidad de los conjuntos Bf = P*(B,) basta utilizar las
desigualdades
1
wrs (6) < 5 (wr (8) +wss (9)) .

Por dltimo, utilizando el lema 1, se completa la demostracién del lema. §
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3. Compacidad del operador conmutador

Sea M € H, (L); definamos el operador conmutador SM — M S por medio de

M (t)

(SM ~ MS)[f](t) = = f ME MO p ) a, @)

donde M representa el operador de multiplicacién por la funcién M. En [6] la propie-
dad de compacidad del operador (4) es demostrada para el caso en que L representa
una curva suave y la caracteristica ¢ (§) = 6%, 0 < a < 1.

El siguiente lema ofrece una condicién suficiente para una cierta acotacién del opera-
dor conmutador. Su demostracién sigue el esquema de acotacién utilizado en [7] para

integrales del tipo
M(§) - M t
f ME = M ps (g) ¢
Lema 3 Supongamos que L, ¢ y M son como en los puntos anteriores; entonces
N(SM - MS) fll, < cliflls, »

donde c es una conctante que no depende de f.
Corolario 2 El operador conmutador
SM - MS: (Ho (L), 1| lls,) = (He (D), 1I-1l,)

es continuo.
El siguiente teorema es consecuencia inmediata de los resultados parciales obtenidos.

Teorema 1 Bajo las hipdtesis consideradas en el presente trabajo, el operador con-
mutador es compacto sobre (Hw (L), ] ';‘P),
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