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Resumen

En este trabajo se presenta un ejemplo de la aplicacién del formalismo
de la Teoria de Haces Fibrados a las Teorias de Campos de Calibracién
de la Fisica. Se muestra como mediante la definicién geométrica de los
conceptos de conexién y derivada covariante se obtienen las expresiones
andlogas de los correspondientes conceptos de las Teorfas de Campos de
Calibracién de la Fisica.

1. Haz Vectorial con grupo U(1)

Consideremos el espacio-tiempo como el espacio euclidiano R* con métrica
(+,—,—,—). Sea U(1) el grupo de transformaciones unitarias en una dimen-
sién y U(1) su 4lgebra de Lie. El espacio E = R?* x C, tiene la estructura de
un haz vectorial trivial sobre R* con fibra C y grupo U(1) [CDD, GPR1).

C

E=R*xC

R"‘

Figura 1
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La estructura de haz vectorial de F estd determinada por los siguientes ele-
mentos:

a) Accién: Consideremos la accién del grupo U(1) sobre el espacio vecto-
rial complejo 1-dimensional C:

vl)xC — C
(u,2) - Uz,

donde uz = exp(—igf)z y 4= —igf € U(1).
b) Cociclo:

g:R*—UQ): g(z) =1 U(1), vz € R*.

¢) Definicién del Haz: El espacio total del haz es E = R* x C, la proyec-
cién del haz es .
m: RExC — R*
(z,2) —» =z

?

simplemente la proyeccién en la primera componente. La fibraes 77} (z) =
By=4

d) Secciones: Consideremos una aplicacién suave o : R* — R* x C, tal
que 7oo = lgs. Debido a la estructura producto de E = R* x C,
podemos escribir: o(z) = (z,¢(x)) donde ¢ :R* — C es una funcién
suave sobre R* con valores en C. El conjunto de todas las secciones de
E es el espacio I'(E) = C®(R%,C) y es un espacio vectorial sobre C.

\_/"J/(‘;)\ E=R*xC

.‘)" ‘R¢
z

Figura 2

Una seccién o fisicamente representa a una particula cargada y recibe el nom-
bre de campo escalar complejo, las funciones ¢ se llaman campos de materia
[DV, EGH]. El principio de Invariacia de Calibracién afirma que una transfor-
macién en el espacio E, mediante un elemento de U(1) lleva a una descripcién
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diferente de la misma realidad fisica [AL]. As{ entonces, fisicamente es equiva-
lente describir la particula mediante la seccién ¢’ dada por:

o'(@)=uo(z) & (2,4'(z)) = (z,ué(z)),

de donde ¢'(z) = ug¢(x), con u € U(1).

| o'(z) -

J/—\ E=R*xC

o(x)

Yo R*
z
Figura 3

La invariancia respecto a la transformacién u recibe el nombre de Invariancia
de Calibre, u se llama una Transformacién de Calibre y U(1) Grupo de Calibre
[DV]. Existen dos casos:

i) Invariancia de Calibre Global:

o'(z) =uo(z), V€ RY u=exp(—igh) €U(1) y 6 €R.

ii) Invariancia de Calibre Local:

o'(z) = u(z)o(x), para todo z € R*,

donde

%2 RY U(1)
P )

y 0 es una funcién de R? en R.
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2. El Problema de la Invariancia de Calibre: Cone-

xién y Derivada Covariante

Consideremos un haz vectorial complejo (E, M, F,7,U(1)), cuyas secciones
representan el estado de una particula con carga eléctrica g [AL, DV].

C
F=C
+ k/a(:c] E=R*xC
E=RtxC
?Tl‘)f}' " l‘)ﬂ'
M=R* ; R*
Figura 4

Estamos interesados ahora en estudiar la invariancia del lagrangiano £(¢(z))
[GPR2] cuando realizamos una transformacién de calibre u(z) € U(1), esto es,

o'(z) = u(z)o(z),

u(z) ;

i I

Figura 5
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2.1. Conexién y Derivada Covariante: El Caso Trivial
El haz principal P asociado al haz vectorial complejo E es el haz sobre R* con
fibra estdndar y grupo estructural U(1) [CDD, GPR1]:
U(1)
l
P=RxU(1)
n
R4

Todo punto p € P es de la forma p = (z,u), con z € R* y u € U(1).
La proyeccién del haz estd entonces definida por

n: P — R*
(z,u) ~ =

Como P es producto, entonces el plano tangente a P en el punto p es
TP, =TR.®TU(1), 2R @R = R5.
En este caso definimos la conexién trivial
Y: TR} — TP,
£ i (6,0);

donde = 2. v, es la inmersién candnica de R4 en RS.
T
Consideremos ahora una curva sobre R?:
a: ICR — R

t o~ at)=z

tal que o(0) = z y &(0) = £ € TRL. Un levantamiento horizontal de a(t) al
haz P es una curva

B: ICR — RixUQ)
t = B(t) = (2, uz)

tal que:
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1) B(0) = (z,u), para alglin u € U(1),
it) 4(0) =75(6) = (£,0),
i) A(t) = ((t),0).
El transportado paralelo de un punto p = (z,%) € P alo largo de la curva a(t)

es el punto p; = B(t) = (21, u). Para un z € C fijo, se define un levantamiento
horizontal de la curva a(t) al haz vectorial E = R* x C como la curva

g: ICR — R*xC
t — (fl?t,’lbtz)

En t = 0 la curva pasa por el punto 3(0) = (z,uz). El transporte paralelo de
un punto (zg,2) € E a lo largo de la curva a(t) es el punto G(t) = (x4, 2),
donde B(i) es el levantamiento horizontal de a(t), que en t = 0 pasa por
(xo, 20). Lo denotaremos por

T6(0, 20) = (4, 22).
Ahora para definir la Derivada Covariante consideremos
g: R* — R*xC
z = (z,0(2)),

una seccién del haz vectorial E = R?* x C, definida sobre la curva a(t) = z;.
La derivada covariante de o en la direccidn de la curva a(t) = z; se define
como [CDD]:

Veo(z) = lim - {r8(o(t)) - o(a)}

Tomemos como curva «(t) el eje coordenado z%; asl entonces £ = é&; y z; =
x + té;. El levantamiento horizontal al haz principal serd la curva

B(t) = (zt,uz) = (z,u) +£(é:,0) = (x + té;,u),

c}e donde u; = u. El levantamiento horizontal al haz vectorial serd la curva
B(t) = (zt,usz), que en el tiempo ¢ pase por el punto o(z;) = (s, p(x1)), es
decir,

(T, ut2) = (24, p(21)).
Entonces ugz = uz = ¢(x1) y 2z =u " ¢(x;), de modo que B(0) = (z,uz) =
(z,#(x+)),y en consecuencia

6(0(t)) = 76(ze. $(20)) = (2, 0(z)).
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Por tanto, '
Veo(z) = (z,Dig(x)),

(maD€¢(x)) = Véi(mrd’(m))

i 80) — (2,6(@)
t—0) t

i @00 — 6(z)
t—0 t

_ ¢z +té;) — ¢(x)

- t—0 t
(:r: lim )

= (2,0i6(z)),

y se sigue que D;¢(z) = 9;¢(z), o sea que en el caso de la conexién trivial la
derivada covariante coincide con la derivada usual.

La invariancia del Lagrangiano £(¢(z)) bajo una transformacién de calibre
u(x) = exp(—igf(z)) exige que [AL]:

i) ¢(z) = u(z)¢()
ii) 0i¢'(z) = u(x)dig(z).

En el caso de transformaciones de calibre global, #(z) =  es constante, y se
satisfacen ambas condiciones. Sin embargo, en el caso de transformaciones de
calibre local, f(z) no es constante, y solo se satisface la primera condicién. En
este caso la segunda condicién se cambia por

i) 8i¢/(z) = u(x)ip(x) ~ i(qBi6(x))u(x)d(x).
Asf entonces, para resolver este problema y rescatar la segunda condicién,
debemos definir una conexién no-trivial.
2.2. Conexién y Derivada Covariante: El Caso No—Trivial

Redefinimos la conexién de la siguiente forma

Yp: TRY — TP, =TR:®TU(l).
R (& ww(§)) s

13
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donde w : TR% — U(1) puede escribirse como

w(€) = exp(igA(£)),

con A : TR — R una 1-forma diferencial sobre R?, esto es

A(f) = ZAi(w)dw*'(a;

esto es, w es una 1-forma con valores en el dlgebra de Lie U(1) y se llama la
1- forma de conexién. La aplicacién ~;, tiene las siguientes propiedades:

1. ¥p es lineal ;
2. np(8) = ¢

3. g p(§ 9*713(5))

4. vy, depende diferenciablemente de p.

Sea,
a: ICR — R
t e O.’(t) =TI

una curva en R4, tal que a(0) = = y &(0) = £. El levantamiento horizontal de
a(t) al haz principal P = R?% x U(1) es una curva

B: ICR — RYxU(1)
t o B = (T ur)

tal que:
i) B(0) = (z,u), para algin u € U(1);
i) B(0) = 1,(€) = (& equA(£));
iii) B(t) = (a(t), iequA(&(t))) -

Tomando como curva a(t) el eje de coordenadas z%, £ = &; y z; = z + té;, la
curva viene dada por

B(t) = (x¢,ur) = (x + té;, uexp(ieqA(£)t)),
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de donde
T = T+ téi 3
ur = uexp(iegA(&)t) = uexp(ieqAi(x)t).

Para un z € C fijo, se define el levantamiento horizontal de la curva a(t), al
haz vectorial F = R* x C, como la curva

B: ICR — R*xC

t = (Tuz).

Asf entonces, en ¢ = 0 la curva pasa por el punto 3(0) = (z,uz). El transporte
paralelo de un punto (zg,2) € E a lo largo de la curva a(t) es el punto
(x4, uszg), esto es

72 (%0, 20) = (T, 21) = (T2, ue20)-

Recordemos que la derivada covariante de una seccién o de E, en la direccién
de la curva a(t) = x; estd dada por:

Veo(z) = lim - {rd(0(0)) - o(@)},
donde o(z) = (z,¢(z)). Tomando como curva a(t) = z; = x + té; el eje
coordenado z¢, entonces los levantamientos horizontales a los haces P y F son
respectivamente
B(t) = (ze,u) =(z+ té;, uexp(ieqAi(z)t)),
B(t) = (:Bt:utz) 3

y B(t) es tal que en el tiempo ¢ pasa por el punto o(xy) = (z¢, ¢(x¢)). Es decir
(xtsutz) = ($t, ‘;b(xt))) de donde

z = u;le(z)

u~! exp(—ieqAi(z)t)¢(zy)

B(O) = (‘T: uz)

Il

(z, exp(—ieqAi(z)t)p(x+))
o () = 8z (x)) = (2,exp(—ieqdi(z)t)d(xy)).

Ahora podemos calcular la derivada covariante:

Veo(z) = Vg (z,6(2));

15
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(z, Dig(z))

li

t—0

(@) — a(z)

t

= lim %{(:r , exp(—ieqA;(z)t)d(x:)) — (=, ¢(z))}

De aqui tenemos que

(m lim exp(—ieqA;(z)t)p(x:) — qﬁ(m))
' =0

(=
(m,

t

t—0 t

1y S0 e Ae)ete) - o)

¢(x + fé;‘) — () _ %E%iqui($)¢($t))

lim
-0

(z, Bip(z) — ieqAi(z)9(x)).

Dig(z) = 0i¢(z) — ieqAi(z)$(z) ,

o0 sea que en este caso la derivada covariante es

Dt' - 61; s Z'qug.

Miremos ahora la invariancia de calibre; para esto consideremos una transfor-
macién de calibre u(z) = exp(—igf(z)). Bajo esta transformacién la 1-forma
de conexién transforma como

= AduYw+uldu,

= v Hz)w(@u(z) + v (z)du(z).

w'(§)

Entonces
ieq Z Aj(x)dz’ (€)
ieqAj(z)

Ai(z)

Aj(z)

ieg Y u™ (@) As(z)u(e)ds'(€) + uH @)du(a),

dequ(x) Ai(z)u(z) + v (z)du(z),

exp(igf(x)) Ai(z) exp(igb(z))
+£Eexp(z'q@(x))afiexp(*vsqa(zm ,

Ay %3,;9(37).
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~ Por lo tanto,
D;¢/(z) = u(z) Dip().

Asi entonces, podemos ver que el requerimiento de la invariancia de calibre
del Lagrangiano exige la introduccién de los campos electromagnéticos A;(x).
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