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Resumen

Se introduce un enfoque novedoso del dicono truncado eliptico D central-
mente simétrico en el origen. Estratégicamente se considera a I como
una esfera topoldégica respecto a una norma ¢ sobre R?, lo que permite un
analisis unificador, riguroso y elaborado de D. Se describe y caracteriza
el sélido D en términos de los valores y vectores propios de una matriz
simétrica, positivamente definida, que depende de D. Al margen se halla
una representacién integral de la norma euclidea en R?,

1. Introduccion

El cono y el dicono truncados elipticos (ver definicién 1) son de los sdlidos
tridimensionales mas olvidados en la geometria clésica. Apenas son mencio-
nados ligeramente al describirlos de la manera tradicional como al enunciar la
férmula de su volumen, en el caso circular (el més sencillo).

Hasta el presente no se ha emprendido ningtin estudio profundo y serio pa-
ra identificarlos intrinsecamente. Sélo se les reconoce por su configuracién
euclidea.

Obviamente son cuerpos, que ya por su truncacién, constituyen de hecho
una tremenda dificultad tedrica al explorar sus propiedades geométricas y
topoldgicas verdaderamente relevantes que los distinguen.

En el presente trabajo estudiaremos, con rigor y detalle, el dicono truncado
eliptico D (anélisis vélido para el cono truncado) centralmente simétrico en el
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‘origen 0. En su desarrollo veremos cémo aparecen obsticulos de naturaleza

sorprendente e inusual.

A tal fin se concibe una norma ¢ sobre R3? que involucra una matriz simétrica Q
positivamente definida. Al representarse como el méaximo de dos funciones no
negativas, sus esferas cerradas S,[0] (de centro 0 y radio r > 0) son sélidos D
(Teorema 1). Ademds de su volumen, se da un criterio que decide cuando S,[0)
es un dicono truncado recto, tratdndose especificamente cada caso (Teorema
2). |

También, a partir de D, se construye cada una de las partes de ¢, respecto
a la cual D es una esfera unitaria (Corolario 1). En general se describe y
caracteriza el sélido D en términos de los valores y vectores propios de una
matriz simétrica @, positivamente definida, que depende de D (Teoremas 2,34,
Corolario 2).

Por ende emanan en el anélisis de D el Teorema Espectral y una metodologia
propia,que de manera natural va tomando nociones modernas de Topologia,
Anélisis Convexo, Algebra Lineal y aun resultados de Geometria Diferencial
Clésica. Para mayor claridad se incluyen varias ilustraciones en cada caso.

Al final conseguimos una representacién de la norma euclidea || X || en R? como

la integral sobre [0, 7] del valor absoluto de un producto interior de vectores
(Corolario 3).

Denotaremos con letra imprenta maytscula los puntos o vectores fila de R3,
mediante una cruz x el producto vectorial, y por Q7 la transpuesta de una ma-
triz Q. En particular el producto matricial AB” indicar4 el producto interior
usual de dos vectores A y B en R? (§ R?).

Los Teoremas 1 a 4 y los Corolarios 1 a 3 consignados en el presente trabajo
son resultados nuevos en la literatura matemdtica sobre el tema.

Definicién 1 Un cono truncado (o tronco de cono) es la parte de un cono
comprendida entre la base y una seccion paralela a la base. El tronco es llamado
elfptico si la base del cono es una elipse.

La seccién y la base del cono se llaman las bases del tronco. La distancia entre
sus bases es la altura del tronco.

Haciendo coincidir las bases m4s grandes de dos conos truncados elipticos igua-
les, obtenemos un dicono truncado (o tronco de dicono) elfptico (Ver Figura
1).

Las bases més pequerias de los dos conos truncados son las bases del dicono
truncado. Su altura es la distancia entre dichas bases. La base mas grande de
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los dos conos truncados es la seccién media del dicono truncado.

Por lo tanto, la seccién media de un dicono truncado eliptico equidista de sus
bases.

Teorema 1 Sea ) una matriz simétrica, positivamente definida, de orden
tres, A un vector unitario en R® y a > 1. Entonces

i) La funcién ¢ : R® — R representada por
p(X) = max {|[(XQ) x Al + |XQAT|, a|XQA"|}, (1)
para todo X € R3, es una norma sobre R3.

ii) S, [0] (la esfera cerrada de centro el origen 0 y radio v > 0, respecto a @)
es un dicono truncado eliptico, sélido y cerrado, de centro 0. Sus bases
son = F, donde FE es la regidn eliptica

XQ*xT <?, XQAT =a7 1, (2)
de centro a~'rAQ!, donde

o= a”l?“v‘ (@a=1)>+1 .

La region eliptica Ey, descrita por
XQ?°XT <72, XQAT =0, (3)

es la seccién media del dicono truncado (ver Figura 1).

Proof. (X) = 0 implica ||(XQ) x A|| = 0 y que XQ es ortogonal a A;
de donde || XQ| = 0, XQ = 0 y X = 0 por ser Q no singular. Las otras
propiedades que hacen de ¢ una norma son heredadas de la norma euclidea y
el valor absoluto.

El punto ~rAQ™! est4 en el semi-espacio abierto XQAT < 0, y rAQ~! en
XQAT > 0. Por lo cual la regién eliptica Fy definida en (3) es la base
comtin de dos conos —C'y C , sélidos y cerrados, de &pices —rAQ~! y rAQ ™1,
respectivamente (ver Figura 1). Esto es, —C U C es un dicono de base Ej,
dpices £rAQ™1 y centro 0 = § (—rAQ™! +rAQ™Y) .

Por ser ¢ una funcién real, convexa, propia y cerrada en R3, entonces

int(5:[0)) = {X € R® | p(z) <1},
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y
Fr(S,[0]) = {X € R® | p(z) =1}

([5}, p.59, Corollary 7.6.1).
Ahora, si X es un punto del plano XQAT = a~lr, entonces

_a BN s
T e 1AQ
es el punto de interseccién del rayo (rAQ 1)X con el plano XQAT = 0.

Esta asignacién define una aplicacién biyectiva X L, ¥ entre dichos planos
paralelos, para la cual f(E) = E

Ademids, Y = f(X) es un punto de la frontera relativa de Ej si y solo si X
es un punto de la frontera relativa de E. En cuyo caso el segmento XY estd
en una generatriz del cono C'. Consecuentemente se obtiene de C' un cono
truncado C (sélido y cerrado) de bases Ey y E .Asi mismo, por simetria, i
es el cono truncado (procedente de —C) de bases Ey y —E.

Luego —~CUC es un dicono truncado eliptico de centro 0, bases = E' y seccidén
media Fyg descritas en (2) y (3) (ver Figura 1).

En este contexto, podemos describir el cono truncado C de la siguiente
manera

= XIm= | %7,
XeFr XeE
y por simetria,

—6u5‘={U (—X)(-Y)}u U X¥y= | (XY uXY).
XeE XerE XeE

A la luz de estos argumentos, si X es un punto del plano XQAT =a~lry
Y = f(X), entonces

a—1 a—1

a.X+(1—~a)Y={a+E~(1_—a)-}X i )AQl

?

{aX+(1~a)Y}Q={a+E%1__—f)}XQ_—T—EjT—132A

{aX+(1—a)Y}QxA={ + ( a)}(XQ)xA

{aX + (1~ a)Y}Q x A = {“’* “gt_f“} (X@XT — a7
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rAQ!

2

=

Figura 1.

{aX +(1 - )Y} QAT = aa™lr

23



24

LUIS ENRIQUE RUIZ HERNANDEZ

para todo a € [0,1].
Estas relaciones implican

plaX+(1-a)Y)<r
si X satisface las expresiones en (2), y en particular que
plaX+(1l-a)Y =r
si XQ?>XT = 2. Ademss, por la simetria de ¢ y de (2),
p(~E) = p(E) =T,

de donde 5 B
(Fr(=C) ~ Ep) = ¢(F1(C) — Ep) =r.

En otras palabras, 3 0
-CuC € S.[0]

¥y L

Fr(~EU &) C Fr (5. []). @)
Si X € 5r|0] Nw(—(pjué) entonces X es un punto interior de R® ~ _(_-—éyé),
por ser —C' U C cerrado, y el segmento 0X C S,[0] corta a Fr(~C U C) en
un punto P entre 0 y X, esto es, P € int(S,[0]) ([5], p. 45, Theorem 6.1) y
ademds por (4) P € Fr(S;[0]), lo cual es imposible. Asi que S,[0] € ~CUC.

Observacién 1 En el siguiente teorema serdn necesarios los resultados de
Geometria Analitica enunciados a continuacion

(i) Un cono tiene base circular si y solo si toda seccion paralela a su base es
circular. De lo cual, un dicono truncado es circular si y solo si proviene
de dos conos truncados circulares.

(ii) En un elipsoide, todas las secciones elipticas normales a uno de los ejes
son "similares”, esto es, poseen la misma excentricidad, y tienen por
tanto sus ejes mayores en la misma direccion ([7], pp. 260-261, 692~
693).

(iii) Sea una elipse de semiejes de o y B. Si una cuerda suya y el eje de
longitud 23 son paralelas, y estdn a una distancia s, entonces la cuerda

tiene longitud
2073/ a2 — g2,
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- Teorema 2 Sea S.[0] la esfera cerrada de centro el origen 0 y radio v > 0,
respecto a la norma ¢ definida en (1) bajo las condiciones del Teorema 1.
Entonces

(i) El volumen de S;[0] es

_237{&—3?,3 (3(1,2 —3a + 1) det ~1Q.

(i) i S,[0] es un dicono truncado circular, entonces el radio de sus bases
es (L—a™ 1) R, donde

(i)

R=r|AQ|? det ~/2Q

es el radio de la seccidn media.

Diremos que S,[0] es un dicono truncado recto si la recta a través de
los centros de sus bases es normal a ellas. Esto ocurre si y solo si A
es un vector propio de Q). En cuyo caso los centros de sus bases son
:I:({M.)*1 TA, donde A es el valor propio de Q) al cual corresponde A.
Ademds,

a)

b)

Si todos los valores propios de @ son diferentes, entonces los vec-
tores propios de @}, correspondientes a valores propios # A, dan
la direccion de los semiejes, tanto de las bases como de la seccidn
media de S,[0].

Los semiejes de las bases y de la seccion media miden (l - a‘l) r
veces y T veces los inversos de aquellos co?‘respondzentes valores
propios # A, respectivamente.

Si Q tiene un valor propio # X de multiplicidad dos, entonces S[0]
tiene bases y seccion media circulares, de radios (1 - a'l) T veces
y r veces el inverso de dicho valor propio, respectivamente.

Si A es de multiplicidad dos y £ es otro valor propio de Q , en-
tonces los semiejes de las bases y de la seccidn media de S,[0]
estdn en las direcciones B y A x B, de longitudes (1 - a”l) 41
Y (1 —a_l) rATY r671 gy rA71) respectivamente, donde B es un
vector propio correspondiente a £.

Si A es de multiplicidad tres, entonces S,[0] es un dicono truncado

circular con bases de radio (1 —a 1) rA71, y seccidn media de radio
-1
PN
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Proof. Sean —C,C,-C y C los sélidos cerrados considerados en la demos-
tracién del Teorema 1. Es decir,

S.[0]=-CuC.

(i) Teniendo presentes las relaciones en (3) y (2), si f es el automorfismo de
R® definido por f(X) = X@Q, para todo X € R3, entonces las expresiones

17O = xQ@? X7,
{Ff(X) - F0)} f(rAQ™H)T = rXQAT,

{f(X) - fa™'rAQ ")} F(rAQ™M)T = rXQAT — a~ 112,

implican que f(C) y f(C ~ C) son conos de revolucién de &pice comtin
f(rAQ™?) = rA, bases circulares de centros 0 y a~1r A, respectivamente.
Recordando que 7AQ ™! es el dpice del cono C, entonces f(X) f(0)f(rAQ1),
esto es, f(X)0(rA) es un tridngulo rectdngulo isésceles con catetos de
longitud r; para todo punto X de la frontera relativa de la base de C.
Por lo tanto el radio y la altura de f(C) son iguales a r. Similarmente,

el radio y la altura de f(C ~ é) son iguales a

{ —2p2 [(a ] If (@ 'rAQY)|| }% (1—aY)r,

(Toda seccién circular de una esfera de radio R, a una distancia s de su

centro, tiene radio vV R? — s2).

Entonces los voldmenes de f(C) y f(C ~ C) son, respectivamente, 3
vE (l—a“l) r3, y asi

v1det Q@ = —'rB y vadet@ = z (1 - a“1}3r3,

([2], p. 243, Corollary), donde v; y v2 son los voldmenes de los conos C
y C ~ C, respectivamente. Se sigue de la unién disjunta

c=0Cu (C”é),

volumen(S,[0]) = volumen (—5 U 5)

= 2 volumen(C)
= 2(?}1 4 ’Ug).
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(ii) De acuerdo a la observacién 1, parte (i), el cono truncado ¢ (y por lo
tanto los conos C'y C™C) es circular. Las distancias entre los planos
definidos en (3) y (2), al 4pice de C son

rAQ™) (AQ)T|
1( nAlzu - uaar

(rAQ—1) (AQ)T - a‘l?"]

=(1— gl -1
- T = (1—a™Y)r)4Q| ™,

respectivamente. Por lo tanto,

IR AQIT vy ZRI(1-a)rlAQl™,

son los volimenes de C'y C”C, con bases de radio R: y Ra, respectiva-
mente. Igualando estas expresiones con vy y v, obtenemos Ry v Ra ,
respectivamente.

(iii) Si A es un vector propio de @ al cual corresponde el valor propio A > 0
entonces AQ = AA , y A es también normal al plano definido en (3).
Ademds A~! y A son valores y vectores propios de Q7! (AQ = M es
equivalente a AQ™! = A"!A), y asi 2a"1rAQ"! = +(a))"'rA son
(ademds de normales a dicho plano) los centros de las bases de S,.[0],
siendo por ende recto.

Reciprocamente, si S,[0] es un dicono truncado recto entonces existe un
escalar t # 0, tal que a™1rAQ ! = tAQ, es decir, AQ? = (at)"'rd y
A es un vector propio de @* . Si A > 0 y A2 es el valor propio de Q2
correspondiente a A, entonces de las relaciones

0=AQ* - XA = A(Q* = NI) = A(Q — M\)(Q + A,

se colige que @ + AI es no singular (de lo contrario —\ serfa un valor
propio de @, lo cual es imposible por ser @ positivamente definida, [8],

p-279), de donde X es tambien el valor propio de @ al cual corresponde
A.

Las secciones elipticas del elipsoide en (2) normales a A, a través de 0 y
(aX) ' A (el centro de la base E) estén a una distancia s = ”(a,\)“l *rA” =

By & . — ’ . .
(@)™ 7, poseen la misma excentricidad y asi, sus ejes mayores estén en
la misma direccién (ver observacién 1, parte (ii)).
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Por tanto, bajo las condiciones en (a), los otros vectores propios de @
(es decir, de @2) son normales a A, y dan la direccién de los semiejes
de las elipses definidas en (2) y (3); los cuales miden (1 — a™!)r veces
(aquf aplicamos la parte (iii) de la observacién 1) y r veces los inversos
de los correspondientes valores propios, respectivamente ([8], p. 256,
Propiedad 3, p. 285).

Para la parte (b), si £ # X es un valor propio de @ de multiplicidad
dos, entonces los sélidos en (2) y (3) son esferoides ([4], p.131) con sec-
ciones circulares normales a A , a través de (aA)"*rA y 0, de radios
(1—a71) 7! (esta vez aplicamos la parte (iii) de la observacién 1 con

(s,a,03) = ((a,\)'l T, c)\*l,cf_l)) y r£~1, respectivamente ([3], p. 406,
Spectral Theorem).

Si @ satisface las condiciones en (c), entonces nuevamente los sélidos
en (2) y (3) son esferoides, cuyas secciones circulares a través de 0 y
normales a los vectores propios de £, tienen radios cA™! y 7£~!, respec-
tivamente.

Consecuentemente, las elipses en (2) y (3) tienen semiejes en las direccio-
nes By A X B de longitudes (1 —a~!)r{~! y (1—a~1)rA~! (observacién
1, parte (iii)), 7! y PA~1, respectivamente (Teorema Espectral), donde
B es un vector propio correspondiente a £.

Si A es de multiplicidad tres, entonces @ = Adiag(1,1,1) ([1], p.126,
Exercise 12), y los sélidos en (2) y (3) son esferas concéntricas en 0, de
radios eA™! y rA™1, respectivamente. Por lo cual la base E definida en
(2) es circular de radio (1 ~a~*)7A~! (observacién 1, parte (iii) donde
s=(@\)Trya=8=c\"1). 1

Corolario 1 Sea D un dicono truncado eliptico, sélido y cerrado, centralmen-
te simétrico en el orgien 0 ; tal que
(i) Su dicono de procedencia tiene dpices a una distancia h de 0.

(i) +C son los centros de las bases de D.

(ili) Py y Py son dos puntos dados en la frontera relativa de la seccion media
de D, tales que

6= det(P]_,PQ,C) #0.

Sea W la matriz cuadrada, no-singular, de orden tres con primera, sequnda
y tercera columnas a(Py x C)T, a(—P; x C)T, (P, x P5)T, respectivamente,
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donde a = h||C||™" > 1. Entonces D es una esfera cerrada unitaria de centro
0, respecto a la norma ¢ sobre R® definida en (1), para la cual, ademds de
dicho a, tomamos

A=|6"tcoroT y Q=a1|87TOANOT, (5)

donde O es la matriz ortogonal de orden tres, cuyas primera, sequnda y tercera
columnas forman un conjunto completo de vectores propios ortonormales de
WWT | correspondientes a sus valores propios A1, g, A3; y donde

A = disg (31, v32,vs) .

Proof. De hecho C s 0 por ser § # 0, por lo cual a estd bien definido. Ahora,
dado que 0, C'y V son colineales (C entre 0 y V), donde V = aC es uno de
los 4pices del dicono de procedencia de D, entonces a = h||CJ|™* > 1. (En un
cono eliptico con base de centro 0 y apice V, toda seccién eliptica paralela a
la base tiene su centro en el segmento OV/).

Dado que?

det W7T
a?det (P, x C, =P, x C, P, X P)
(A8)* # 02,

det W

entonces W es no singular, y asi WW7 es una matriz simétrica positivamente
definida ([8], p. 282 ). Més adelante usaremos la expresién

XW = (aX (P x C)F ,aX (=P x C)F , X (Py x Pg)T) (6)

por todo X € R3.
De la descomposicion WW = OA207 obtenemos a |6 Q = OAOT como la
tinica raiz cuadrada ((a 16|@)* = WI’VT) simétrica y positivamente definida

de WWT ([8], pp. 283-285 ). Si tomamos A como en 5, entonces A es un
vector unitario y

PQAT = a7'672P(0A%07)CT =

!Recuérdese la identidad

(AxB)x(CxD):(AxB-DT)C_(AxB.CT)D.

29
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= a W 2PWwWTCT
= a 157 2(PW) (CcW)T
= 0,
para ¢ = 1,2 (aplicando (6)). Andlogamente se prueba que CQAT = o1,

Ademsis
PQ*Pr = (&) |PBW|* =1, i=1,2.

Por tanto las relaciones en (3) y (2) describen (para r = 1) la seccién media y
una de las bases (simétricas con respecto a 0) de D, en este caso.

El dicono truncado eliptico S;[0], respecto a la norma ¢ definida en (1), con
Ay Q como en (5), y a = h||C||™?, tiene bases de centros

+a7'AQ™! = +a 1 {|67Y|COAOT} {a"t |67} OAOT}
= *a~'a(COAOT) {(0T)7 A0}
— %,

y bases y seccién media respresentadas , justamente, como las de D (Teorema
1). Luego los diconos truncados D y §;[0] son iguales. §

TIustracion 1

Sean P = (v/6,0,0) y P = (0, %‘3, 0) dos puntos en la frontera relativa de la
seccion media eliptica

{(;1:1,3:2,0) [x% +4x3 < 6},

de un dicono truncado recto, cuyas bases tienen centros +C, donde C =

(0, 0, -‘é—a). Su dicono de procedencia tiene 4pices a una distancia 3@ del
origen 0.

En este caso, las expresiones

-1
§=det(P,P,C) =%, R xC=(30,0),
—-P xC=(0,%,0), P x P,=(0,0,3),
W = diag(1,2,3), WWwT = diag(1,4,9),

O = diag(1,1,1), A = diag(1, 2, 3),
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se refieren al Corolario 1, donde la i-ésima fila de O es un vector propio de
WWT correspondiente a su valor propio A; = 42, i = 1,2, 3. Obtenemos asi de
(3)
A=(0,0,01) y Q=Bdiag(1,2,3).

De este modo los valores propios de () son 32@, -‘?, 3?; al primero corresponde
A como vector propio, v a los otros dos los vectores coordenados unitarios que
orientan los semiejes de las bases y de la seccién media del sélido truncado.
Hecho que ilustra tambien las partes (iii), (a) del Teorema 2.

Finalmente, los puntos (z1,x2,23) de nuestro dicono truncado (como sélido
cerrado) verifican su inecuacién

i { /o3 + 403 = 3laal 9 sl } < V6.

Corolario 2 Si Q es una matriz siméirica positivamente definida de orden
tres, entonces las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

(i) A es un valor propio de Q) de multiplicidad tres;

(i) La esfera cerrada S,[0] de centro el origen y radio r > O (respecto a
la norma ¢ definida en (1)) es un dicono truncado circular recto, con
seccidn media de radio TA7!, y bases con centros +(a\)"7A y radio
(Lo rx-L

Proof. Si X es de multiplicidad tres entonces Q@ = A diag(1,1,1) y AQ = )\A.
Se sigue de inmediato la afirmacién (ii) en virtud del Teorema 2, (iii), (d).
Reciprocamente, al asumir (ii) entonces (aA) 'rA = —a"'rAQ 1 0 (aX)"r4 =
a~'rAQ}(Teorema 1). Si (a\)"rA = —a~1rAQ~! entonces —\ < 0 serfa un
valor propio de Q!!. Por tanto sélo ocurre (aX) ™74 = a~1rAQ~! , esto es, A
es un valor propio de @ al cual corresponde A como vector propio.

Si A es un valor propio simple, entonces los otros dos valores propios de ¢} son
iguales, es decir, ) tiene un valor propio i de multiplicidad dos (de lo contrario
5;[0] no serfa circular; Teorema 2 (iii), (a)). Pero entonces ru~1 = rA~1
(Teorema, 2, (iii), (b)) implica u = A, lo cual es imposible.

Se sigue que A tiene multiplicidad > 2. De acuerdo al Teorema 2 (iii), (c),
A no puede ser de multiplicidad dos (de lo contrario S,[0] no serfa circular).
Concluimos que A tiene multiplicidad tres. §
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Observacion 2 En todo elipsoide

2 y2 22

?+§+C—2=1, a>bel,

existen cuatro puntos sobre su superficie (los puntos umbilicales) de modo que
los planos tangenies en dichos puntos son paralelos a las secciones ciclicas del
elipsoide (es decir, a los planos que cortan al elipsoide en circunferencias).
Las rectas normales al elipsoide en los puntos umbilicales pasan por su centro
y son paralelas a los vectores

N = (C\/a? — b2, 0, avb? —02)
(19), pp.105, 253, Ejercicio 12).

Este importante resultado de Geometria Diferencial Clédsica nos ayudars a
responder la pregunta: Si la matriz () tiene valores propios diferentes, j cémo
debe ser A para que la esfera S,.[0] sea un dicono truncado circular?

Teorema 3 Sea @ una matriz simétrica positivamente definida de orden tres,
y valores propios Ay < Ay < A3 a los que corresponden los vectores propios uni-
tarios Q1,Q2, Q3. Entonces las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

() La esfera cerrada S,[0] de centro el origen y radio r > 0 (respecto a la
norma ¢ definida en (1)) es un dicono truncado circular;

(i)

(7)

En este caso el dicono truncado no es recto, con bases de radio (1 —
a‘l)?“)\z_1 y seccidn media de radio r,\gl.

Proof. Asumamos la afirmacién (i). Sea L la matriz ortogonal de orden tres
cuya i-ésima columna es Q7 , y consideremos la rotacién g : R3 — R3 definida
por

Y = g(X) = XL , para todo X € R3. (8)

Entonces @ = LALT, Q% = LA%LT y el elipsoide sélido representado en (3) es
congruente al elipsoide :

YAQYT = )\%y% %+ A%y% + Agyﬁ% < T2} Y= (yiwy21 93);
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dado que
XX =X BIRAX LT = YA,

donde A es la matriz diagonal cuya diagonal estd formada por los valores
propios A1, Ag, As. Por tanto g(AQ) es un vector normal a la imagen bajo g
de la regién Fy (asumida circular) definida en (3), y asi

9(AQ) = AQL = ALA = (MAQT, %2 AQT, 25 4QT) ©)

es paralelo (y de igual longitud) a uno de los vectores

MAgds (A2 - 22) 72 ||g(AQ)|| N =

(02 = 22) ™2 | g(4Q)] (\//\% T ey = A%) ,
N = (Athedg) ™! ( DD D A%)

es el vector dado en la observacién 2 con a = A7 > b= ;! > c=A3L.

donde

Al igualar las segundas componentes de ambos vectores aparece arriba AQ7Y =
0 y A es ortogonal a @2 el cual con Q; y Q2 son mutuamente ortonormales
(todos los valores propios de @ son diferentes). Existen escalares s y ¢ tales
que A = sQ1 +tQ3 lo que implica s? + 2 =1, AQT = sy AQY =+.
Igualando los cuadrados de las primeras componentes resulta

M- 32+ (-2 =0,

que junto con s? + t? = 1 forman un sistema simultdneo de solucién

P M0B-) L, N(E-x)
MR T TTEET

Puesto que A y —A producen la misma norma ¢ definida en (1),entonces basta
tomar
_ N (M- M-

=22 e sl W
MY A= ¥ PEEG e

Reciprocamente, si A satisface (7) entonces puede verificarse (usando (9)) que
9(AQ) es paralelo a N y por tanto (de acuerdo a la observacién 2) que la
imagen bajo g de la regién eliptica Ey definida en (3) es circular.
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De acuerdo a (7) A es una combinacién lineal de @ y Q3 y, como tal, no
puede ser un vector propio de @ . Se sigue de la parte (iii) del Teorema 2 que
Sr[0] es un dicono truncado no recto.

Finalmente, de acuerdo a la parte (ii) del Teorema 2, el dicono truncado tiene
bases de radio (1 —a™!) rA;' y seccién media de radio rA; . §

Ilustracion 2

Consideremos los circulos

E = { ($11$23 %)

Ep = {(z1,22,0) | 2} + 23 < 1},

de centros C = (% 0 %) v 0, respectivamente. Tratemos entonces con el dicono
truncado circular de bases +F y seccién media Fy, para el cual su dicono de

procedencia tiene 4pices a una distancia 3%_5 de 0.

Entonces los puntos P; = (1,0,0) y P = (0,1,0) estdn en la frontera relativa
de Ey. Atendiendo al Corolario 1 hallamos

-1
h= g, o= IF (4F) 7 =,
§=det(P1,P2,C]=%, PZXO:(%>D&“%)S
WPIXO:(O}%’O), PlXPz:(O,U,].),
100
W = B2 9.
-2 01
10 -3
wwT = 01 01},
—3 p L
2 4
2 e
V5 V5
0=0T = 0 1 0 i,
o el
V5 V5
A =diag (1,1,2),
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siendo la primera, segunda y tercera filas de O vectores propios de wwT
correspondientes a los valores propios -‘11, 1 y 4. Las expresiones en (5) nos
presentan

A=31(3,0,4)
¥ 4 3
5 0 -3
Q=| 0 1 o0 |,
-§ 0 -5

cuyos valores propios son A\; = % <A=1l<A3=2.

Pueden verificarse en este caso la expresién (7), como la ocurrencia de todas
las partes del Teorema 3.

Adem&s descubrimos la inecuacién de nuestro dicono truncado (como sélido
cerrado), a saber

P 9
max {\/33? + 3 + Zm% — 3zyx3 + |x3], 2 [xg!} <1,
para todo (x1,x2,x3) en el sélido.

Observacion 3 Se desprende de la observacion 2 que si un elipsoide tiene
exactamente dos semiejes iguales, entonces sus dnicas secciones planas circu-
lares son normales al tercer eje.

Teorema 4 Sea () una matriz simétrica positivamente definida de orden tres
con un valor propio u de multiplicidad dos y A el otro valor propio. Entonces
las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

(i) La esfera cerrada S,[0] de centro el origen y radio r > 0 (respecto a la
norma ¢ definida en (1)) es un dicono truncado circular;

(ii) A es un vector propio unitario de Q correspondiente a \.

En este caso el dicono truncado es recto con bases de radio (1 - a”l) ru~ty
centros & (a)) ' rA, seccién media de radio ru~.

Proof. Sean (J1,Q2,@3 un conjunto completo de vectores propios ortonor-
males de @ correspondientes los dos primeros a p, y Q3 a A ([8], pp.263, 265).



36

LUIS ENRIQUE RUIZ HERNANDEZ

Si S,[0] es un dicono truncado circular y g es la rotacién definida en (8) (en
este caso 1 = A1 = A, A = JA3), entonces g(AQ) es un vector normal a la
imagen bajo g de la regién Ej (asumida circular) representada en (3), y

9(4Q) = (1AQT, pAQ7, AAQS) .
De acuerdo a la observacién 3 este vector g(AQ) debe ser paralelo al vector

coordenado (0,0,1), de donde A, @, @2 son ortonormales, y asi A = +Q3.

Reciprocamente, si A es un vector propio de @ correspondiente a A se sigue
de (b) en la parte (iii) del Teorema 2 que S,[0] es un dicono truncado circular
recto con bases de radio (1 —a™!)7u~! y centros = (aX) ™' 74, seccién media
de radio rut. §

Ilustracién 3

Para a > 1y b > 0 consideremos los circulos
E = {(xl,xg,a_lb) | 22 + 22 < (1- a"1)2}
¥
Eo = {(21,22,0) |2} + 2§ < 1},

de centros C' = (0,0,a‘lb) y 0, respectivamente. Sea D el dicono truncado
circular de bases £ F y seccién media Ey , para el cual su dicono de procedencia
tiene dpices a una distancia b de 0. Si P, y P, son los puntos dados en la
ilustracién 2, entonces el Corolario 1 nos da para D,

h=b, § = det (P, P,,C) = a~ b,
Py x C = (a715,0,0), —~P; x C = (0,a™1b,0),
P x P, =(0,0,1), W = diag (b, b,1),

WWT = diag(t?,0%,1),  det (WWT = A1) = - (A-82)* (A= 1).

Sib =1 entonces A = 1 es un valor propio de multiplicidad tres RQ=WwWwWT =
A = diag(1,1,1)), y A= (0,0,1), segiin (5). Estos resultados nos remiten al
Corolario 2.

Si b # 1, entonces esta vez

0=07 =

o ﬁd"‘él“
|
o fnﬁl"“ﬁd"’

A = diag (b,b,1),
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donde la primera y segunda filas de O son vectores propios de WW7 corres-
pondientes al valor propio doble b?, y la tercera fila un vector propio corres-
pondiente al valor propio simple 1. Ademés aparecen en (5)

A=(0,0,1) y Q=diag(1,1,b7})

con un valor propio de multiplicidad dos g = 1, y con un valor propio simple
X = b1 al cual corresponde A como vector propio unitario. Este caso ilustra
la equivalencia del Teorema 4.

Finalmente el siguiente corolario nos revela la norma euclidea en R? como la
integral sobre [0, 7] del valor absoluto de un producto interior de vectores.

Otro procedimiento geométrico que lleva al mismo resultado puede indagarse
en [6], pp. 151-153.

Corolario 3 Si ||-| denota la norma euclidea en R? entonces

1xi=5 [

X (cost,sent)T| dt, (10)

para todo X € R?,

Proof. Si @ = diag(1,1,1) entonces aparece en (1) la norma
@ (X) =méx {||4 x X|| + | XAT|, a| X AT|},

respecto a la cual consideramos la esfera cerrada unitaria Si[0], o dicono trun-
cado circular recto con bases de centros +a™'A4 y radio 1 — a™!, y seccién
media de radio unidad (Corolario 2).

Si B en R3 es tal que A y B son vectores ortonormales, entonces la funcién
¢ : R3— R definida por

@’(X)=mﬁ{%/;

para todo X € R3, es también una norma sobre R3. En efecto, ¢/ (X) =0 es
equivalente a

X (sentB,costA x B)'|dt + |XAT|, a |XAT{} ,

X (sentB,costA x B)T =0, para todo t € [0,7],

X AT = .

37



38

LUIS ENRIQUE RUIZ HERNANDEZ
De aquf el sistema de ecuaciones homogéneas
XAxBT =0, xAT=0, XBT =0,

con determinante det (A x B,A,B) =1y solucién tinica X = 0. Las otras
propiedades que hacen de ¢' una norma son inmediatas.

Con una treta similar a la usada en el Teormea 1 se demuestra que la esfera
cerrada unitaria de centro 0, respecto a (', es justamente el dicono truncado
51(0]. Por la unicidad de ¢ determinada por el cuerpo normado S;{0] ([5], pp.
131-132, Theorem 15.2) concluimos ¢’ = .

De este modo tomando A = (0,0,1) y B = (1,0,0), y observando asi que
@1, 22)|l = [[(=22,21,0)[| = |4 x (z1,2,0)],

obtenemos ¢ (z1,2,0) = ¢’ (x1,22,0) esto es, la igualdad en (10).
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