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referencia en la relatividad general

4
ANGEL JosE CHACON VELASCO*

Resumen

Se analizan las particularidades de los sistemas de referencia en la teoria
general de la relatividad, y se llega a una formulacién geométrica com-
pleta de todas las magnitudes que caracterizan un sistema de referencia
en esta teoria.

Abstract

This paper analyzes the particularities of the frame reference systems in
the general theory of relativity; it has been obtained the complete formula
of all magnitudes, which characterizes the frame reference system of this
theory.

1. Introduccion

El sistema de referencia es esencialmente mucho més que una simple conven-
cién para marcar los puntos del espacio, que es lo que hacemos bdsicamente
al introducir un sistema de coordenadas en la fisica. Con el sistema de refe-
rencia estdn relacionados los procesos de medida de los diferentes fenémenos
fisicos. Los procesos de medida se realizan mediante instrumentos, entre los
cuales se encuentran incluidos nuestros sentidos; por tanto, los resultados de
dichas mediciones dependen tanto del movimiento de los instrumentos como
del cardcter del movimiento del observador.
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De acuerdo con lo anterior, cabe preguntarse: jcémo comparar las magnitudes
fisicas medidas por diferentes observadores?; jcudles magnitudes puede el ob-
servador medir directamente y cuales sélo indirectamente?; ;cémo dependen
los resultados de la medicién del estado de movimiento del observador? Estos
interrogantes plantean el problema de una formulacién geométrica apropia-
da del sistema de referencia, lo que no es plenamente resuelto al introducir
simplemente el sistema de coordenadas. Tanto en la teoria especial (TER)
como en la teorfa general de la relatividad (TGR), los conceptos de espacio y
tiempo tratados como éntidades separadas son reemplazados por el concepto
de espacio-tiempo o variedad tetradimensional; sin embargo, la necesidad de
establecer una relacién entre el modelo del espacio-tiempo y las mediciones
de magnitudes fisicas concretas hace necesaria una separacién de dicha varie-
dad en un subespacio tridimensional o espacio fisico y otro unidimensional,
el tiempo fisico, ambos relacionados con el sistemsa de referencia. Dicho de
otro modo: una separacién 3 + 1 del espacio—tiempo a través de un método
conocido como método del campo 7 implica la necesidad de introducir, junto
con la geometria del espacio-tiempo, ciertos objetos geométricos que reflejen
el cardcter del movimiento del observador y de sus instrumentos de medida.
Entre los métodos establecidos para la formulacién del sistema de referencia
se conocen, ademds del método del campo 7 o de las ménadas, el método
cronogeométrico o de las magnitudes invariantes cronogeométricas, y otros

[1].

2. Caracteristicas fisico-geométricas del sistema de
referencia

En términos generales un sistema de referencia es un cuerpo de referencia
idealizado, carente de masa pero susceptible de deformacién, sobre el cual se
ha establecido previamente un sistema de coordenadas apropiado y donde en
cada punto es necesario introducir patrones ideales de medicién de la longitud
y el tiempo. Un reloj mide el tiempo real mientras que un reloj coordenado
mide el tiempo de coordenadas. Es necesario que los patrones ideales tengan
su prototipo en patrones reales; para un patrén ideal de longitud se toma
como prototipo la red cristalina, mientras que para un patrén ideal de tiempo
se toman las oscilaciones de los dtomos o de las moléculas en la red. En la
TER usualmente se utiliza sistemas de referencia inerciales, donde el cuerpo de
referencia es considerado como un cuerpo absolutamente rigido, sin rotacién e
indeformable, por lo que sus lineas de mundo son rectas; sin embargo, y sin que
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esto implique el paso a la TGR, es posible introducir un sistema no inercial de
referencia para la descripcién del movimiento. Pero entonces, jqué diferencia,
en este caso, el movimiento del cuerpo de referencia de un movimiento similar
en un sistema de referencia inercial?

Los puntos del cuerpo de referencia se mueven con aceleracion siempre y cuan-
do el movimiento del sistema de referencia esté relacionado con un cuerpo de
referencia no inercial, lo que implica para el cuerpo de réferencia la posibi-
lidad de rotar y de deformarse, comportamiento caracteristico de un cuerpo
rigido. La deformacién puéde ser de dos tipos: de tensién o compresién y de
cizallamiento. Cuando se da deformacién por tensién la forma de una deter-
minada configuracién inicial de puntos sobre el cuerpo de referencia no varia;
por el contrario, si la deformacién se da por cizallamiento, varia la configura-
cidn inicial de los puntos. Por ejemplo, si inicialmente se marca un conjunto
de puntos sobre una esfera, bajo la accién de un esfuerzo que la deforme la
esfera se convierte en un elipsoide con una determinada configuracién axial. A
estos tres aspectos se reduce la caracterizacién del movimiento de un sistema
de referencia. La velocidad angular y la velocidad lineal de un cuerpo rigido
estdn relacionadas por ¥ = w x r. Tomando el rotacional de esta expresién
para un valor constante de r se obtiene w = —%V X v, ecuacién vélida también
para un cuerpo deformable.

Para obtener la expresién correspondiente en la TGR se procede de la siguien-
te manera: se reemplaza la velocidad V' por la 4-velocidad V,,, se generaliza el
rotacional tridimensional a tetradimensional, se proyecta sobre un 3-espacio
local del sistema de referencia; tomando asi el gradiente del campo de 4-
velocidades del sistema de referencia o campo de las ménadas 7, ,, se antisi-
metriza esta expresion y se proyecta sobre el 3—espacio mediante el proyector
by, y se obtiene el tensor de velocidad angular caracterfstico de la rotacién del
sistema de referencia, el cual se denota como A,g [2].

El vector aceleracién del sistema se obtiene antisimetrizando el gradiente an-
terior y proyectdndolo para cada fndice en la direccién del tiempo fisico del
sistema de referencia, o sea, sobre 7#; sin embargo, el mismo resultado se ob-
tiene si se proyecta el gradiente covariante de la ménada segin los indices de
diferenciacién sobre la misma ménada.

La deformacién es caracterizada por el tensor de velocidad de deformacién
D,, que define las proyecciones del gradiente covariante simetrizado sobre el
correspondiente 3-espacio. Los anteriores tensores fisicos y geométricos nos
permiten interpretar fisicamente, desde la posicién del sistema de referencia,
todas las ecuaciones tensoriales y las relaciones propias de la relatividad ge-
neral.
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3. Geometria de la congruencia

Una congruencia se define como un conjunto de lineas de mundo temporales
con las siguientes caracteristicas: a) cada linea pasa por uno, y sélo uno, de los
puntos del espacio-tiempo; b) a cada linea de mundo se le asigna univocamente
un vector tangente o moénada; a la vez estas forman un campo vectorial de
4-velocidades. La congruencia en la variedad tetradimensional se define a
través de una familia de lineas que dependen de tres pardmetros (uno de ellos,
A, a lo largo de las lineas de mundo), tomando uno solo de los pardmetros
y denotandolo como o; se definen dos campos vectoriales: u = ng como o
Vs -{%; la independencia de los pardmetros se manifiesta en la relacién
de conmutacién [u,w] =,£ w = 0; de modo que las lineas integrales de estos

campos pueden servir como lineas coordenadas. Si la linea u es geodésica,
Vuu = 0; entonces la definicién del operador de curvatura,

R (u, w) = VuVu = Vo,V — v{u,w] ’

conduce a la ecuacién de Jacobi o ecuacién de desviacién de las geodésicas, en
la forma
R (u,w)u =V, Vyw.

Denotando como VZu el transporte de Fermi-Walker, es vélida la equivalencia
de V actuando sobre una funcién escalar f : VFf = V,f = uf = a%f, de
donde se deduce que si VEv = VEw, entonces u(v-w) =0, ysiu-v =0
entonces, u - VEv = 0. Denotando u = V,u y utilizando la operacién de
proyeccién sobre un subespacio local ortogonal a la congruencia u, p, = ge -
u ® u, se obtiene una ecuacién del tipo de Jacobi:

VEVEy = R(u,v) u+ py (Vu @, ) + (v- u) u .
Sin embargo, es necesario recordar que el transporte de Fermi-Walker estd
definido de la forma

6-v=—[Vu+e u(vVyu) — e Vyu(uw)]d,

donde ¢ = u - u, a lo largo de la curva dada sélo para lineas no isotrépicas;
en este transporte en particular se conservan los dngulos entre los vectores
transportados y los vectores tangentes a la curva, ya que, a diferencia del
transporte paralelo, la variacién del vector tangente hacia una determinada
curva es cero.

Si escribimos la relacién

Upr =€ upGy + Ay, + Dy,
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donde todas las magnitudes da la derecha, excepto u, son ortogonales a u,
encontramos que G = u. Sean A y D las partes antisimétrica y simétrica del
resto de la expresion; entonces tenemos que

Ayy+ Dy =0, Vippu = —u - Vprby,

de donde el tensor de velocidad de deformacién de la congruencia se expresa
cOomo

1
D,\_u = —1U- Vb()‘bp} = P(,\Pf)ua;ﬁ = § ,g PMM

donde la derivada de Lie se utiliza no sobre los tensores sino sobre sus com-
ponentes, entendiendo tales componentes como coordenadas.

El tensor antisimétrico A que representa la rotacién de la congruencia se re-
presenta como

AA# = —U- Vb[)\bm;

la igualdad a cero del tensor A es condicién necesaria y suficiente para que
el subespacio cumpla con la condicién de holonomicidad ortogonal a la con-
gruencia w [3].

En el lenguaje invariante de las formas de Cartan, una congruencia como de
tiempo es caracterizada por los campos de aceleracién

G =—x(uAxdu),

de rotacién 1
=% (uAd
w= g (uAdu),
y de velocidad en la deformacién
1
2

lo que permite de forma clara, sintética y general formular las leyes de movi-
miento para las particulas en la electrodindmica y la gravitacién [4, 5].

D_Lw = { b,uu;
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