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Resumen

Mediante la solucién de un problema de optimizacién paramétrica se obtienen
condiciones necesarias y suficientes para la no oscilacién de una clase de in- -
tervalos de matrices de tercer orden, expresadas mediante un nimero finito de
desigualdades algebraicas entre sus parametros.

1. Introduccién

Considérese el sistema de control automiatico de tercer orden dado por la ecuacién
= Apx + bu,

donde Ay es una matriz de tamaiio (3,3), b es un vector tridimensional y el control
es

u(t) = c'x(t).
Sobre los coeficientes del control no se posee una informacién completa; sélo se conoce

que ¢ = ¢g + Vv, donde ¢g estd dado y el vector v, que representa las perturbaciones
esacionarias, pertenece al paralelepipedo definido por

V = {(v1,v2,v3) || v |[< v}
Este sistema puede ser representado por la ecuacién
b= (A+bv')e, (1)

donde v € V, A = A + bej = [ajj] i,j=13 s la matriz nominal del sistema y bv® es
la matriz de perturbaciones. Se supone que el sistema (1) satisface la condicién de
controlabilidad,

det[b Ab  AZ%Db] #0. ()
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La incertidumbre en este modelo puede representarse considerando que la matriz del
sistema (1) pertenece al intervalo de matrices

A= [ai; — bj1?, ay; + bjv] i j=T3 " 3

Se supone que (3) satisface las condiciones necesarias y suficientes de estabilidad
asintética encontradas en [1]. En varios trabajos relacionados con el analisis de
la robustez de los sistemas modelados con incertidumbre, se estudia la estabilidad
asintdtica de los intervalos de matrices [2, 3, 4]. Para las aplicaciones précticas resul-
ta importante también estudiar la no existencia de soluciones oscilantes, ya que en
algunos casos ellas son tecnolégicamente inadmisibles. El objetivo de este trabajo es
obtener condiciones necesarias y suficientes para que el sistema (1), representado por
(3), no tenga soluciones oscilantes.

2. Definiciones y resultados principales

Definicién 1 La solucidén x(t) de un sistema dindmico X= (A +bv(t)")x es oscilante
con relacion a la coordenada x;, si x; no es idénticamente nula pero tiene infinitos
‘ceros en el semieje [0, 00).

Definicién 2 La solucidn no trivial x(t) de un sistema dindmico x= (A + bv')x
es oscilante, si lo es con relacidn a todas las coordenadas que no son idénticamente
nulas.

Definicién 3 El sistema dindmico x= (A + bv')x es no oscilante con relacién a la
coordenada x;, si no tiene ninguna solucién oscilante con relacién a dicha coordenada.
Igualmente podemos definir un sistema dindmico no oscilante, si no tiene ninguna
solucién que lo sea.

Definicién 4 El intervalo de matrices (3) es no oscilante, si para toda v € V el
sistema dindmico x= (A + bv')x es no oscilante.

En el caso del intervalo de matrices (3) los sistemas dindmicos son de coeficientes
constantes, por lo que la no oscilacién depende del comportamiento de los valores
propios de las matrices [A +bvt], v € V. Si los valores propios son reales, las
componentes de cualquier solucién pueden ser idénticamente nulas, pero en el caso
de no serlo, no pueden tener infinitos ceros, por lo que el sistema es no oscilante. Si
hay un par de valores propios que son complejos conjugados, entonces se obtienen
soluciones que son oscilantes, ya que las componentes no idénticamente nulas son
combinaciones lineales de senos y cosenos. De lo anteriormente expuesto se deduce la
proposicién siguiente:

Proposicién 1 Una condicidn necesaria y suficiente para que (3) sea absolutamente
no oscilante es que

Créz‘?} D(v) >0, (4)
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donde D(v) es el discriminante de la ecuacién caracteristica:

3 . .
A3 — tra (A + bvi)A2 + E(A+bv‘)(; ;)A—detA=0. (5)
1,5=1
i<j

Demostracién. Como el sistema (1) es auténomo, la existencia de soluciones os-
cilantes depende de los valores propios de su ecuacién caracteriatica. Si la matriz
[A + bvt], tiene valores propios diferentes de cero, existen soluciones que son com-
binaciones lineales exponenciales multiplicadas por senos y cosenos, por lo que sus
coordenadas no nulas tienen infinitos ceros en t € [0,00). I

Para estudiar la oscilacién (3) utilizaremos una transformacién del espacio de fase
que mantenga las propiedades algebraicas y topolégicas de las trayectorias. En [5] se
demuestra que el sistema de control automatico (1) es estrictamente algebraicamente
equivalente al sistema

. o 1 0 0
y={ 0o 0o 1 Jy+| o Ju@,
-B —Qo —Ro 1

es decir, existe una matriz no singular, constante, T, tal que para ¢t > 0 relaciona
sus vectores numéricos de fase como (t,y) = (t,Tx), y esta equivalencia algebraica
estricta implica la equivalencia topolégica. Aplicando este cambio de base en el espacio
de fase (1) obtendremos

. 0 1 0 0
y= 0 0 1 y+{ 0 |vly,
-Py —Qo —Ro 1
que puede escribirse como
yl = Y2
y2 = Y3,
Y35 = —P(v)y1—Q(V)y2 — R(V)ys,v €V.

La matriz de transformacién T se obtiene mediante operaciones algebraicas elemen-
tales y es igual a

3 . .
T= [A%b - (tra A)Ab + ZA(Z j.)b Ab—(traA)b  b|. (6)
%,j=1
i<

Es evidente que (6) es algebraicamente equivalente a la matriz de controlabilidad (2)
y es por tanto no singular.



66 M. NICARDO GARC/A & R. HING CORTON

La matriz (6) realiza una transformacién lineal afin del conjunto de los valores admi-
sibles de las perturbaciones v: = — (P — Py, Q — Qo, R — Rp) T~?, mediante la cual
el paralelepipedo V se transforma en el paralelepipedo oblicuo 2 definido por:

Q = (P,Q,R) | =v) < Ay; (P — Po) + A2: (Q — Qo) + i =13
- A3;(R—R0)S’U?Z YU
Py, = —detA; Qo
3 .
- t 7. - .
= Z ( i ), Rg = —tra A; (7
i,j=1
i<j
-T70 = [8y),  4,5=T13
En virtud de esta transformacién,
2
R2-3Q\%® (3R(3Q- R?)+ (R®—-27P -

¥y podemos demostrar el siguiente lema:

Lema 1 La funcién D(v) alcanza sus valores extremos sobre V' en la frontera de este
paralelepipedo:

mvirnD(v) = nal%,nD(v) = I%}ZH—D-(P’ Q,R).

Demostracién. Por la condicién necesaria de extremo local, los puntos estacionarios
en el interior de V deben satisfacer el sistema:

gradD(P.Q,R)T = 0.

Por ser T no singular,
oD _ oD _oD o
OR ~ 8Q ~ aP’

Este sistema sugiere trabajar sobre el paralelepipedo §2, donde las expresiones son més
sencillas, aunque la definicién de la regién es més compleja, contrario a lo que sucede
en el espacio de las variables v;, v, v3, donde son méas complejas las expresiones pero
es mucho més sencilla la regién V, y posteriormente obtener v mediante la transfor-
macién (7). En adelante trabajaremos simultdneamente con ambas representaciones.
El sistema (9) queda expresado como

27P - 9RQ + 2R® =0,
9PR ~6Q%+ QR? =0,
9PQ — 6PR?* + Q*R =0.
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La solucién del sistema es la curva,

-
c:{g:,_gg’ (10)
_ B

Analizando la posicién de C con respecto al paralelepipedo 2, se encuentran 2 posi-
bilidades:

1. CNintQ = @; por tanto D(P,Q,R) no tiene extremos en el int$2, por no
cumplirse la condicién necesaria; y como ) es compacto, la funcién debe alcanzar
sus extremos en la frontera de ).

2. CNintQ # B; en este caso ser4n infinitos los puntos estacionarios que se encuen-
tran en int{2, pero como € no es un conjunto acotado, no puede estar totalmente
contenido en int(), y entonces también hay puntos estacionarios en la frontera
del paralelepipedo.

Como todos los puntos estacionarios satisfacen (10), de la expresién (8) es evi-
dente que D(v) evaluado sobre C es igual a cero, por lo que son de extremos,
este mismo valor extremo; se alcanza en la frontera de , y por tanto en la
frontera de V, por lo que se puede reducir la biisqueda de estos a la frontera. |

Analisis sobre la frontera

Lema 2 La biisqueda de valores extremos sobre cada una de las caras del parale-
lepipedo V' puede reducirse a la bisqueda de valores extremos sobre las aristas y sobre
un conjunto finito de puntos en el interior de la cara.

Demostracién. Sea la cara

C(%’)’) = {V |v‘i = .-),,U?, Ivjl < 'vJO‘ylvkt < 1’2,{i,j,k} = {1’273}}; 3=m:7 € {—1’ 1}

Sobre el plano v; = yv) se verifica que
AP+ D2iQ 4 AsiR = ) + A1 Py + A9iQo + As; Ry = B. (11)

Analizaremos varios casos:

L 8i Aj; # 0, entonces de (11) se obtiene P = B — %ﬁ , ¥ la condicién necesaria

de extremo de D(v) sobre el plano (11) se convierte en
0D A9 0D 0D A3 0D - .
8Q —Auﬁ— ’ R AL OP —‘Oa D(V)-—D(P(Q,R),Q,R),

haciendo C = %2%, E= %‘l’f y sustituyendo las derivadas, se obtiene el sistema

polinémico muitivariado:

fi= 6Q?—QR?+ (27E —9R)(CR - EQ — B)
+E (2R® - 9RQ) = 0, 12
fo= —RQ*+ (6R?-9Q +27C) (CR - EQ - B)
+C (2R® - 9RQ) = 0.
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Denotemos F = {f1, f2}, y consideremos estos polinomios como elementos del
anillo de polinomios multivariados, con coeficientes en el campo de las fracciones
racionales Q(B,C, E). Hallamos una Base de Groebner para el Ideal(F) y
obtenemos:

8 7
GB =3 hi;R h1Q+ Y hai R = {1,092},

§=0 3=0
donde h;; = h;;(B, C, E) son polinomios.

Como Ideal(F) = Ideal(GB), para analizar las soluciones de (12) podemos hallar las
raices comunes de los dos polinomios en GB. Los coeficientes de estos polinomios son,
a su vez, funciones polinémicas de los pardametros, por lo que algunos pueden anularse;
esto nos obliga a analizar diferentes alternativas:

1. Si los coeficientes de g4, g2 son todos nulos, todos los pares (Q, R) satisfacen
el sistema (12), D(v) es constante en la cara C(i,y) y por tanto alcanza sus
valores extremos en las aristas de la misma.

2. Si en uno de los dos polinomios el tnico coeficiente no nulo es kg 6 hyg, entonces
el sistema ¢g; = 0, g2 = 0, y por ende el sistema (12), es no resoluble; este es el
caso en el que el polinomio de grado cero pertenece a GB; entonces, no existen
puntos estacionarios en el interior de la cara, y los extremos se alcanzan en las
aristas de estas.

Excluyendo estos dos casos, nos quedan atin las siguientes posibilidades:

3. Todos los coeficientes en g; son nulos:

(a) hg1 #0
® hy; = 0, i = 1,7; entonces existe un tinico valor de Q; = %ZQ que
satisface g, por lo que todos los pares (Q, R) son soluciones de (12).
El conjunto de puntos estacionarios es la recta = Q, paralela al eje
Q=0.
e Existe al menos hy; # 0,5 = 1,7; entonces, el conjunto de puntos
estacionarios es la curva definida por

7
Q=h3') hyR.
=0

(b) hg1 = 0: en este caso, el conjunto de puntos estacionarios estd definido por
los pares (Q, R), donde @ es arbitrario y las R son las raices del polinomio

7
thjRj,
=1

es decir, un conjunto finito de rectas paralelas al eje R = 0, definidas por
R=R;,i=T1,5s<T7.
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4. Existe un h;; # 0,5 = 1,8: entonces el polinomio g; puede tener un nimero
finito de raices reales, no més de 8, y debemos analizar dos variantes:

(a) ha; = 0: entonces, si la interseccién de las raices reales de g; con las raices
reales de Z;zo hoj B? = 0 es vacia, el conjunto de puntos estacionarios es
vacio, y la funcién D(v) alcanza sus extremos en las aristas de C(%,7).

Si hay raices reales comunes, el conjunto de puntos estacionarios estd cons-
tituido por las rectas R = R;,i = 1,5,s < 7, donde las R; son las raices
comunes.

(b) hs; # O: entonces por cada R;,i = 1,s,8 < 8, rafz real de g; = 0, encon-
tramos un iinico valor de @ definido por

7
Q=h3') hyRl, i=T35,

=0

por lo que el conjunto de puntos estacionarios sobre el plano (11) es finito
y vacfo. En este caso los extremos de D(v) sobre la cara pueden estar en
los puntos estacionarios contenidos en el interior de ella o sobre sus aristas.

En los casos 3(a), 3(b) y 4(a) obtenemos que el conjunto de puntos estacionarios es
infinito; en este Gltimo caso estd constituido por una o varias (hasta 8) curvas suaves
(diferenciables). Si estas curvas no se intersecan con el interior de la cara, entonces
no hay puntos estacionarios en este interior y los extremos se alcanzan en la frontera.
Si se intersecan con el interior de la cara, entonces intersecan a las aristas, ya que se
trata de conjuntos no acotados que no pueden estar contenidos en dicha cara. Veamos
ahora que sobre esas curvas D(P(Q, R), @, R) se mantiene constante. Sean (Q1, R)
y (Q2, R2) dos puntos sobre una de estas curvas que denominaremos I'; planteemos
la integral

D(P(Q21R2)7Q21R2) - D(P(QlaRl)an)Rl) = dD(P(QrR)’Q)R)
r

/r £1(Q, R)AQ + f2(Q, R)dR =0,

con lo que queda demostrado que aun cuando existan infinitos puntos estacionarios
en el interior de la cara, podemos restringir la bisqueda de extremos a la frontera de
la misma.

II. Si Ay; = 0y Ag; # 0, entonces de (11) se obtiene ) = B ~ %}{-R, por lo que

D(V) = |y,=v:00 D (P,Q (R), R), y la condicién necesaria de extremo sobre este

i

plano consiste en

8D 8D AyOD
55 =% 3E-Aesr =0
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haciendo C = %24} y sustituyendo las expresiones de las derivadas, se obtiene el
sistema polinémico multivariado

fi =6PR% — R(CR - B)? —9P(CR— B) = 0,
f2=2R3 4+ 2TP —9CRP + 6C(CR ~ B)? — (CR - B)(9R — CR?) = 0.

Denotemos F = {f1, fo}; considerando estos polinomios como elementos del
anillo de polinomios bivariados con coeficientes en el campo de las fracciones
racionales Q(B, C), hallamos una Base de Groebner para el Ideal(F) y obtene-

mos
5 4
GB = {Z hi; R} hyy P + thij} ,

=0 7=0

por lo que, andlogamente al caso I, se obtiene que los puntos extremos sélo
pueden alcanzarse sobre las aristas o sobre un conjunto finito de puntos esta-
cionarios en el interior de la cara.

HI. Si Ay = Ag; = 0, entonces por la condicién (2) Ag; # 0, y de (11) se obtiene que
R= Z%’ por lo que D(v) sobre el plano (11) se convierte en D(v) = D(P,Q, B)
y la condicién de extremos estd dada por
oD oD

=0 30=0

opP

Sustituyendo estas derivadas se obtiene

f1=6Q?~B2Q+9BP =0,
f2=27P —-2B% +9BQ = 0.

La base de Groebner para el Ideal(F), est4 dada por
GB ={9Q° - 6B’Q+ B* —2B%+27P+9BQ} = {91,062} .

Teniendo en cuenta que el primer polinomio de la base es un cuadrado perfecto,
. , . 3 2 ”
se obtiene una raiz comin (—237—, %—), que no est4 en el paralelepipedo (2, ya

que si B < 0, entonces R < 0; si B > 0, entonces P < 0, por lo que los extremos
se alcanzan en los extremos de la cara. §

Teorema 1 El intervalo de matrices (3) es absolutamente no oscilante si, y sélo si,
se verifica que D(v) > 0 para el conjunto finito de puntos definidos por:

1. Parai=13 yv € {-1,1},{4,5,k} = {1,2,3},j < k,
A]_i = (kaz'j - bjﬁk)b; A]i = (bkaj - bjak)Ab - Al,-tra.A;
m n

m,n=1
m<n

3
Ag; = (-ﬁkbaj — Ejbak)(Ab - btraA) + Agitra A — Ay Z A ( mon ) H
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' 3
Po,; = —detA — EiAb - E,-btraA -+ b,‘ Z A ( st ) ’7,"0?;

s t
s,t=1
s<t
2 s t
Qoi = Z A( s ¢ ) — (@;b — bitra A) 'y,vv?;
s,t=1
s<t

Ry; = tra A — bi'yiv?,
hacer v; = v? y
‘ P + detA
'Uj Alj Azj Agj ) 3 i .7
= —Sii=1Al | " ,
(vk> ( ASPRACTRA S Q- i iJ
R+tra A
siloj| <of,  Juel SR,
donde P,Q y R son las raices reales de

(a) el sistema polinémico multivariado

CQ? - QR? + (27E — 9R)(CR - EQ — B) + E(2R® — 9RQ) = 0,
—RQ? + (6R% — 9Q + 27C)(CR + EQ — B) + C(2R® — 9RQ) = 0,
P=B-CQ-ER,

Asz; Ag;
b E = b
Ay AVE

st Ay; # 0 y éste tiene un nimero finito de raices;

B =CRoi + EQoi — Po;, C=

(b) el sistema polinémico multivariado

6R2P — R(CR — B)? — 9P(CR — B) =0,
2R3 + 27P — 9CRP +6C(CR — B)? — (CR — B)(9R — CR?) = 0,
Q=B - CR,

Asz;
B = CRy; + Qoi, = ‘A‘z—g

st Aq; =0, Ag; # 0 y éste tiene un nimero finito de raices;
(c) el sistema polinémico multivariado
6Q? + B%Q + 9BP =0,
27P —-2B3 +9BQ =0,
R =B,

s Ali = 0, Azi =0.
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2. Parai,j =13, w,7; € {-1,1},{i.5,k} = {1,2,3},

3
POk = POi — EJAb - 'djbtraA -+ bj Z A- ( z i ) FYjv_(j)a (13)
7 s,t=1
s<t

QOk = QOi — (ajb — bjtraA) 'ij?, Ror = Ro.,; - bj’)’j’l)?,
hacer v; = v, v; = ;0.
(a) 8% bx # 0, hacer v = —-31:(R — Rox), donde R son las raices de la ecuacion
cibica

2(C§k — 401k)R3 + (3021;(3% +9C1x — 203]:) - 6Blk)R2 + (sz(sz
+18C4 — 120§k) — 27C?k -+ 1831k02k)R + (gBlk(sz - 3C'1k) (14)
~6B3,Cax) =0,

3
1(_ — s t
Cik = ™ arAb — Grbtra A + b E A ( s ) ;

t
s,t=1
8<t

. v
Cor = ™ (@xb — bxtra A), Byx = Pox — CixRok, Box = Qor — CaxRox,
que satisfacen
luk| < vp (15)

st la ecuacién tiene un nimero finito de soluciones.

(b) Sibr =0 yarb — by TraA # 0, entonces

1
Vg = —al—)(Q — Qox),
donde Q son las rafces de la ecuacién cuadrdtica

—2B3, Csi + 9B3x Bax — 27B3Cax — 6Q%+

(—27C2, + B2, + 18B4Cax)Q = 0, (16)

s t
GpAb—Tibira A+bx Y s.¢=1 A
Car = s<t s t

3k = arb—bitra A *
B3y = Por — CaxQoxk,

By, = Rog,

que satisfacen (15).
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(c) Sibr =arb =0, entonces, vi = a{l&u—tﬁ—'d’
donde P son las raices reales de la ecuacidn lineal
—27P + 2Bgi(—2B%;, + 9Bsx) = 0, an

Bsk = Qox;,  Bsx = Rok,
que satisfacen (15).

3. Para 7vi,vj, v € {—1,1}, hacer v; = yivd, = 7jvg, Vk = YEUD.
Demostracién. Por el Lema 2 debemos buscar
rg%,n D(v) = ng}zn—D-(P, Q,R).
Fijamos una de las caras
v=mw, wme{-1,1}, i=T13, {i,4k}=1{123},
logl <02, vl < v?, j<k.

Los resultados 1(a), 1(b) y 1(c), se deducen directamente del Lema 2.

De ellos se obtiene el conjunto de los posibles puntos de extremos en el interior de la
cara analizada, el cual puede ser vacio. Pasamos al anélisis de las aristas.

Para esto se fija la arista definida por
A(i)ja’Yiv'Yj) = {VGVl’lJi:"/i‘Uio, vj=7]'v;')}1 |vk| S’U?,
{,ik} = 1,23 wmme{-L1}, §jel3, i<y

Sobre la arista se obtiene que

3
_ — t
P(V) = Por — | GxAb — Gxbtra A + by Z—:IA. ( j : ) Vi,
pos
Q(v) = Qox — (@xb — btra A) vy, (18)

R = Ror — by g,
donde Pgx, Qox y Rox estdn definidas por (13).

o Si by # 0, entonces a partir de la tercera ecuacién de (18) se obtiene
1
v = —3~(R — Rog). (19)
k

Sustituimos(19) en P y @ y obtenemos

P(v)=Pok—(?ikAb—EkbtraA+bk f: A(j z)) ("i(R“ROk)),

8,t=1s<t
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Q(V) = Qor — (axb — bitra A) (—%(R - Rmc)) ) (20)

Aplicando la condicién necesaria de extremo a la funcién D(v) evaluada sobre
la arista y sustituyendo en esta expresién las expresiones (20), encontramos la
ecuacién cibica (14). Las soluciones reales de esta ecuacién dependientes de R
son sustituidas en (19), obteniendo valores de v;. Si estos valores se encuentran
dentro de la arista, es decir, si se satisface la desigualdad (15), existe un punto
estacionario dentro de la arista y se pasa a analizar otra arista.

Si by = 0y @b # 0, podemos, a partir de la segunda ecuacién de (18), expresar
VU COMO

vp = “a.—:g(Q ~ Qo). (21)

La expresién (21) sustituida en la primera y tercera ecuacién de (18) permite
encontrar P y R en funcién Q:

P(V) = Py — (EkAb — Gibtra A) (—E’C]:B‘(Q - on)) » (22)

R(V) = ROI: .

Luego de aplicar la condicién necesaria de extremo a la funcién D(v) evaluada
sobre la arista, sustituimos (22) y encontramos la ecuacién cuadratica (16). Las
raices reales de esta ecuacién evaluadas en (21) permiten encontrar valores de vy,
que pueden o no encontrarse dentro de la arista, por lo que debemos comprobar

_la desigualdad (15). Si se satisface esta desigualdad entonces se garantiza que

existe un punto estacionario dentro de la arista y se pasa a analizar otra arista.

Si by = 0 = @xb = 0, entonces por la condicién de controlabilidad @ Ab # 0, y
por tanto es posible despejar v de la primera ecuacién de (18):

1
axAb

Vg = (P ~ Por). (23)

La expresién (23) es sustituida en el resto de las ecuaciones de (18), obteniéndose
que

Q(v) = Qok, R(v) = Rog.

Estas expresiones son sustituidas en la expresién que se obtiene al aplicar la
condicién necesaria de extremo a la funcién D(v) evaluada sobre la arista, en-
contrando la ecuacién (17), que es una ecuacién lineal. La solucién de esta
ecuacién es sustituida en (23) y obtenemos el valor de v; este puede o no en-
contrarse sobre la arista, es decir, es necesario comprobar la desigualdad (15).
Si se satisface esta desigualdad, entonces se garantiza que existe un punto esta-
cionario dentro de la arista y se puede pasar a analizar otra arista.



CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES DE NO OSCILACION ABSOLUTA. ..

Después de analizar todas las aristas, analizamos los vértices, que son los puntos
descritos en el caso III.

Si en todos estos puntos se satisface que D(v) > 0, entonces el intervalo de matrices
A es no oscilante.

Podemos observar que el ndmero de puntos en los que se evaliia D(v) no excede de
92, ya que en cada cara se obtendrian comno méximo 8 pares de valores reales, para un
total de 48 evaluaciones; en cada arista como méximo se obtienen tres valores reales
para un total de 36 evaluaciones, més los 8 vértices, por lo que existen condiciones
para disefiar un algoritmo.

3. Conclusiones

En este trabajo se han demostrado condiciones necesarias y suficientes para la no
oscilacién absoluta de una clase de intervalos de matrices de tercer orden. Las mismas
han sido algoritmizadas para lograr que sean de ficil manejo en célculos ingenieriles.
El algoritmo fue implementado y comprobado en diferentes ejemplos numéricos.
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