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Resumen

En el presente trabajo se demuestran las propiedades de un modelo matemaético
de sorcién dindmica con cinética de difusién mixta; en particular, se demues-
tran la positividad y negatividad de las derivadas parciales de la solucién y la
dependencia continua de la solucién del coeficiente 3(£), y se presentan algunos
experimentos numéricos.

1. Introduccién

La sorcién consiste en la divisién de la sustancia sorbida (de sus componentes quimicos)
en fases (es decir, el movimiento de sustancias disueltas de un estado solvente a uno
sorbente, o de material sorbente).

La divisién de sustancias disueltas en fases est4 condicionada por la afinidad relativa
de dichas sustancias respecto al solvente y al sorbente, afinidad que es fundamen-
talmente un fenémeno molecular y se encuentra en funcién de una gran variedad de
mecanismos quimicos, fisicos y electrostaticos.

La absorcién (adsorcién) de los gases en los liquidos (sélidos) es una de las técnicas
mas utilizadas para controlar la composicién de los gases residuales industriales antes
de su descarga en la atmésfera.

La limpieza de residuos por el método de absorcién consiste en dividir la mezcla
gaseosa en componentes; a través de la absorcién uno o varios de los componentes de
la mezcla gaseosa (absorbato) quedan atrapados por un sorbente liquido (absorbente)
que conduce a la formacién de una solucién.

I Profesor Titular, Escuela de Mateméticas, Universidad Industrial de Santander, A.A. 678, Bu-
caramanga, COLOMBIA.

**Profesora Asistente Universidad Auténoma de Bucaramanga, A.A. 1642, Bucaramanga,
COLOMBIA.

77




78

HENRY LAMOS & YANETH ORELLANA

El método de adsorcién estd fundamentado sobre las propiedades fisicas de ciertos
cuerpos sélidos, con una estructura ultramicroscépica, de extraer selectivamente y
concentrar sobre su superficie componentes de la mezcla gaseosa. En calidad de
adsorbentes se eligen sustancias que tengan un érea de superficie grande por masa
unitaria.

El presente trabajo est4 dedicado al estudio de las propiedades de un modelo matemético
de la sorcién dindmica con cinética de difusién mixta [7].

2. Planteamiento del modelo matematico

Supéngase que una columna cilindrica de seccién transversal constante (el eje del cual
lo tomamos como el eje de coordenadas i), se llena uniformemente con granos de un
sorbente (con coeficiente de porosidad igual a € (0,1)), y se hace pasar por ella un
gas con velocidad contante igual v, bajo temperatura constante. La concentracién
del gas en la entrada de la columna es igual a ©(t). Imaginemos el grano dividido
en dos partes: la superficie del grano, con volumen ap, se considerard como una de
las partes, en la cual la concentracién del gas absorbido es igual v(z,t); y la otra,
la parte interna del grano, con volumen igual a (1 — ag) y concentracién c(z, t).
Condicionalmente consideraremos que el proceso de difusién externo estd unido con
la capa superficial, y que el intercambio entre capas en el sorbente est4 ligado con el
proceso de difusién interno. Representemos por u(z,t) la concentracién del gas en el
flujo, por a(z,t) la concentracién del gas absorbido y por y{(z,t) la concentracién en
equilibrio con la concentracion v(x, t) en la parte de la superficie del grano. El proceso
de absorcién dindmica con cinética de difusién mixta, la cual no estd en equilibrio,
puede ser descrito por el siguiente problema:

vuz(z,t) + ay(z, t) = 0, (z,t) € Qr, 1)

ai(z,t) = Blu(z,t) —y(z,t)), (z,t) € Qr, , (2)

7’(37’ t) = f(y(:c, t))a (myt) € Qr, (3)

- a(z,t) = agu(z, t) + (1 — ap)e(x, t), (z,t) € Qr, (4)
c(z,t) = v(v(z,t) —c(z,t)), (z,t) €Qr, (5)

uw(0,t) = p(t), 0<t<T, - (6)

a(z,0) = c¢(z,0) = 0, 0<z < (7)

aqui Qr = {(z,t) : 0<z <!, 0<t<Thv= V1755, B, Yo son los coeficientes
cinéticos positivos de difusién externa y de difusién interna respectivamente, oq es
una constante también positiva, ap < 1, y la isoterma de sorcién f(£) es una funcién
mondtona creciente tal que f(0) = 0.

Consideremos que en el modelo (1) —(7) el coeficiente 3 es funcién de la concentracién
u.

Antes de pasar a la investigacién de este modelo hagamos algunas transformaciones
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en él. Representemos por F(£) la funcién inversa a f(£). Realizando transformaciones
simples, escribimos a (1) — (7} de la siguiente forma:

vug(z,t) + Blu)(u(z,t) - y(z,t)) =0, (z,t) € Qr, (8)
ar(z,t) = Blu)(u(z,t) — y(z,t)), (=,t) € Qr, 9)

y(l‘,t) = F(’U(Il),t)), (E,t) € QTa (10)

oz, t) = —(T_La—(;;a(x,t) - (T%;Sv(x, t), (z,t) € Qr, ay
ci(z,t) = v(v(z,t) —c(z,t)), (z,t) € Qr, (12)

w(0,t) = u(t), 0<t<T, (13)

a(z,0) = ¢(z,0) =0, 0<z<l. (14)

Despejando de (8) — (12) las funciones y(z,t) y ¢(z, t), obtenemos las siguientes ecua-
ciones para u(z,t), a(z,t) y v(z,t):
vugz(z,t) + B(u)(u(z,t) — F(u(z,1))) =0, (z,t) € Qr,
a:(z,t) = B(u)(u(z,t) — F(v(z,1))), (1) € Qr,

e+ Z—‘;v = %?u + Z—‘;a - ﬁ—s:—)F(v), (z,t) € Qr

Introduciendo las representaciones

0 1

, E—a

ag ap’

obtenemos como resultado final el siguiente problema inicial-contorno:

Vg + B(u)u = B(w)F(v), (z,t) € Qr, (15)

a; = B(u)(u — F(v)), (x,?) € Qr, (16)

v+ 90 =10+ M) - F(),  (2.8) € Qr, (17)
u(0,t) = u(t), 0<t<T, (18)

a(z,0) = v(z,0) =0, 0<z <, (19)

Anotemos que A > 1, ya que 0 < ap < 1.

3. Propiedades de la solucién del problema (15)-
(19)

Teorema 1 Sea dado el problema (15) (19), y supdngase que las funciones u(t), B(€)
F (&) satisfacen las siguientes condiciones:

pe CHO,T), w(0) =0, 4'(t) > 0, t € [0,T), (20)

H

,BGCI(—OO,OO), 0<dl Sﬂ(é)sd2s
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0< B'(€) < ds,para £ € (—00,00), d; —const, i=1,23, (21)
y
F € C'-o0,00), F(0)=0; 0<F'(§)<ec, (22)
para £ € (—00,00), c1 — const.

Entonces existe solucidn inica {u(z,t),a(z,t),v(z,t)} tal que u,a,v € C'[Q7] ¥
u,a,v satisfacen (15)-(19). Ademds,

w(z,t) > 0, as(z,t) > 0, vz, t) > 0, (z,t) € Qr°, (23)
ug(z,t) < 0, az(z,t) <0, vg(z,t) < 0, (z,t) € Qr°, (24)

donde Qr° = {(z,t),0<z < L,0 <t < T}.

Proof. Integrando (15)-(19) y realizando transformaciones simples obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones integrales para las funciones u(z,t), a(z,t), v(z,t) en

Qr:

u(z,t) = u(t)exp {——/Oz ﬁ(u(s,t))ds} + /0I exp {— /: ,B(u(s,t))ds} x (25)
X B(u(§, t)) F(v(€, ))dE.

a(x,t) = /0 p(7)B(u(z, 7)) exp {—/Oz a(u(s,r))ds} dr — (26)
- /ot Blu(z, 7)) F(v(z, 7))dT +
+ fot /0” Bu{z, 7)) exp {_ ‘/: a(u(s,-r))ds} ao(u(&, 7)) F(v(&, 1))dédr,

t -
v(z,t) = /0 w(7)B(u(z, 7)) exp {—/0 Blu(s, -r))ds} dr + @7
+ /0z /Ot exp {—/0” B(uls, T))ds} B(u(z, 7)) B(u(é, 7)) F(v(€, 7))dédr —
‘/O B(uw(z,T))F(v(z,T))dT —
B /ot exp {—7(t — 7)} B1(ulx, 7)) exp {— /: B(u(s, T))ds} w(r)dr —

- [ ewtmae-reatz mexe - [ ptuteras) x
xB(u(, 7)) F(v(€, 7))drdE +
+/0 exp {—v(t — 7)} Ba(ule, 7)) F(v{z, 7))dr,
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donde £ (u) = B(u) — AB(u).
Por lo tanto, si las funciones u(z,t), a(x,t) y v(z,t) son soluciones del problema
(15)-(19), entonces ellas satisfacen (25)-(27). Por otro lado, si las funciones

u(z,t), a(a,t), v(z,t)eC{Qr]
satisfacen el sistema (25)-(27), entonces en Q7 existen las derivadas continuas ug, a;,
¥ s, y las funciones u, a, v satisfacen (15)-(19).

Utilizando el método de sucesiones aproximadas se demuestra que el sistema de ecua-
ciones integrales (25)-(27) tiene solucién unica, la cual pertenece al espacio C[Qr].
En forma anédloga a como en hizo en [4], se puede demostrar que

u(z,t),a(z,t) y v(z,t) € CI[QT]'

Demostremos ahora las desigualdades (23)-(24).

Puesto que las funciones u(z, t), a(z,t), v(z,t) € C*[Q7], de (15)-(19) se sigue que las
derivadas ., as, v existen y son continuas en el rectdngulo Q7.
Consideremos las funciones

Z(.’I},t) = ut(x7 t)7 p(a:,t) = a't(x’ t)a Q(x’ t) = 'Ut(.’l’:,t),

las cuales son soluciones del siguiente problema:

vzg + [ﬂ'(U)u + B(u) - B'(w)F(v)]z = B(u)F '(v)q, (z,t) €Qr,  (28)
= [B'(u)u + B(u) — B'(w)F(v)] 2 — B(w)F'(v)g, (2,t) € Qr, (29)

g +vg="p+ Elo'pty ’(-’c, t) € Qr, (30)

z(0,t) = u'(t), 0<t<T, (31)

p(z,0) = g(z,0) =0, 0<z<l. (32)

Representemos por ®(z,t) = f'(u)u + f(u) ~ §' (u)I;"(v).

De (28)-(32) se desprende que las funciones z, g satisfacen en @ el siguiente sistema
de ecuaciones integrales:

z(z,t) = p'(t) exp{~1/u /0z Q(s,t)ds}
+ 5 [ew {-u [ o nas} st nr e nate e, (39

dzt) = /OteXP{—v(t—T)w\ [ state. otz s} x
[w(x N+ 280 )} . (34)
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Por otro lado
t 1 t
ae.t) =7 [ em{=rt =N} ple, i + - [ exp{=a(t =iz riar. (3)
Integrando por partes la 1ltima expresién tenemos
1 1 ¢
det) = 7 [ et~} ple,r)dr + oo exp{=1(t =)} ol -
v t
— / exp {—v(t — 1)} p(z, 7)dr. (36)
Qg 0

Reemplazando esta expresién en la ecuacién (29), obtenemos

ot 2P = 0(a.1)s - 7 [0 - 2| P0) [ exp (e = Dbt

0
(37
Resolviendo la ecuacién (37) y cambiando los limites de integracién tenemos

plz,t) = /oexp{——l/ao/ ﬁ(u(z,s))F’(v(m,s))ds}<I>(:c,7')z(:c,'r)d‘r

—y [1 - al—o-] /otp(x, 8) [/of exp{—l/ao /Tt ﬂ(u(x,s))F'(v(x,s))ds} x

(u(z, 7)) F'(v(z, 7)) exp { —v(7 — )} dT] df. (38)

De (33),(29),(30) también se deprende que z(z,0) = p/(0) exp {—1/v fox ®(s,0)ds} >

‘0, pe(z,0) = ®(z,0)2(z,0) > 0, ¢:(z,0) = &(z,0)/apz(z,0) > 0 para z € [0,]], ya que

®(z,0) = B (u(z,0))u(z,0) + B(u(z,0)) — B (u(z, 0)) F(v(z,0)) > 0. (39)

Por lo tanto, existe un ty € (0,7 tal que z(x,t) > 0, p(z,t) > 0, g(z,t) > 0y
®(x,t) > 0 para todo z € [0,!], t € (0.%0]. Supongamos que la positividad de las
funciones 2(z,t), p(z,t), q(z,t), ®(x,t) para (z,t) € Qr° no tiene lugar. Entonces
existen t; € (to, T, z1 € (0,!] tales que, z(z,t) > 0, p(z,t) > 0, g(z,t) > 0, ®(z,t) >0
para z € [0,1], t € (0,%1),

Z(Z?l,tl)p(ml,tl)q(l'],tl)Q(l‘],t]) = 0 (40)

Esta igualdad tiene lugar cuando se haga cero aunque sea uno de los miembros.
Demostremos que esto no se puede dar. En efecto, de (33) se desprende que 2(x,¢;) >
0, de (34) g(z1,t1) > 0, de (38) p(z1,t1) > 0y ®(z1,t1) > 0. Asi que las suposiciones
hechas no son verdaderas y las desigualdades (23) quedan demostradas.

Las desigualdades (24) se demuestran de manera andloga. |



UN MODELO DE SORCION DINAMICA CON COEFICIENTE DE DIFUSION VARIABLE

Corolario 1 . Si las funciones {u(z,t),a(z,t),v(z,t)} son soluciones del problema
(15) — (19) y se satisfacen las condiciones (20) — (22), y F(+o00) > u(T), entonces
para cualgquier T € (0, T} en Q. son vdlidas las siguientes desigualdades:

0 < ufz,t) <u(0,7) = p(r), (41)
0 < a(z,t) <a(0,7), : (42)
0 < v(zt) < flu(z,t)) < f(u(r)) (43)

Proof. Las desigualdades (41)-(42) son consecuencias inmediatas del Teorema 1
y de la no negatividad de la funcién v(zx,t). Demostremos la cota superior de la
funcién v(z,t). De la ecuacién (16) y de la desigualdad (23) para a;(z,t) tenemos que
u(z,t) > F(v(x,t)) en Q,. De la dltima desigualdad y del crecimiento monétono de la
funcién f(£) (funcién inversa de F(€)) se desprende que v(z,t) < f(u(z,t)) < f(u(r))
en @, y la desigualdad (43) queda totalmente demostrada. i

4. Dependencia continua de la soluciéon del coefi-

ciente ((§)

Teorema 2 Supongamos que las funciones p(t), 5;(€), i = 1,2, y F(£) satisfacen las
condiciones (20) — (22) respectivamente.
Si

U (.’E, t)) a'l(m, t)’ ’01(.’13, t) y Uz(l', t)1 0'2(1" t)a ‘Ug(z‘, t)

son soluciones del problema (15)-(19), definidas por las funciones

u(t), Br(&) v ult), B2(8),

respectivamente, entonces

Ogmé?,%)étSTlul(x’t)—w(z’t)l < klBi(€) = B2 cro, Ry (44)

OSzgﬁtSTlal(%t)—42(3«',1")| < k2l|B1(€) — B2(é)licro,ny» (45)
OSzg,%JétSTlvl(m,t)—vz(zyt)| < k3l|Bulé) - B2(é)licio,my (46)

donde k1, k3, k3 son constantes positivas y R = u(T).
Proof. Introduzcamos las siguientes funciones:

q(:l),t) = l(x7t) - u2(x' t);p(x) t) = al(xat) - a2(x,t);
w(z,t) = wv(z,t)-vela,t);  2(E) = L) - B()

De (15)-(19) se desprende que las funciones g¢(z,t), p(z,t), w(z,t) son solucién del
problema

vg, + r(z,t)q = z(ug(x,t))g(z,t) + Bz, t)w, (z,t) € Qr, (47)
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D= ’l"(.’t, t)q - z(“?(‘v’t))g(x’t) - —B—(xvt)w’ (m»t) € Qr, (48)

wi + yw = vp + N[r(z, t)q — 2(ua(z, t))g(x, t) — B(z, t)w), (z,t) € Qr, (49)
¢(0,t) =0, 0<t<T, (50)

p(z,0) = w(z,0) =0, 0<z <!, (81

donde
9(z,t) = F(u(z,t) ~u(z,?),

ra,t) = Balua(,t) - g(z,t) / B [ua(, ) + B(us (2, £) — ua(z, 1)]d6,

1
Ble,t) = falua(z,)) /0 F(va(r, ) + 801 (2, 1) — valz, £)])db.

Para este problema se obtiene la siguiente representacién integral para la solucién [8]:

wet) = [ stwale ate e {7 [ e} ae

z i
w5 [ [ Bate gt m)stuate i (52

donde Bg(z,&,t,7) es una funcién continua junto con sus primeras derivadas parciales
en0<z<€<L[,0<t<7<T. Por lo tanto,

a0 < [ exe{ =3 [ r(s.0pas | Iatuate, rllte. e

1 x t
5 [ [ 1Bs@ennlme e @oeern ()
0
De la desigualdad 0 < u(z,t) < u(7) se desprende que

N < — .
o 12(ua(@, )] < 1B1(O) — Ba(Ollco.m (54)
Del hecho de que la funcién Bg(z,&,t,7) es acotada y de que g(z,t) también lo es,
obtenemos la cota (44) utilizando la desigualdad (54) en (53). De igual forma, con la
representacién para w(z,t) obtenemos la cota (46).

Demostremos la desigualdad (45). Integrando (48) con la condicién p(z,0) = 0,
obtenemos

p(:r,t):/o r(x,'r)q(x,r)d'r—/o z(uz(x,r))g(x,T)dT—/o B(z, 7)w(z, T)dr.

De esta representacién para p(z,t) y de las cotas (44), (46) se obtiene la cota (45), y
el teorema queda demostrado. i
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5. Resultados de los experimentos numéricos

Para los modelos matematicos del proceso de sorcién dindmica tienen un valor im-
portante los métodos numéricos para la solucién de los problemas de contorno-inicial
debido a que sélo en algunos casos particulares se obtienen soluciones analiticas.

Se desarrollaron una serie de cdlculos numéricos para diferentes formas de isotermas
de Langmuir y diferentes concentraciones iniciales, donde se ve que el frente de la
concentracion depende sustancialmente de los coeficientes.

En las gréficas (1)-(3) se muestra la solucién del problema directo para los siguientes
datos:

Distribucion de una sustancia absorbida en una colsnna

uxD

Figura 1. Perfiles de u(z,t)

Figura 1;
f(8) = 25 u(t) = 1; Bu) = iy(u) =L v =1;1=10,T =1
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Distribucién de une sustancia sorbicds en una columna

L.

i s 4

Figura 2. Concentraciones u(z,t).
Figuras 2-3:
f(s) = 1"_’:3; ut) = 1 —exp(—t); Bu) = Liy(uw) = 1; v = 0.4, A = 15; | = 10;
T=1

Distribucién de una sustancia sorbida en una columna

o 0f 02 D3 O« O 06 D 02 OS5 1

Figura 3. Perfiles de u(z,t).
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