
Revista INTEGRACIÓN
Universidad Industrial de Santander
Escuela de Matemáticas
Vol. 15, No 2, p. 77-'87, julio-diciembre de 1997

Un modelo de sorción dinámica con
coeficiente de difusión variable
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Resumen

En el presente trabajo se demuestran las propiedades de un modelo matemático
de sorción dinámica con cinética de difusión mixta; en particular, se demues-
tran la positividad y negatividad de las derivadas parciales de la solución y la
dependencia continua de la solución del coeficiente (3({), y se presentan algunos
experimentos numéricos.

La sorción consiste en la división de la sustancia sorbida (de sus componentes químicos)
en fases (es decir, el movimiento de sustancias disueltas de un estado solvente a uno
sorbente, o de material sorbente).
La división de sustancias disueltas en fases está condicionada por la afinidad relativa
de dichas sustancias respecto al solvente y al sorbente, afinidad que es fundamen-
talmente un fenómeno molecular y se encuentra en función de una gran variedad de
mecanismos químicos, físicos y electrostáticos.
La absorción (adsorción) de los gases en los líquidos (sólidos) es una de las técnicas
más utilizadas para controlar la composición de los gases residuales industriales antes
de su descarga en la atmósfera.
La limpieza de residuos por el método de absorción consiste en dividir la mezcla
gaseosa en componentes; a través de la absorción uno o varios de los componentes de
la mezcla gaseosa (absorbato) quedan atrapados por un sorbente líquido (absorbente)
que conduce a la formación de una solución.
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El método de adsorción está fundamentado sobre las propiedades físicas de ciertos
cuerpos sólidos, con una estructura ultramicroscópica, de extraer selectivamente y
concentrar sobre su superficie componentes de la mezcla gaseosa. En calidad de
adsorbentes se eligen sustancias que tengan un área de superficie grande por masa
unitaria.
El presente trabajo está dedicado al estudio de las propiedades de un modelo matemático
de la sorción dinámica con cinética de difusión mixta [7).

Supóngase que una columna cilíndrica de sección transversal constante (el eje del cual
lo tomamos como el eje de coordenadas x), se llena uniformemente con granos de un
sorbente (con coeficiente de porosidad igual a /'i, E (0,1», y se hace pasar por ella un
gas con velocidad contante igual Vl bajo temperatura constante. La concentración
del gas en la entrada de la columna es igual a p,(t). Imaginemos el grano dividido
en dos partes: la superficie del grano, con volumen ao, se considerará como una de
las partes, en la cual la concentración del gas absorbido es igual v(x, t); y la otra,
la parte interna del grano, con volumen igual a (1 - ao) y concentración c(x, t).
Condicionalmente consideraremos que el proceso de difusión externo está unido con
la capa superficial, y que el intercambio entre capas en el sorbente está ligado con el
proceso de difusión interno. Representemos por u(x, t) la concentración del gas en el
flujo, por a(x, t) la concentración del gas absorbido y por y(x, t) la concentración en
equilibrio con la concentracioú v(x, t) en la parte de la superficie del grano. El proceso
de absorción dinámica con cinética de difusión mixta, la cual no está en equilibrio,
puede ser descrito por el siguiente problema:

VU.,(x, t) + at(x, t) = O,
at(x, t) = (3(u(x, t) - y(x, t»,

v(x, t) = f(y(x, t»,
a(x, t) = aov(x, t) + (1 - ao)c(x, t),

Ct(x, t) = 'Yo(v(x, t) - c(x, t»,
u(O, t) = p,(t),

a(x, O) = c(x, O) = O,

(x, t) E QT,
(x, t) E QT,
(x, t) E QT,
(x, t) E QT,
(x, t) E QT,
OS t S T,
O S x Sl;

aquí QT = {(x, t) : O S x S l, O S t S T}, v = Vll~l<' (3, 'Yoson los coeficientes
cinéticos positivos de difusión externa y de difusión interna respectivamente, ao es
una constante también positiva, ao < 1, y la isoterma de sorción f(f,) es una función
monótona creciente tal que f(O) = O.

Consideremos que en el modelo (1) - (7) el coeficiente {3es función de la concentración
u.
Antes de pasar a la investigación de este modelo hagamos algunas transformaciones



en él. Representemos por F(e) la función inversa a f(e). Realizando transformaciones
simples, escribimos a (1) - (7) de la siguiente forma:

l/U",(x, t) + ,B(u)(u(x, t) - y(x, t» = O,
at(x, t) = ,B(u)(u(x, t) - y(x, t»,

y(x, t) = F(v(x, t»,
1 ao

c(x, t) = ( )a(x, t) - ( )v(x, t),1-ao 1-ao
Ct(x, t) = "Yo(v(x, t) - c(x, t)),

u(O, t) = ¡.t(t),

a(x, O) = c(x, O) = O,

(x, t) E QT,
(x, t) E QT,
(x, t) E QT,

(x, t) E QT,

(x,t) E QT,
O:::; t:::; T,
O:::; x :::;l.

(8)
(9)

(10)

(11)

(12)
(13)
(14)

Despejando de (8) - (12) las funciones y(x, t) y c(x, t), obtenemos las siguientes ecua-
ciones para u(x, t), a(x, t) y v(x, t):

l/U",(x, t) + ,B(u)(u(x, t) - F(v(x, t») = O,
at(x, t) = ,B(u)(u(x, t) - F(v(x, t))),

"Yo ,B(u) "Yo ,B(u)
Vt + -v = --u + -a - --F(v),

ao ao ao ao

Introduciendo las representaciones

"Yo
'Y= -,ao

1>.= -,ao

(x, t) E QT,
(x, t) E QT,

(x, t) E QT.

l/U",+ ,B(u)u = 8(u)F(v),
at = ,B(u)(u - F(v)),

Vt + "Yv= 'Ya + >',B(u)(u - F(v»,
u(O, t) = ¡.t(t),

a(x, O) = v(x, O) = O,

(x, t) E QT,
(x, t) E QT,

(x, t) E QT,
O:::; t:::; T,
O:::; x :::;l,

(15)
(16)

(17)
(18)
(19)

3. Propiedades de la solución del problema (15)-
(19)

Teorema 1 Sea dado el problema (15) (19), Y supóngase que las .funciones ¡.t(t), ,B(e),
F(e) satisfacen las siguientes condiciones:

¡.t E C1[0,T], ¡.t(0) = O, ¡.t'(t) > O, t E [O,T],

,B E C1(-oo,oo), O < dI:::; ,B(e):::; d2,



F E e1(-00, (0), F(O) = O; 0< F'(e) < Cl> (22)

para e E (- 00, (0), C1- consto

Entonces existe solución única {u(x,t),a(x,t),v(x,t)} tal que u,a,v E el [QTJ y
u, a, v satisfacen (15)-(19). Además,

Ut(x, t) > O, at(x, t) > O,
ux(x, t) < O, ax(x, t) < O,

donde QTO = {(x,t),O ~ x ~ l,O < t ~ T}.

(x, t) E QTO,
(x,t) E QTO,

(23)
(24)

Vt(x, t) > O,
vx(x, t) < O,

Proof. Integrando (15)-(19) y realizando transformaciones simples obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones integrales para las funciones u(x, t), a(x, t), v(x, t) en
QT:

u(x, t) = ¡.¿(t)exp { -l
x

,8(u(s, t))ds}+ l
x

exp {- ~x ,8(u(s, t))ds } x (25)

x,8(u(e, t))F(v(e, t))de,

a(x, t) = lt
¡.¿(r),8(u(x,r)) exp {-lx

a(u(s, r))ds } dr - (26)

-l
t

,8(u(x,r))F(v(x,r))dr +

+ lt
l
x

,8(u(x, r)) exp {- ~x a(u(s, r))ds } a(u(e, r))F(v(e, r))dedr,

v(x, t) = lt

¡.¿(r),8(u(x,r)) exp {-lx
,8(u(s, r))ds} dr + (27)

+ l
x lt

exp {-lx
,8(u(s, r))ds } ,8(u(x, r)),8(u(e, r))F(v(e, r))dedr -

-l
t

,8(u(x, r))F(v(x, r))dr-

-ltexp{-"((t-r)},81(u(x,r))exp{-lX ,8(u(S,r))ds}¡.¿(r)dr-

-lx lt
exp {-"((t - r)},81 (u(x, r)) exp { -lx ,8(u(s, r))ds } x

x,8(u(e, r))F(v(e, r))drde +

+lt
exp {-"((t - r)},81 (u(:c,r))F(v(x, r))dr,



donde f31(U)= f3(u) - >'f3(u).
Por lo tanto, si las funciones u(x, t), a(x, t) y v(x, t) son soluciones del problema
(15)-(19), entonces ellas satisfacen (25)-(27). Por otro lado, si las funciones

u(x, t), a(x,t), v(x,t)EC1[QT]

satisfacen el sistema (25)-(27), entonces en QT existen las derivadas continuas ux,at,
y Vt, Y las funciones u, a, v satisfacen (15)-(19).
Utilizando el método de sucesiones aproximadas se demuestra que el sistema de ecua-
ciones integrales (25)-(27) tiene solución única, la cual pertenece al espacio C[QT]'
En forma análoga a como en hizo en [4], se puede demostrar que

Demostremos ahora las desigualdades (23)-(24).
Puesto que las funciones u(x, t), a(x, t), v(x, t) E C1[QT], de (15)-(19) se sigue que las
derivadas Uxt, att, Vtt existen y son continuas en el rectángulo QT'
Consideremos las funciones

vzx + [f3'(u)u + f3(u) - f3'(u)F(v)]z = f3(u)F'(v)q, (x, t) E QT,

Pt = [f3'(u)u + f3(u) - f3'(u)F(v)) z - f3(u)F'(v)q, (x, t) E QT,
1

qt + 'Yq= 'YP+ -Pt, '(x, t) E QT,
00

z(O,t) = ¡..t.'(t),

p(x, O) = q(x, O) = O,
O ~ t ~ T,

O ~ x:::; l.

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

Representemos por 4I(x, t) = f3'(u)u + f3(u) - f3'(u)F(v).
De (28)-(32) se desprende que las funciones z, q satisfacen en QT el siguiente sistema
de ecuaciones integrales:

z(x, t) ¡..t.'(t)exp {-l/V lx
4I(s, t)dS}

+ ~lx
exp {-l/V lX 4I(s, t)ds } .B(u(~,t))F'(v(~, t))q(~, t)d~, (33)

q(x, t) = lt
exp { -'Y(t - r) - >.l

t
f3(u(x, r))F'(v(x, S))dS} x

['YP(x,r)+ <P~~T)z(x,r)]dr. (34)



lt 1lt
q(x, t) = -y exp {--y(t - r)} p(x, r)dr + - exp {--y(t - r)} Pt(x, r)dr. (35)

o 0:0 o

lt 1
-y exp {--y(t - r)} p(;r, r)dr + - exp {--y(t - r)} p(x, r)l~ -

o 0:0

-y lt
- exp {--y(t - r)} p(x, r)dr.
0:0 o

Pt + (3(u) P'(v)p = <I?(x,t)z - -y [(3(U) - (3(U)] P'(v) t exp {--y(t - rn p(x, r)dr.~ ~ h
(37)

Resolviendo la ecuación (37) y cambiando los límites de integración tenemos

p(x, t) = lt

exp { -1/0:0lt
{3(u(x, s))P'(v(x, S))dS} <I?(x,r)z(x, r)dr

--y [1- ~oJ lt p(x,e) [lt exp{ -1/0:0lt {3(u(x,S))P'(v(x,S))dS} x

(u(x, r))P'(v(x, r)) exp {--y(r - en dr] dO. (38)

De (33),(29),(30) también se deprende que z(x, O)= ¡..t'(O)exp {-l/v ¡;<I?(s, O)ds} >
.O,Pt(x, O)= <I?(x,O)z(x, O)> O,qt(x, O)= <I?(x,O)/o:oz(x, O)> Opara x E [0,1], ya que

<I?(x,O)= (3'(u(x, O))u(x, O)+ (3(u(x, O)) - (3'(u(x, O))P(v(x, O)) > O. (39)

Por lo tanto, existe un to E (O,Tl tal que z(x, t) > O, p(x, t) > O, q(x, t) > O y
<I?(x,t) > O para todo x E [O,ll, t E (O.tolo Supongamos que la positividad de las
funciones z(x, t), p(x, t), q(x, t), <I?(x,t) para (x, t) E QTO no tiene lugar. Entonces
existen tI E (to, Tl, xl E [O,ll tales que, z(x, t) > O,p(x, t) > O,q(x, t) > O,<I?(x,t) > O
para x E [O,ll, t E (O,tl),

Esta igualdad tiene lugar cuando se haga cero aunque sea uno de los miembros.
Demostremos que esto no se puede dar. En efecto, de (33) se desprende que Z(XI, tI) >
O,de (34) q(XI, tI) > O,de (38) P(XI, tI) > Oy <I?(XI, tl) > O. Así que las suposiciones
hechas no son verdaderas y las desigualdades (23) quedan demostradas.
Las desigualdades (24) se demuestran de manera análoga .•



Corolario 1 . Si las funciones {u(x, t), a(x, t), v(x, t)} son soluciones del problema
(15) - (19) Y se satisfacen las condiciones (20) - (22), Y F(+oo) > j.L(T), entonces
para cualquier T E (O, T] en Qr son válidas las siguientes desigualdades:

O < u(x,t) ~ U(O,T) = j.L(T),
O < a(x, t) ~ a(O, T),
O < v(x, t) ~ f(u(x, t)) ~ f(¡.t(T)).

(41)

(42)
(43)

Proof. Las desigualdades (41)-(42) son consecuencias inmediatas del Teorema 1
y de la no negatividad de la función v(x, t). Demostremos la cota superior de la
función v(x, t). De la ecuación (16) y de la desigualdad (23) para at(x, t) tenemos que
u(x, t) ;:::F(v(x, t)) en Qr. De la última desigualdad y del crecimiento monótono de la
función f(f,) (función inversa de F(f,)) se desprende que v(x, t) ~ f(u(x, t)) ~ f(j.L(T))
en Q'Tl y la desigualdad (43) queda totalmente demostrada .•

4. Dependencia continua de la solución del coefi-
ciente {3(e)

Teorema 2 Supongamos que las funciones j.L(t), l3i(O, i = 1,2, Y F(f,) satisfacen las
condiciones (20) - (22) respectivamente.

UI (x, t), al (x, t), VI(x, t) y U2(X, t), a2(x, t), V2(X, t)
son soluciones del problema (15)-(19), definidas por las funciones

max IUI (x, t) - U2(X, t)1 < klll131(e) - 1h(f,)lIc[o,R]' (44)
O~x9,09~T

max lal(x, t) - a2(x, t)1 ~ k211131(e)- .B2(f,)lIc[o,R}, (45)
O~x~I,09~T

max IVI(X,t)-V2(X,t)1 < kalll3l(e)-132(f,)llc[o,R], (46)
O~",~I,09~T

donde kl, k2, ka son constantes positivas y R = ¡.t(T).
Proof. Introduzcamos las siguientes funciones:

q(x, t) = I(X, t) - U2(X, t);p(x, t) = al(x, t) - a2(x, t)j
w(x, t) = VI(X, t) - V2(;¡:,t)j z(e) = 131(f,) -132(f,).

De (15)-(19) se desprende que las funciones q(x, t), p(x, t), w(x, t) son solución del
problema



Pt = r(x, t)q - Z('lJ,2(;r, t))g(X, t) - B(x, t)w,

Wt + 'YW = 'YP + A[r(X, t)q - Z('lJ,2(X, t))g(X, t) - B(x, t)w],
q(O, t) = O,

p(x, O) = w(x, O) = o,

(x,t) E QT, (48)
(x, t) E QT, (49)
O ~ t ~ T, (50)
O ~ x ~ l, (51)

g(x, t) = F(V1 (x, t)) - 'lJ,1 (x, t),

r(x, t) = .B2('lJ,2(X,t)) - g(x, t) 11

.B~['lJ,2(X,t) + B('lJ,1(X, t) - 'lJ,2(X, t))]dB,

B(x, t) = .B2('lJ,2(x, t)) 11
F'(V2(X, t) + B[V1(x, t) - V2(X, t)])dB.

donde B6 (x, e, t, T) es una función continua junto con sus primeras derivadas parciales
en O~ x ~ e ~ l, O~ t ~ r ~ T. Por lo tanto,

1 r {1 r }Iq(x,t)1 ~ -¡;10 exp --¡; 10 r(s,t)ds IZ('lJ,2(e,r))llg(e,T)ld~

Del hecho de que la función B6(x, e, t, r) es acotada y de que g(x, t) también lo es,
obtenemos la cota (44) utilizando la desigualdad (54) en (53). De igual forma, con la
representación para w(x, t) obtenemos la cota (46).
Demostremos la desigualdad (45). Integrando (48) con la condición p(x, O) = O,
obtenemos

p(x, t) =1t
r(x, T)q(X, r)dT -lt

Z('U2(X, r))g(x, r)dT -lt
B(x, r)w(x, r)dr.

De esta representación para p(x, t) y de las cotas (44), (46) se obtiene la cota (45), y
el teorema queda demostrado. •



Para los modelos matemáticos del proceso de sorción dinámica tienen un valor im-
portante los métodos numéricos para la solución de los problemas de contorno-inicial
debido a que sólo en algunos casos particulares se obtienen soluciones analíticas.

Se desarrollaron una serie de cálculos numéricos para diferentes formas de isotermas
de Langmuir y diferentes concentraciones iniciales, donde se ve que el frente de la
concentración depende sustancialmente de los coeficientes.

En las gráficas (1)-(3) se muestra la solución del problema directo para los siguientes
datos:

Figura 1;

1(8) = 1¡~8;¡.t(t) = 1; f3(u) = ~;,(u) = 1; v = 1; l = 10; T = 1.



Figuras 2-3:
1(8) = 1~8j p,(t)
T=1.

; D.5

D••



[1) ANGERG. Inverse Problems in Differential Equations. Akademie-Verlag, Berlin, 1990,
'Plenum Press.

[2) CANNONJ.R., Du CHATEAUP. "An inverse problem for 3D unknown source in a heat
equation". J. 01Math. Anal. and App. 1980, (75), 465-485.

[3) DENISOV. "The uniqueness of the solution of the problem of determining non-linear
kinetic coefficients" .Comput. Maths. Math. Phys. 1992, v.32, (4), 567-572.

[4] DENISOVA. M. "An inverse problem fol' a nonlinear mathematical model of sorption dy-
namics with mixed-diffusiona! kinetics'·. J.lnv. ill-posed problems (1996), V.4(3),191-
202.

[5] LAGREGA,BUCKINGHAM,EVANS. Gestión de Residuos Tóxicos. Tratamiento, Elimi-
nación y Recuperación de Suelos. McGraw HiII, Volumen 1, España, 1972.

[6) LORENZI. "An inverse problem for a semilinear parabolic equation." Annali de Mat.
Pura ed Applicata. 1982, v. 31, 145-166.

[7) LUKSHINA.V. "Sobre un modelo de sorción dinámica" (en ruso).Dokl. A.N. URSS,
1973, T. 213(3).

[8) ORELLANAY. "Solución tipo onda viajera para un modelo matemático de sorción
dinámica". Tesis de Maestría, VIS, 1998.

[9) ROSENBERGD.U. Methods lor the Numerical Solution 01Partial Differentíal Equations.
Publishing Division. Thlsa, 1984.

[10] TIKHONOVA. N., ARSENINV. y. Solutions 01 fll-Posed Problems. V.H. Winston
Sons.Washington, 1977.




