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Suavizamiento de los vértices de un
poligono por medio de un spline cénico

VICTORIA HERNANDEZ MEDEROS*

Abstract

We prove that every irreducible conic can be parametrically represented by
two rational quadratic functions. An algorithm for smoothing the vertices of
a poligonal by a conic spline with continuous tangent is proposed. Finally, we
give a global parametrization of the spline which includes a procedure to obtain
a set of values of the parameter providing regularly distributed points on each
conic section.

Keywords: [Numerical Analysis]: Spline Approximation; [Computer Graphics]:
Methodology and Techniques.

1. Introduccién

Desde la Antigiiedad, las cénicas constituyen una de las familias de curvas més cono-
cidas y estudiadas por la matematicas. Esto se debe a que sus propiedades las hacen
muy iitiles en la solucién de variados problemas tedricos y de la industria {13, 16]. Hoy
en dfa las cénicas forman parte de casi todos los estdndares graficos internacionales
[7, 8], asf como de los sistemas de CAD/CAM de reconocido prestigio mundial. De
hecho, el primer sistema CAD que se conoce [11] se basé en el uso de cénicas para
disefiar los fuselajes de un avién. En relacién con las cénicas y otras curvas de Bezier,
existe ademas un gran nimero de trabajos publicados por diferentes autores entre los
que se destacan Farin (2, 3, 4], Lee [9], Piegl [14, 15, 16], Pavlidis [12] y Pratt [17]. En
estos trabajos se muestra la posibilidad de utilizar con éxito las cénicas en el ajuste
de datos, en la aproximacién de dibujos digitalizados (ya sea para su compactacién o
para el reconocimiento de patrones) y en el disefio y escalamiento de fuentes (8.

En los ltimos tiempos la representacién paramétrica de una cdnica en la forma de
Bernstein-Bezier se ha vuelto muy popular entre las personas que usan los sistemas
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CAD/CAM. A diferencia de otras representaciones, la de Bezier es muy apropiada
para resolver problemas de disefio gréfico, pues muchas propiedades geométricas de
las cénicas (incluyendo su clasificacién) se obtienen facilmente a partir de esta repre-
sentacion.

En el presente trabajo se demuestra que, partiendo de su ecuacién implicita, toda
c6nica irreducible se puede representar paramétricamente mediante dos funciones ra-
cionales cuadriticas. Maés adelante se utiliza un cambio de base apropiado, para
reescribir la cénica en términos de los polinomios de Bernstein cuadrdticos. Final-
mente, se muestra cémo usar las c6nicas en la solucién de un problema que requiere
suavizar los vértices de un poligono, de manera que la curva suavizada conserve lo
més posible la forma del poligono original.

2. Coénicas

2.1. Parametrizacién de una cénica

Clésicamente las cénicas se conocen por su ecuacién implicita en coordenadas carte-
sianas:

F(.’t,y) =0, (1)

donde F es un polinomio cuadrético en ¢ y y que escribiremos como
F(z,y) = azo® + a117y + ao2y® + @10Z + a1y + @oo.

Teorema 1 Si F(z,y) es una conica irreducible entonces se puede parametrizar en
la forma

:l?(t) = g (t), y(t) = QU(t)’ (2)

donde g, y g, son dos funciones racionales cuadrdticas.

Demostracién. Sea (zg,yo) un punto sobre la cénica, es decir, supongamos que
F(zg,y0) = 0.

Consideremos la familia de rectas que pasan por (o, yo) con pendiente ¢:
y = yo + t(z — o). (3)

Del teorema de Bezout [6] se sabe que una recta y una cénica irreducible se intersecan
a lo sumo en dos puntos. Por lo tanto, todo punto sobre la cdnica puede ser obtenido
como el punto de interseccién de alguna recta que pasa por (g, %) con la cénica. Esto
significa que la cénica se puede parametrizar en términos de t. Hallemos entonces el

otro punto de interseccién de la cénica con la recta que pasa por (o, o) con pendiente
t.
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Sustituyendo (3) en (1) resulta que:

F(z,y) = F(z,y0+t(z — 20))
= ag® +anz(yo + t(z — o)) + apz(yo + t(z — 7o))?
+a1ox + agr (yo + t{z — xg)) + ago = 0.

Si desarrollamos esta tltima expresién y agrupamos en potencias de = se obtiene que

F(z,y) = ca(t)x® + c1 () + co(t) = 0, (4)
donde
colt) = agaxit? + (—2a02y0%0 — Go1Z0)t + Go2¥3 + Go1Y0 + 00,
a(t) = —2agzot? + (~a1120 + 2a02¥0 + a01)t + a11yo + a0,
Cg(t) = aoztz + a1t + ago.

Como F(z,y) es una cénica, ca(t) no es el polinomio nulo. Por tanto, de (4) resulta
que

A, ol _ g
ca(t)  ca(?)

Puesto que (zo,y0) es uno de los puntos de interseccién de la recta con la cénica, g
es una de las raices de la ecuacién (5). Para cada recta con pendiente ¢ sea z1(t) la
abscisa del otro punto de interseccién. Entonces

—c(t)

o2 +

To + z1(t) = —;;'(5‘,
es deéir,
21(t) = ~20 - 20 ©)

Para obtener la ordenada y; (t) del punto de interseccién basta con sustituir ;(¢) en
3):
y1(t) = yo + t(~2x0 — c1(t)/c2(2)). (7)
Finalmente, sustituyendo en (6) y (7) las expresiones para c;(t) y c2(t) y agrupando
en potencias de ¢, llegamos a
dit? + dit + dg
ag2t? +ant +azo’
dyt? + dit + df
yi(t) = 2 2 L g ) (9)
aget® + a1t + agg

donde los coeficientes d? y d? i = 0,1,2, dependen del punto (2o, %) ¥ de los coefi-
cientes de la cénica en (2). Especificamente:

z1(t) = (8)

d3 = ag2xo,
dy —2ap2Yo — ao1,

dg = —zp020 — a11yo — G0,
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mientras que

d% —a20Yo — Go1 — A11%9,
di = —2zoa — a,
dg Yoazo- 1
t=1
t=0
(xg -¥5)

Figura 1. Parametrizacién de una cénica.

Las expresiones (8) y (9) muestran que efectivamente toda cénica irreducible se puede
escribir como una curva racional cuadritica y paramétrica. En particular, si ¢ se
restringe al intervalo [0,1] entonces (z;(t),y1(t)) describe una seccién de la cénica.
Esta seccion estd definida por los puntos en que cortan la cénica las rectas que pasan
por (zo,yo) con pendiente t = 0 y ¢ = 1, respectivamente (vea la figura 1). En general,
cualquier seccién de la cénica se puede describir en términos de un parametro u que
tome valores en [0, 1], pues si la seccién deseada se obtiene en (8) y (9) para t en [a, b],
basta con hacer el cambio de pardmetro u = (¢t —a)/(b— a), con u en [0, 1]. Mediante
esta transformacidn, (8) y (9) se pueden reescribir en términos de u, aunque con otros
coeficientes. Por eso, en adelante vamos a suponer que ¢ toma valores en [0, 1].

2.2. Forma de Bezier de una seccidén cdénica

Cada uno de los polinomios cuadraticos que aparecen en el numerador y denominador
de z1(t) y y1(t) se pueden reescribir en términos de los polinomios de Bernstein de
grado 2,

2

i

520 = (

teniendo en cuenta que

>ti(1 -2 i=0,1,2,

t2 = B2(t), (10)
t =1/2B3(t) + B3(t),
1= B2(t) + B(t) + B(¢).

Nétese que el denominador de z1(¢) y y1(t) en (8) ¥ (9) es ca(t), que en términos de
(10) se expresa como

c2(t) = woBE(t) + w1 B(t) + wa B2(t),
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donde
we = ago,
w1 = ag+1/2a11,
we = agp+an + ag2.

De manera similar, si sustituimos (10) en el numerador de z1(t) y y:(t) y denotamos
por bg, b1, bs € E» los puntos

by = (dgadg)t/wm
b = (1/2df +d§,1/2dY + df)’ fw,
by = (d5+df+d5,ds+dY+dh) jwa,

entonces la cénica c(t) = (z1(t),y1(¢))* se puede escribir como

oft) = [ ,(t) ] _ wobgBE(t) + wibi B3(t) + waby B3(t)

() | = . (11)

woB3(t) + w1 Bi(t) + w2B3(t)
Esta expresién de una cénica mediante los polinomios de Bernstein de grado 2 se
conoce como la forma de Bernstein-Bezier de la cénica. Los puntos bg,b; y by forman
el llamado poligono de control de la cénica, mientras que wp, w1 y w2 son pesos
asociados a los vértices del poligono de control.

La expresién racional cuadritica de una cénica también se obtiene al proyectar una
curva de Bezier polinomial de grado 2. Por esta razém, en la actualidad algunos
autores (2] [3] definen las cénicas a través de una proyeccién de las curvas de Bezier
cuadriticas. Los puntos b; € E?, i = 0,1, 2, del poligono de control de la cénica son
la proyeccién de los puntos [w;b;, w;], ¢ = 0,1,2, del poligono de control de la curva
de Bezier de grado 2, de la cual proviene la cénica.

2.3. Propiedades de las cénicas

En esta seccién presentamos algunas de las propiedades mas importantes de las
cénicas, con el propésito de mostrar, mas adelante, lo apropiadas que resultan es-
tas curvas para suavizar los vértices de un poligono.

Propiedades

1. Una cénica c(t) pasa por los puntos extremos de su poligono de control, es decir:

c(0) = bo, (1) = be.

Ademaés, es tangente en los extremos a los vectores Aby = by —bo y Aby = by —by
definidos por el poligono de control, de modo que

H0) = 2L Ao, &(1)

Wo w2

2’!1)1

Ab,.
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Los pesos w; influyen de manera importante en la forma de una cénica. Sin
embargo, el conjunte de pesos w; que describen una cénica no es vnico. Por
ejemplo, si todos los pesos w; se multiplican por factor no nulo, entonces ese
factor aparece en el numerador y en el denominador de (11) y se cancela sin
producir ningtn efecto. Por tanto, los pesos w; y w;, i = 0,1,2, con #; = aw;,
o # 0, describen la misma cénica.

Se puede demostrar [3] que también los pesos W; = p?>~‘w;, i = 0,1,2, con
p # 0 describen la misma cénica. Si en particular se toma p = /wo/wy,
entonces resulta que Wy = W, = wy. Luego, reescalando los pesos con el factor
o = 1/ws, tenemos que toda cénica con wg, we # 0 puede reescribirse de modo
que Wo = W2 = 1. De una cénica que satisface esta condicién se dice que esté
en forma estindar.

Si c(t) es una cénica escrita en forma estdndar y denotamos por s el punto
¢(1/2) (conocido como punto de apoyo de la cénica), se puede probar [4] que el
punto medio del segmento dgbs, s y el vértice b; son colineales y la razén entre
ellos es wy (vea la figura 2), o sea

ls—m| _
= .
b1 — 5|

Por lo tanto, cada poligono by, by, by define una familia de cénicas que dependen
del paramétro w;. En la medida en que w, crece, la cénica asociada a ese
paramétro se aproxima al vértice b; del poligono de control.

by

hll m hz

Figura 2. Relacién entre m, s, by, w;.

5. Una de las grandes ventajas que tiene escribir una seccién cénica en la forma

racional cuadritica estdandar es que su clasificacién depende tnicamente del
peso wy, de modo que con w; > 0 se cumple que [9]: si w; < 1, la curva es una
seccién de elipse; st w; = 1, es una seccién de pardbola; y si w; > 1, estamos en
presencia de una seccién de hipérbola.
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6. La expresién (11) de una cénica se puede reescribir como

2
oft) =Y asbi, (12)

1=0

donde

. B2
o = 2'w,B, (®)

Zj:u "UjBJZ(t) ‘

Como oy + a3 + ag = 1, de (12) resulta que una cénica es una combinacién
baricéntrica de los puntos de su poligono de control. Por lo tanto, las cénicas
son invariantes por transformaciones afines; es decir, si A es afin entonces

2
Ale(t)) = ) a: A(bo).

i=0

Si adicionalmente todos los pesos w;, i = 0,1, 2, son positivos entonces la cénica
es una combinacién convexa de los puntos del poligono de control, y en conse-
cuencia se encuentra en el triangulo definido por estos puntos.

7. Las cénicas son invariantes por transformaciones proyectivas [9], es decir, la
imagen proyectiva de una cénica sigue siendo una cénica (aunque puede suceder
por ejemplo que la proyeccién de una elipse sea una parébola).

3. Suavizamiento de los vértices de un poligono me-
diante cénicas

3.1. Algoritmo para generar un spline cénico

En términos generales el problema que necesitamos resolver consiste en suavizar,
por medio de una curva, los vértices de un poligono dado, de manera que la regién
suavizada se parezca lo més posible al poligono original.

Este problema surgi6 vinculado al de generacién de mallas 6ptimas, que investiga el
grupo dirigido por el Dr. Pablo Barrera de la Universidad Auténoma de México.
Como es conocido, la generacién de una malla sobre una regién del plano es el primer
paso para la solucién numérica de una ecuacién diferencial en derivadas parciales,
utilizando métodos de elementos finitos.

Por otro lado, en la construccién de una malla con propiedades ptimas (celdas con-

vexas y suaves) es importante que la frontera de la regién sea una curva regular y
suave.
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Figura 3. Spline cibico que suavisa un poligono.

Cuando la frontera es muy irregular se puede suavizar por medio de un spline! ciibico
paramétrico. Sin embargo, si la frontera de la regién es un poligono no convexo, el uso
de un spline de suavizamiento no da buenos resultados, pues si bien la nueva frontera
es suave, no se parece muchas veces al poligono original. Vea la figura 3.

Por eso, una caracteristica importante que debe tener la curva mediante la cual vamos
a aproximar el poligono es que, siempre que sea posible, conserve las secciones rectas
del mismo, suavizando unicamente sus vértices. Ya con anterioridad, Liao [10] y
Pavlidis [12] consideraron en sus trabajos la conveniencia de utilizar cénicas para
suavizar los vértices de un poligono.

El algoritmo que nosotros proponemos en este trabajo fue especialmente disefiado
para suavizar los vértices de un poligono.Para comenzar veamos las ideas generales.
Denotemos por I; = (z;,¥;), { =0, ...,m — 1, los vértices del poligono a suavizar. La
esencia del algoritmo consiste en sustituir cada vértice I; por una seccién cénica ¢;(t),
si el 4gulo 8; que se forma en I; no es “demasiado” llano, especificamente si §; < 172°.
En caso contraric no tiene sentido suavizar ese vértice y el punto I; se elimina, pues
es casi colineal con sus vecinos.

Suponiendo que c¢;(t) se escribe en la forma estandar, tenemos que calcular entonces
los puntos b}, b y b} de su poligono de control y el peso wi. Un requisito importante
que debe cumplir la curva que vamos a construir es que las secciones cénicas se unan
suavemente con las secciones rectas. Por eso, vamos a tomar como tangentes a cada
c6énica ¢;(t) en los extremos, los lados que definen el vértice I;. De acuerdo con las
propiedades de las cénicas que vimos en la seccién anterior, esto significa que b% se
tomara como el vértice I; que debemos suavizar.

De este modo, el problema se reduce a determinar, sobre un lado dado, en qué posicién
se escogen el punto inicial b} y el punto final b} de la seccién cénica c;(t), como se

1El término inglés spline se traduce en castellano simplemente como listén, palabra que ademds
de su significado como instrumento en carpinteria y construccién tiene también el de “cinta de seda
angosta”, por lo cual podria muy bien oficializarse as{ en espafiol (Nota del Editor).
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muestra en la figura 4.

" 1
Ii==(:nci -¥; )==hl

1
hl

Figura 4. ;Dénde van los puntos extremos que suaviza un vértice?

Para automatizar el proceso de selecién de los vértices extremos de cada cénica, hay
que tener en cuenta la longitud de los lados que constituyen el poligono. En ese
sentido vamos a separar el caso de un poligono regular, o sea aquel cuyos lados tienen
todos la misma longitud, del de un poligono irregular.

Si el poligono a suavizar tiene todos sus lados de tamafio I, entonces es muy fécil
definir dénde comienza y termina cada seccién cénica. Los puntos inicial y final de
todas las conicas se pueden tomar a una distancia /3 del vértice a suavizar. Como
consecuencia de esto, dos cénicas consecutivas se unirdn en este caso por medio de
una recta, como se aprecia en la figura 5 y en el cuadrado de la figura 11.

Si por el contrario, los lados del poligono tienen diferentes longitudes, entonces no
todas las conicas deben empezar y terminar a la misma distancia del vértice a suavizar.
En este caso resulta natural que se conserven secciones rectas en aquellos lados de
mayor tamafno. Por eso, en nuestro algoritmo se calcula la longitud minima Imin de
todos los lados y se va comparando en cada paso con la longitud l;. La idea es que
la curva suavizada incluya una seccién recta sobre un lado, si su longitud I; es mayor
que 2lmin. Esto se logra tomando los puntos extremos de las cénicas asociadas a los
vértices l;_; y I; a una distancia Imin/2 de sus respectivos vértices, como muestra la
figura 5.

Figura 5. El lado [; incluye una seccién recta.
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Si la longitud /; de un lado es menor o igual que 2lmin, entonces la curva suavizada
no debe incluir una seccién recta sobre ese lado. El punto final del poligono de control
de la cénica c;.1(t) coincidirfa con el inicial de ¢;(t), como se muestra en la figura 6,
y ambos se tomarin como el punto medio de ese lado.

Figura 6. El lado /; no incluye ninguna seccién recta.

Adems4s, debemos determinar el peso wi de cada cénica ¢;(t). En otras palabras,
tenemos que seleccionar una cénica de toda la familia que depende de ese pardmetro.
Como nuestro objetivo es suavizar cada vértice manteniéndonos lo més cerca posible
del mismo, el valor w! se va a escoger en términos del 4ngulo que se forma en el vértice
I;. Para lograr el efecto esperado, la curva debe estar més cerca del vértice I; en la
medida en que el dngulo se haga més agudo, es decir el valor de wi debe aumentar
en la medida en que el d4ngulo definido por el vértice I; sea menor.

Por eso proponemos tomar:

(13)

Wi = 4 + cos(8;), para 0° < 6; < 90°,
171 4(1 + cos(8;)), para 90° < 6; < 180°.

Esto significa que si el dngulo 8; < 90°, entonces
4< w‘i < 5,

mientras que si
90° < 6; < 180°,

entonces
0<wj <4

Esta seleccién del peso wi garantiza que la curva estd mds préxima al vértice en la
medida en que el 4ngulo es menor. Por otro lado, como w} > 1 para 8 < 138°, la
mayor parte de las veces los vértices se aproximan por medio de una hipérbola.

En resumen, cada vértice I; del poligono se suavizard por medio de una cénica c;(t)

i==0,...,m — 1. En algunos casos dos secciones cénicas consecutivas se unirén direc-
tamente, mientras que en otros los unira una recta. Pero una recta se obtiene como
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caso particular de una cénica cuando los tres puntos de su poligono de control son co-
lineales. Por lo tanto, la curva que suaviza el poligono es un spline cénico, que ademds
tiene tangente continua, inclusive en los puntos de unién, donde por construccién se
garantiza esta condicién.

Ahora ya estamos en condiciones de dar nuestro algoritmo para construir el spline
conico.

ALGORITMO

Dados los vértices
I = (z5,1%)i=0,..,m—1

del poligono a suavizar:

1. Calcular el éngulo §; que se forma en cada vértice I;, i = 0, ..., m — 1, y eliminar
el punto I; si cosf; < —0,99. Actualizar el ndmero m de vértices.

2. Calcular la longitud /;, i = 0,...,m — 1, de cada lado del poligono. Sea Imin la
longitud del menor lado y lmaz la del mayor.

3. Si lmin # Imax, ir al paso 4. De lo contrario, calcular b} y by, i =0,..,m—1
(con b3 = b ), a partir de las siguientes ecuaciones, e ir al paso 5:

b — | = Imin/3, 66" — Liya| = Imin/3.
4. Parai=0,...m—1:

(a) Sil; > 2lmin, calcular b y b4 = 0,...,m — 1 (con b3 = b ), a partir
de las ecuaciones

b, — I;| = lmin/2, |65t — Lipq| = lmin/2.

(b) De lo contrario, by = bit!, y ambos resultan de las relaciones |I; — by| =
Fiyr — 05" = Li/2.

5. Parai=0,...,m — 1, tomar

6. Parai=0,...,m — 1, calcular w} como en (13).

FIN del algoritmo

3.2. Evaluacién de una cénica

Para poder representar graficamente el spline cénico es imprescindible evaluar cada
cénica en valores prefijados del pardmetro t. Supongamos que la j-ésima seccién del
spline cénico es la conica c;(t) sobre cuya traza se necesitan n+1 puntos. Si evaluamos
ci(t) en n + 1 valores equidistantes de [0, 1],
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entonces los puntos que se obtienen sobre la gréifica de la cénica pueden aparecer
concentrados hacia el centro o hacia los extremos de la curva en dependencia de si wi
es mayor o menor que 1 (vea la figura 7). En [5] Farouki y Sakkalis hacen referencia
a este “defecto” de las curvas racionales

Figura 7. Seccién cénica evaluada en valores equidistantes del pardmetro.

Sin embargo, para lograr que las mallas que se construyan tengan propiedades éptimas,
estos n + 1 puntos deben estar “regularmente” distribuidos sobre la gréfica, de modo
que la longitud de cada arco de cénica entre dos puntos consecutivos sea aproxi-
madamente constante. De manera exacta, este resultado s6lo se puede obtener si
parametrizamos la cénica en términos de su longitud de arco, lo cual resulta una
tarea extremadamente costosa.

Para w! mayor que 1, hemos podido comprobar experimentalmente que en la medida
en que este peso crece, los puntos que se obtienen de evaluar la cdénica en valores
equidistantes del pardmetro se concentran cada vez mas hacia el centro de la gréfica.
Como en nuestro algoritmo es frecuente que w} sea mayor que 1 (pues esto equivale
a 6; < 138°), resulta importante enfrentar este problema.

Una forma de resolverlo aproximadamente (cuando la cénica estd escrita en forma
estdndar) consiste en evaluar la cénica en valores paramétricos que se concentren
alrededor de 0 y 1, y sean escasos en el centro del intervalo. Un efecto de este tipo se
logra si tomamos

to = 0, (14)
o= olu) = ltank(kuy/D) + 12, G=1..n-1,
th, = 1,

donde los u; son puntos equidistantes en un cierto intervalo [—a, a):
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u; = —a+2a(j — 1)/(n — 2), j=1..,n—-1

Los valores de a y de la pendiente k de g(u) en u = 0 se escogen en términos del peso
wj de la cénica que se quiere evaluar. Especificamente nosotros proponemos tomar

a=2(7T-wi/2), k= wi/5,5.

Nétese que en la medida en que wi crece el valor de k aumenta, y por lo tanto los
t; se concentran més hacia los extremos. Reciprocamente, cuando w} crece, el valor
de a diminuye, pues evaluando g en un intervalo més pequefio ya se logra que t; esté
cerca de 0 y t,, cerca de 1.

Los resultados obtenidos con este tipo de distribucién de los valores paramétricos son
mucho mejores que los obtenidos con la distribucién equidistante. Esto se hace més
evidente en la medida en que wi crece. En la figura 8 se muestra, como ejemplo,
la misma seccién cénica de la figura 7, pero evaluada en los ¢; dados por (14) para
n = 10.

Figura 8. La misma seccién cdnica de la figura 7 evaluada en los ¢; dados por (14).

3.3. Parametrizacién global del spline cénico

Un problema que se presenta una vez suavizada la frontera de la regién es cémo escoger
un conjunto de puntos sobre la misma que se mantendrén fijos como extremos de la
malla. Inicialmente la frontera suavizada se subdivide en 4 subfronteras, de modo que
las lineas “horizontales” de la malla irdn de la subfrontera 1 a la 3 y las “verticales”
uniran puntos de la subfrontera 2 con puntos de la 4.

Si la malla que se desea construir es de orden n; x n; entonces se deben seleccionar
n; puntos fijos en cada una de las subfronteras 1 y 3 y n; en cada una de las dos
restantes. Para obtener estos puntos es necesario evaluar el spline cénico en valores
prefijados del paramétro. Como una subfrontera puede incluir varias cénicas y rectas
(incluso puede suceder que cada extremo de la subfrontera sea un pedazo de una

conica o una recta), es necesario disponer de una parametrizacién global del spline
cénico.
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Sea u el pardmetro global que describe el spline s(u) formado por Is secciones. En-
tonces debemos calcular ls + 1 valores u; tales que

s(u) = s;(u) parau <u<ujy, J=0,..,ls-1,

donde s;(u) es una seccién cénica o una recta.

Puesto que las secciones rectas y las cénicas se unen con tangente continua, es posible
construir una parametrizacién de la curva tal que la misma sea de clase C!. En otras
palabras, los u; se pueden calcular exigiendo que se cumpla la siguiente condicidn:

.éj_l(uj) =.§j(’l.tj), ]—_—' 1,...,ls~—1. (15)

Calculando las derivadas de s;_; y s; y simplificando varias veces se obtiene que (15)
es equivalente a

w] T80 - BT = wl A (] - ), (16)
donde A; = ujp1 —uj, ¥y los bf , 1=0,1,2, son los puntos del poligono de control de
la j—ésima cénica. )

La ecuacién (16) puede reescribirse como

wiy —ui—) T =07

L —
wi™ (U1 — ) %1 — &l

y de esta tltima expresion se puede despejar u;41:

w 1% -8l
wi ™ g - 57

Ujp1 = Uj + (uj —u;-1) (17)
para j = 1,...,ls — 1, mientras que ug y u; se pueden escoger de manera arbitraria,
por ejemplo ug =0y u; = 1.

Nétese que en (17) el factor que multiplica a (u; — uj_1) se refiere a los pesos y
puntos de control de s; y s;_; escritas como cénicas. Si por ejemplo s; es la recta que
estd entre las cnicas i — 1 e 4, entonces se puede escribir como una cénics tomando
by = by!, b} = bj), b] como el punto medio de &, y b y wi = 1.

Puesto que el spline cénico que construimos tiene tangente continua en todos los
puntos, la parametrizacién C! es natural desde el punto de vista matemético. Sin
embargo, los puntos que se obtienen al evaluar el spline en valores prefijados del

parametro no siempre se distribuyen regularmente sobre la curva, aiin cuando se usen
los valores generados por (14).

Para ser més precisos, supongamos que sobre la subfrontera definida por los valores ¢
y d del pardmetro u, con yp < ¢ < d < uy,, se necesitan n; puntos. Entonces se puede
subdividir el intervalo [c,d] en n; — 1 partes iguales y evaluar el spline cénico en los
puntos

v;=c+i(d—c)/(n; — 1), i=0,..,n; — L
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Para ello resulta imprescindible localizar en qué intervalo [uj,uj11), 7 =0,...,ls—-1,
se encuentra cada v;. Supongamos que v; € [u;j,u;j+1] con 0 < jj < ls — 1. Para
evaluar entonces la seccidén jj del spline en v; debemos trasladar este punto a [0, 1]
mediante la transformacién '

=

Ujj+1 — Ujj

Ahora bien, si la seccién jj del spline es una recta o una cénica cuyo peso intermedio
es menor que 1 (o sea una elipse), podemos evaluarla directamente en ¢. En otro caso,
es decir, si la seccién jj es una pardbola o una hipérbola, resulta més conveniente,
como vimos en la seccién anterior, trasladar t al intervalo [—a,a] y evaluar s;; en la

imagen por (14) del punto trasladado.

o

.
Figura 9. Mapa de México aproximado con un spline cénico con parametrizacién C!.

En la figura 9 se puede apreciar la distribucién irregular que se obtiene para 200
puntos {malla de 50x50) sobre la frontera suavizada con el spline cénico del mapa de
Meéxico. El fracaso de la parametrizacién C! se debe esencialmente a que la longitud
de cada intervalo [u;,u;41] no estd directamente vinculada a la longitud de la curva
que corresponde a la j-ésima seccién del spline. Una parametrizacion que tenga en
cuenta la longitud de arco de cada pedazo del spline, ofrece mejores resultados. Por
ejemplo, se puede tomar

ug =0, Uity = Uj +dj, i=0,.,ls-1, (18)

donde d; es una aproximacién de la longitud de arco de la j-ésima seccién del spline.
Si s, es una seccién de recta, d; se puede calcular exactamente, mientras que si es una
cbnica, se puede evaluar ésta en un nimero finito de puntos y aproximar la longitud
de arco por la suma de las longitudes de los segmentos definidos por cada pareja de
puntos consecutivos.
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La figura 10 se obtuvo utilizando esta ltima parametrizacién del spline cénico para
evaluarlo en 200 puntos (malla de 50x50) de la frontera de México, generados por el
mismo procedimiento que se emple6 para la parametrizacién C!. Como se aprecia
claramente, los puntos obtenidos con la nueva parametrizacién se distribuyen regu-
larmente sobre la grifica del spline cénico.

Figura 10. Mapa de México aproximado con un spline cénico con la parametrizacién

(18).

3.4. Ejemplos

Los detalles del algoritmo que proponemos en este trabajo se ajustaron por medio
de un programa en lenguaje C, que a partir de los vértices del poligono a suavizar
construye la curva de la nueva frontera formada por secciones rectas y cénicas. El pro-
grama grafica ademss el poligono y el spline cénico, de modo que se pueden apreciar
los resultados del suavizamiento.

El spline se parametrizé globalmente aproximando la longitud de arco de cada seccién
cénica. Para evaluar una seccién cénica ci(t) se utilizan los valores equidistantes del
parametro si w! < 1, y los valores dados por (14) si w} > 1. De este modo el programa
genera la cantidad de puntos que el usuario escoge para cada una de las 4 subfronteras
en que en que se divide el spline. Los puntos obtenidos se distribuyen regularmente
sobre la grifica.

Algunos de los ejemplos probados se muestran en la figura 11, donde ademas se aprecia
que las rectas y las cénicas se unen suavemente, pues las cénicas son tangentes en los
extremos a los lados del poligono.
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4 A

Figura 11. Algunos poligonos suavizados.

Los resultados del programa se validaron construyendo mallas sobre los poligonos
suavizados mediante el spline cénico. Para ello se utilizé el sistema UNAMALLA
[1]. En todos los ejemplos probados se obtuvo que las mallas construidas sobre los
poligonos suavizados tienen mejores propiedades que las construidas sobre la region
sin suavizar o suavizada por medio de un spline cibico.
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