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a que el trabajo consiste esencialmente en una traducciéon de la introduccion y de la
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vector bundles on so pact spaces, using global constructions and ar-

guments. In a se approach is algebraic.
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1. In t&uccio’n

En la geometria no conmutativa (GNC) los espacios topologicos son reemplaza-
dos por sus algebras de coordenadas, y los fibrados vectoriales por sus médulos de
secciones. De la misma forma, las extensiones principales de élgebras asumen el
papel de fibrados principales cuénticos. Al nivel topologico, una accién principal
de grupo quiere decir una accién libre y propia; a nivel algebraico, un fibrado prin-
cipal se traduce en un funtor monoidal, desde la categoria de las representaciones
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finitodimensionales de grupos a la categoria de modulos proyectivos finitamente
generados sobre algebras.

El funtor se define al asociar al fibrado principal un fibrado vectorial, mediante
una representacion de grupo, y al tomar el médulo de secciones globales de dicho
fibrado vectorial. Se puede entonces construir un diccionario que lleva la geometria
diferencial de las acciones de grupos al mundo de las dlgebras y bidlgebras, en una
forma que permite estudiar fen6menos de simetria cuantica.

El proposito del articulo es dar un enfoque fle ra el cago de los fibrados
vectoriales equivariantes sobre espacios comp onexos culo se puede
ver como una exposiciéon extensa, cuya n pr1nc1pal 0% la presentacion

de los resultados conocidos y la simpli relativa (&
tema. Los temas son autocontenid e el pu NL

En la seccién 2 se introducen & rados vechgrialés equlv riaggtes sobre u;;

cio, y los A-mo6dulos p@vos En IWO 3 se men as conc

2. Flbrad orlales ll@ﬂ i &
Asumire\;os!que G es\ o compa % Kesu )sgrupo cerrado de G.
1

oque aporta a este
1sta algebraico.

Entonces G actia espa(no G /K, e%:j ne de forma natural la
topologia coc pact G Deﬁ 0s C(G/K) la C*-algebra
de func10n nuas S mente las operaciones puntuales y la
norma 5 mo || - ||Oo%y erarem mo la subalgebra de C(G), donde
C(G) es el algebra de fundiones f q facen la propiedad de que f(zs) = f(x)

paraz € G,s € K.

Denotaremos por A la ac@& G sobre A que se obtiene por la acciéon en el
cociente G/K dada lz) para f € A,y,z € G.

Sea ( una sentacién de dimension finita de K. Como K es un grupo
compacto p s equipar el espacio vectorial H con un producto punto -
invariante; por Yo tanto, asumiremos que la representacion (m,H) es ortogonal
o unitaria. Definamos Z, = {¢ € C(G,H) : £(zs) = 7,1 (£(x))} para z € G y
s € K. Aqui C(G,H) denota el espacio vectorial de funciones continuas de G a
H. Se puede ver que Z, es un A-moédulo derecho por operaciones puntuales. Por
consistencia en la escritura, escribimos los escalares a la derecha de los elementos
de H, obteniendo (£f)(z) = &(a)f(x) para & € ., f € A,z € G.

La accion izquierda de G en si mismo induce una accion de G en C(G,H), y es
facil verificar que esta accién manda Z; en si mismo. Denotamos esta accion otra
vez por A, asf que (A,€)(x) = £(y~'z). Entonces tenemos la relacion de covarianza
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Ay (&f) = (Ay€)(Ayf). Con abuso de la terminologia podemos hacer la siguiente
definicion:

Definicion 2.1. El A-mo6dulo derecho Z, con su G-accion lo llamamos el fibrado
vectorial equivariante sobre G/K inducido por (m,%).

Observemos que para £ € =, y s € K tenemos (\&)(e) = £(s71) = m4(&(e)),
donde e es el elemento identidad de G. Por lo tanto, recordando que =, es un
espacio de funciones sobre GG, podemos de esta manera recobrar la representacion
original (7,H) a partir de Z; con su G-accion.

El producto punto sobre ‘H determina un fibr trlco ca gnico sobre =, esto
es, un producto punto A-valuado [2, p. 1 0 por = (&(x),n(x))xn-
El producto punto sobre H es hne CJ& segund Se puede ver que el

producto punto A-valuado SObI\; G- 1nva/§x el sentldo de que

Sobre = se s)ueé;&'\lr un @%n‘co ord%@ dado E

La accion A d re =p pr ste pro%4 nto La completez de =,
para este @o punto e % c1o de Hilkert a representacion inducida de
Macke @ de la % con la representacion de G solo
llega éy extensio para la 5@

Teorema 2.2. Para G, K y como antes, el modulo inducido =, es un
A-mddulo proyectivo. &

Demostracion. @ encontrar una representacion unitaria u ortogonal de di-
mensién finit é ) de G, tal que H sea un subespacio de H y tal que la
restriccid en K actuando sobre H sea 7 sea posible. Las representaciones
(7, 7-7) existel, por el teorema de reciprocidad de Frobenius [1, p. 144]. Observe-
mos que C(G/K,H) es un A-médulo libre cuya base se obtiene de cualquier base

de H.

Definimos ® : E; — C(G/K,H) por la regla (9€)(z) = 7,(¢(z)) para z € G.
Obsérvese que ® es un homomorfismo de A-moédulos inyectivo. Sea P la proyeccion
ortogonal de HaH, y definase la funciéon p de G a E(ﬁ% el algebra de operadores
lineales sobre H, por: p(z) = 7, Px:.
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Se puede ver que p es una proyeccion en el algebra C(G/K, E(ﬁ)) Mas atn, esta
algebra actiia como endomorfismo sobre el A-médulo libre C(G/K, H), evidente-
mente de manera puntual, y se puede demostrar que p es la proyeccién sobre el
recorrido de @ (ver una demostracion en [3, p. 25]). Por lo tanto, el recorrido de
®, v asi =, es proyectivo. 4

Hagamos hincapié en que el fibrado vectorial corr: Qiiente az “\puede ser visto

como la asignacion de cada punto & de G / rrido del acio de p(z).
Notese que para una representa(:lon , a, pued uchas elecciones
as elecciones para la

para la representacion (7, ’H y LQ secuenc
proyeccién p. C\, T& \J
En el caso de que G sea &po de Lie &a’ue que h&?presentamo @

dimension finita (como omorﬁs re grupos

cuentemente, lapr n pdel e@ acion a @ S suave,yiz muestra

que el subesp de funcio aves modulo ivo sobre
C>(G/ 4] 8

S o>
i O N

3. Conclusion@, '@
1. Para @ (m, el @Qo 1nduc1@s un A-moédulo proyectivo.

2. Si E%s un K-modylo y V un Xulo sobre F', existe un isomorfismo
canonico Homg(V, ZICL'}E é@y res KV E), donde ng es el espacio de
funciones continuas f : E, tales que f acs) =s!f(z)paras € K,z €

Gy res KV es el cgn@to de las restricciones de V' a K.

3. Para un % le G, el subespacio =>° es un modulo proyectivo sobre
C>*(G/ g\

son su, Olrse-

Referencias

[1] Brocker T. and tom Dieck T., Representations of compact Lie groups, Graduate Texts in
Mathematics, 98, Springer-Verlag, New York, 1995.

[2] Lance E.C., Hilbert C*-modules, London Mathematical Society Lecture Note Series, vol.
210, Cambridge University Press, Cambridge, 1995.

[3] Rieffel M.A., “Vector bundles and Gromov-Hausdorff distance”, J. K-Theory 5 (2010),
no. 1, 39-103.

[4] Rieffel M.A., “A global view of equivariant vector bundles and Dirac operators on some
compact homogeneous spaces’, Contemp. Math., 449, (2008) 399-415.

[Revista Integracién



	Untitled

