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El funtor TQFT y la cohomologia de
Khovanov

CARLOS WILSON RODRIGUEZ CARDENAS*

Resumen. El funtor TQFT (Topological Quantum Field Theory) relaciona
la categoria de uno-variedades suaves cerradas con la categoria de moédulos
sobre un anillo R. Los objetos de la primera categoria son clases de isotopia
de curvas suaves cerradas en el plano, y los morfismos son cobordismos entre
ellas (superficies suaves con frontera en esas curvas suaves cerradas). En la
segunda categoria los morfismos son productos y coproductos definidos sobre
un R-modulo A. A través de esta relacion se obtienen la cohomologia de
Khovanov y el polinomio de Kovanov, los cuales son invariantes topolégicos
de nudos.

Abstract. A Topological Quantum Field Theory (TQFT) is a funtor between
the category of smooth, closed, one dimensional manifolds and the category
of R-modules on a ring R. The objects in the first category are classes of
isotopy of closed smooth curves and the morphisms are cobordisms (smooth
surfaces whose borders are closed soft curves) among them. In the second
category the morphisms are homomorphisms of R-modules. Through this
functor it is obtained the Khovanov cohomology and Khovanov polinomial,
which are topological invariants of knots.

1. Entrelazados

Un entrelazado (en inglés tangle) es el encajamiento de 1-variedades suaves compactas
en R? x [0, 1], (véase Figura 1).

La frontera de un entrelazado puede ser vacia, o puede ser una coleccion finita de puntos
de la frontera de R? x [0,1]. A los puntos que estan en R? x {0} los llamamos puntos
fronterizos (o puntos finales) inferiores y a los puntos que estan en R? x {1} los llamamos
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teristica de Euler, invariantes de nudos.
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Figura 1. Entrelazado.

puntos fronterizos (o puntos finales) superiores. Si el entrelazado no tiene puntos fron-
terizos es isomorfo a la unién disyunta de circulos en R3, y lo denominaremos un enlace
(véase Figura 2).

AN

Figura 2. Enlace. Figura 3. Nudo.

Si el enlace tiene una tnica componente conexa lo llamaremos un nudo, como en la
Figura 3.

Un entrelazado se dice orientado si cada componente conexa es una 1-variedad orientada.

Dos entrelazados L y L’ se dicen isot6picos si existen homeomorfismos H; : R? x [0,1] —
R? x [0,1], con t en [0,1], que preservan orientacion, y tales que Hy = L'y H; = L/,
donde (z,t) — (Hi(x),t) es un homeomorfismo. En otras palabras una isotopia es una
aplicaciéon continua que transforma un entrelazado en otro sin hacer autointersecciones
y dejando fijos los puntos fronterizos.

Un Diagrama plano de un entrelazado L es la clase de equivalencia bajo isotopia de
las proyecciones de L sobre un plano de tal forma que la proyeccion no tiene triples
intersecciones ni dobles tangencias, como en la Figura 4.

1.1. Movimientos de Reidemeister

Proposicion 1.1. Dos entrelazados L y L' son isotdpicos si y solo si sus diagramas planos
respectivos D y D' se pueden transformar el uno en el otro mediante una sucesion de
movimientos, conocidos como movimientos de Reidemeister. Los movimientos de Reide-
meister se ilustran en la Figura 5, (ver [15]).
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Figura 4. Diagrama plano.

Lo o0 L2 — M
= )(
S A

Figura 5. Movimientos de Reidemeister.

Por ejemplo, los dos diagramas en la Figura 6 corresponden a entrelazados isotopicos.

- Y

Figura 6. Entrelazados isotépicos.

2. Categorias de entrelazados

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los puntos fronterizos inferiores (y de la
misma forma los puntos fronterizos superiores) de un entrelazado L estan alineados con
coordenadas {(1,0,0),(2,0,0),...,(m,0,0)} y {(1,0,1),(2,0,1), ..., (n,0,1)}, respecti-
vamente. A estos conjuntos los denotaremos simplemente como 1,2,...m y 1,2,...,n,
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respectivamente (ver Figura 7). De lo anterior se deduce que m + n es par.

I
e =

Figura 7. Puntos fronterizos.

2.1. La categoria de entrelazados no orientados

La categoria de los entrelazados no orientados es la categoria donde los objetos son
nameros enteros no negativos, y un morfismo m — n entre los objetos m y n (m,n €
Z* U{0}) es una clase de isotopia de entrelazados con 2m puntos finales inferiores y 2n
puntos finales superiores.

La composiciéon entre morfismos esta dada simplemente por concatenacién de entrelaza-
dos. Luego si queremos componer el entrelazado « con el entrelazado 3, para obtener
el entrelazado compuesto Sa el numero de puntos finales superiores de « debe ser igual
al namero de puntos finales inferiores de 3. Ademés, para que esta concatenacion siga
cumpliendo condiciones de suavidad, la intersecciéon de cada componente conexa del en-
trelazado con los planos superior e inferior debe hacerse en forma ortogonal. Asi por
ejemplo, si tenemos los siguientes diagramas, mostrados en la Figura 8,

%U - /}

Figura 8. Morfismos en la categoria de entrelazados no orientados.

la composiciéon sera como se ve en la Figura 9, que se obtiene aplicando movimientos de
Reidemeister y reescalando.

] NV
\ \_/

Figura 9. Composiciéon de morfismos.
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2.2. La categoria Temperley-Lieb

Supongamos que tomamos entrelazados tales que sus diagramas planos no presentan
autointersecciones. A estos los llamaremos entrelazados planos. Es decir un (m,n)-
entrelazado plano es un encajamiento de m + n arcos disyuntos y un numero finito de
circulos. Al conjunto de los (m, n)-entrelazados lo denotaremos E(m, n). En la Figura 10
se muestra un elemento de B (1,2).

1 2 3 4

U

-

1 i
Figura 10. Plano del conjunto B(l7 2).

Se define entonces la categoria Temperley-Lieb como la categoria cuyos objetos son en-
teros no negativos y donde un morfismo m — n, entre los objetos m y n (m,n € Z+u{0})
es una clase de isotopia de elementos en B(m, n). La composiciéon aqui se hace por con-
catenacién, como antes.

Ahora sea B(m, n) el conjunto de las clases de isotopia de B (m,n), donde se han removido
todos los circulos. La cardinalidad de B(m,n) esta dada por el m+n nimero de Cataldn

que se define como:
1 2
#Catalan = ——— (m +n) .
(m4+n)+1\ m+n

Por ejemplo, la cardinalidad de B(1,2) es 5, y sus diagramas se muestran en la Figura 11.

1) 2) 1) 4) 5]

- -, w, ) Uu
™ M

Figura 11. Elementos de B(1,2).

2.3. La categoria lineal Temperley-Lieb

El médulo M (m,n) es el moédulo generado por B(m,n) sobre el anillo Z[q, g~*] (el anillo
de los polinomios con coeficientes enteros y variables ¢ y ¢~!). Con esto se define otra
categoria que denominaremos la categoria lineal Temperley-Lieb, donde los objetos siguen
siendo enteros no negativos y los morfismos son elementos de M (m, n). Para la composi-
cion definimos la aplicacién rm : B(m, n) — B(m,n), que a un (m, n)-entrelazado plano
a lo envia en la clase de isotopia de a, removiendo los circulos que se formen; luego si
a € B(m,n) y b € B(n,k), se define su composicién como (¢ + ¢~!)‘rm(ba), donde i es
el ntimero de circulos en ba (ver Figura 12).
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ba O rm(ba)

)

Figura 12. Composicién de morfismos en la categoria Temperley-Lieb.

En el ejemplo de la Figura 12 la composicion de a y b esta dada por (¢ + ¢~*)*rm(ba).

2.4. La 2-categoria Temperley-Lieb

La 2-categoria Temperley-Lieb es una 2-categoria donde los objetos son enteros no ne-
gativos, los 1-morfismos entre enteros m y n son elementos de B(m,n) y donde los
2-morfismos son clases de isotopia de cobordismos entre a y b, a,b € B (m,n). Un cobor-
dismo entre los entrelazados planos a y b (a,b € B(m,n)) es una superficie suave S
encajada en R? x [0,1], donde la frontera inferior es S N R? x {0} = a y la frontera
superior es S NR? x {1} = b. Las fronteras laterales son segmentos de recta que unen
los puntos fronterizos de a y b respectivamente. Sobre un circulo la superficie es simple-
mente una membrana suave con fronterizos el circulo. Por ejemplo, la Figura 13 muestra
un cobordismo entre los (1, 2)-entrelazados planos a y b, a se dibuja en el plano inferior
de la figura y b esta sobre el plano superior.

La composicion de 2-morfismos se define del siguiente modo: Si se tiene un cobordismo
admisible S entre a y b, y un cobordismo admisible Sy entre b y ¢, la concatenacion de
S1y S2 es un cobordismo entre a y ¢, como se muestra en la Figura 14.

También podemos hacer otro tipo de composicion: Sean a,b € B(m, n)yc,dée B(m, n).
Sea S7 un cobordismo entre a y b y So un cobordismo entre ¢ y d, entonces se puede
componer S; con Sy obteniendo un cobordismo admisible de ca a db. En otras palabras,
podemos hacer pegamientos laterales si los entrelazados son compatibles para la com-
posicion. En la Figura 15 se muestra la composiciéon lateral de los cobordismos Sy, Sa y
S3, donde al componer los entrelazados a, ¢ y e, eca, se obtiene una circunferencia, y al
componer los entrelazados b, d y f, fde, se obtienen dos circunferencias, y entonces la
composicion de S1, Sy y S3, 535251, se puede ver como el pantalon invertido mostrado
en la Figura 15.
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1 2 3 4

Figura 14. Composicion de 2-morfismos en la 2-categoria Temperly-Lieb.
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Figura 15. Composicién lateral de 2-morfismos en la 2-categoria Temperley-Lieb.

2.5. La 2-categoria Euler-Temperley-Lieb

La 2-categoria Euler-Temperley-Lieb es la 2-categoria donde los objetos son enteros no
negativos, los 1-morfismos son pares (a,?) donde a es un 1-morfismo de m en n en la
2-categoria Temperley-Lieb, y donde i es un entero. Un 2-morfismo de (a,i) en (b,j);
a,be B(m, n); es la clase de isotopia de los cobordismos S entre a y b, y donde se tiene
que la caracteristica de Euler de S es x(S) = n+ m + j — ¢. Aqui la composiciéon de
1-morfismos (a,i) y (b,j) es simplemente (ab,i + j), si a y b se pueden componer. La
composiciéon de 2-morfismos se hace como antes.

3. El funtor TQFT y la cohomologia de Khovanov

3.1. Suavizaciones de cruces

Sea L un link orientado y sea D un diagrama plano asociado a L. Denotemos por N el
conjunto de cruces de D y sea n = |R| el cardinal de N. Llamaremos a cada cruce ¢ de D
positivo o negativo si el cruce luce como en la Figura 16.

\ q /
+ —_
Figura 16. Cruces en un diagrama plano.

Entonces, n = n, + n,,, donde n, es el nimero de cruces positivos y n,, es el nimero
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de cruces negativos. Por ejemplo, en la Figura 17 tenemos un nudo con seis cruces, en el
cual especificamos los cruces positivos y los cruces negativos. Aqui n, =4y n,, = 2.

Figura 17. Nudo con seis cruces.

Existen dos posibles suavizaciones de cualquier cruce ¢ de D, que denominaremos
0-suavizaciéon y 1-suavizacion, segiin como se establece en la Figura 18.

./ e
cruce 0-suavizacion 1-suavizacion

Figura 18. Tipos de suavizacién de cruces.

Cada una de las figuras anteriores corresponde al mismo diagrama D, asociado al enlace
L que varia solo en la forma indicada en una vecindad del punto de cruce ¢. Por lo tanto
tenemos que para el diagrama D el nimero total de posibles suavizaciones de todos los
cruces g es 2. Se hacen corresponder estas suavizaciones con los vértices de un cubo
n-dimensional, que denotaremos Cs(D), y cada suavizaciéon individual es simplemente
algtn conjunto C, de curvas homeomorfas a circulos en el plano, donde o € {0,1}®
({0, 1} es el conjunto de las funciones de X en {0, 1}, es decir, o se puede ver como una
sucesion de ceros y unos). De la misma forma se hace corresponder a cada arista del cubo
con una sucesion & € {0, 1, *}¥, donde ¢ tiene exactamente un *. El * muestra el lugar
donde se reemplaza un cero por un uno.

Cada arista del cubo representa un cobordismo entre los circulos que se forman al realizar
una suavizacion C, con los circulos que se forman al realizar la suavizacion C,~, donde
o™ se obtiene al reemplazar un cero por un uno en « precisamente donde lo muestra la
sucesion £. Denotamos este cobordismo como Sg.

S¢ es un morfismo en la categoria de cobordismos orientados. La categoria de los cobor-
dismos orientados es la categoria cuyos objetos son uniones de circulos disyuntos y los
morfismos son cobordismos entre ellos.

La tnica diferencia entre una suavizacion C,, y una C,+ es que Cy+ tiene un circulo més
o bien un circulo menos; por lo tanto, los cobordismos admisibles entre C, y Cqu» solo
pueden ser como los que se muestran en la Figura 19. En un cobordismo entre C, y
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C,+ apareceré solo una figura de pantalon, y en los demés circulos las superficies seran
cilindros que representan el morfismo identidad.

Figura 19. Posibles cobordismos en la categoria de cobordismos orientados.

En la Figura 20 se muestra el diagrama del trébol T considerado con su orientaciéon
positiva, y se muestra el cubo Cg(T) (se muestra también en la figura el cobordismo
SO*l)-

3.2. Cubos conmutativos

Un cubo conmutativo generaliza el concepto de cuadrado conmutativo. Dado un cubo
n-dimensional, se asigna un objeto de una categoria a cada vértice del cubo y un mor-
fismo a cada arista, de tal modo que cada cara 2-dimensional del cubo sea un diagrama
conmutativo.

El siguiente paso en la construcciéon de la Cohomologia de Khovanov de un enlace L
con un diagrama asociado D es relacionar el cubo Cs(D) con un cubo conmutativo de
R-modulos sobre A, C4(D), a través de la TQFT (1 + 1)-dimensional que se define en
la secciéon 3.5.

3.3. Algebra de Frobenius

Un algebra de Frobenius A es un algebra conmutativa, asociativa, con unidad y con una
aplicacion lineal tr : A — R, tal que la forma bilineal tr(a ® b) es no degenerada; en este
caso R es un anillo, (ver [3, seccion 4.3]).

3.4. El algebra A

Sea R = Z]c] el anillo de los polinomios con coeficientes enteros en la variable ¢, y sea A
un mo6dulo graduado sobre R generado por los elementos {1, X }. Un mddulo graduado M
es un modulo que se puede escribir como la suma directa de una familia de submoédulos
de M indexados sobre un monoide conmutativo y aditivo, M = @, M;.

A tiene caracter de un dlgebra conmutativa con el producto m : A® A — A definido por:
mlel)=1,m1leX)=m(X®1)=X, n(X®X)=0.

Ademés, también se puede dotar de una estructura de coélgebra con el coproducto
A:A— AR Adelaforma: A(1) =1 X 4+X®14+c XX, AX)=X®X.

El modulo A definido anteriormente junto con las operaciones m y A, y la aplicacion
tr(A) — R definida como tr(1) =0y ¢r(X) = 1, es un algebra de Frobenius (ver [15]).
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Se asignan ciertas graduaciones a los elementos de A y R por medio de las funciones
grad : A — Z con grad(l) = 1 y grad(X) = —1, y grad : R — Z con grad(1) =0 y
grad(c) = 2. Para a1 ® a2 @ ... ® a,, € A®", grad(a1 ® a2 @ ... Q@ a,) = Y, grad(a;).
Por lo tanto, se puede ver que el efecto que producen el producto y el coproducto sobre
el grado en un elemento es reducirlo en uno, es decir, grad(m) = —1 y grad(A) = —1.

3.5. El funtor TQFT

Una teoria de campo cuanticotopologica (1 + 1)-dimensional (o simplemente TQFT
(1 4 1)-dimensional por sus siglas en inglés) asigna a cada 1-variedad compacta orien-
tada N sin frontera (es decir a una union disyunta de circulos) un espacio vectorial de
dimension finita Vi sobre un campo K, K de caracteristica cero (es decir K contiene
un subcampo isomorfo a los racionales). Ademas una TQFT (1 4 1)-dimensional asigna
a cada 2-variedad con fronterizos S un vector vg € Vyg.

Para una TQFT (1 + 1)-dimensional se usaran las siguientes convenciones: Vj = K,
Vn+ = (Vn)* , donde N* es la variedad N con la orientacion contraria y (Viy)* es el
espacio dual de V. También Vyy = Vn ® Vy. De esta forma, una superficie S, con
0S = N*UY, es enviada bajo el funtor TQFT (1 + 1)-dimensional en una aplicacién
lineal vg = Viy — Vi, (ver [3] para obtener la axiomatica completa).

Teorema 3.1. Las TQFT (1+1)-dimensionales estdn en correspondencia uno-a-uno con
las dlgebras de Frobenius de dimension finita (ver [3, pag. 79]).

La Figura 21 muestra la correspondencia entre los morfismos de la categoria de cobordis-
mos y morfismos entre la categoria de los R-moédulos graduados a través de una TQFT

(1 + 1)-dimensional.
<OO i e (A@Am—}A)

CO ~T= OO0 — e

Figura 21. Correspondencia entre los morfismos de la categoria de cobordismos y los morfismos
en la categoria de R-moédulos graduados.

El cubo C4(D) se obtiene a partir del cubo Cs(D) reemplazando cada vértice C, por un
R-médulo A, (D) = A% = A® A®---® A, con A®* el producto tensorial de A consigo
mismo k veces, donde k es el nimero de circulos en C,. Cada arista S¢ del cubo Cg(D)
se reemplaza por un morfismo de R-mdédulos que denotaremos d.

Usaremos el simbolo A;j; para denotar el morfismo A%* — A®F+D) que aplica A al
i-ésimo factor en A®F sobre los factores j-ésimo y k-ésimo en A®F+1) v sobre el resto
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de factores aplica la identidad. Dicho de otra forma, si se numeran los circulos en C, y
Cu+ y el nimero de circulos de Cy« es el nimero de circulos de C, méas uno, se hace
corresponder al cobordismo que tiene figura de pantalén invertido el morfismo A y a los
cilindros se les hace corresponder la identidad.

De la misma manera m;;; es el morfismo A®K+D) . A®F que aplica m a los factores
i-ésimo y j-ésimo en A®(*+1) sobre el factor k-ésimo en A®¥ | esto si el nimero de circulos
de Cy- es el ntimero de circulos de C, menos uno; d¢ incluird solamente estos tipos de
morfismos.

Para el nudo trébol T el cubo C 4 (D) luce como se muestra en la Figura 22.

A® 2 A 113 ,@’ 3
A 112
A 223
AllZ A@ ) A
A Ay ‘ e
AC /r A 113 & 2
1o VARLY:
112 A 113

A
R* Tm,

Figura 22. Cubo de morfismos correspondientes al nudo trébol T en la categoria de R-mo6dulos.

Por lo tanto, es natural que se tenga la siguiente proposicion:

Proposicién 3.2. El cubo n-dimensional C4(D) es conmutativo (véase [15]).

3.6. Cadenas complejas

En seguida debemos llevar el cubo C'4 (D) a una cadena compleja C(D). Para ello hacemos
C"(D) = @ucio,11* ja|=r Aa(D), donde 7 = |a| es el nimero de unos que tiene la
sucesion «, y asociamos la aplicacion d” : C" — O™, d" = 37, | ,yn(—1)%d¢, donde
(—1)% = —1 si la sucesién & tiene un niimero impar de unos antes de la posicién en la que

aparece *, y (—1)¢ = 1 si la sucesion ¢ tiene un nimero par de unos antes de la posicién
en la que aparece *.

Proposicién 3.3. (C(D),d) es un complejo, es decir, d*> = 0 (ver [15]).

Sea W un espacio vectorial graduado, W = @,, W,; se define la dimension graduada
de W como la serie de potencias gdim(W) = )" ¢ dim(W,,).
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De manera analoga se define la caracteristica de Euler graduada de un complejo C(D)
como x(C(D)) = >,(—=1)"q" dimg H", donde H" corresponde al r—ésimo grupo de ho-
mologia de C(D).

Ahora es necesario hacer cierto cambio en los grados de los elementos de C(D) con el fin
de que al calcular la caracteristica de Euler graduada de la cadena de homologia, esta
coincida con el polinomio de Jones. Para ello, si W = &,,W,, es un espacio vectorial
graduado con componentes homogéneas {W,,}, se define {/} la operacion de cambio de
grado en W tal que W{l},, = Wy,_;.

Se define también [s] como la operacion de cambio del orden en una cadena compleja. Si
C’ es una cadena compleja --- — C™ — C™T1 — ... de espacios vectoriales, entonces la
cadena compleja C' = C’[s] es tal que C" = C""~° con todos los grados de las diferenciales
cambiados de la misma forma.

Con todo lo anterior formamos ahora la cadena compleja CK (D), en la cual el r-ésimo
grupo de cadena es CK" (D) = ©q.p—|a|Aa(D)[r]. Finalmente, el complejo que nos in-
teresa es

CKH(D) := CK"[~nu]{ny, — 2nm},

donde n, y ny, se definieron en la seccién 3.1.

La Cohomologia de Khovanov asociada al diagrama D del enlace L es la homologia
H(D) := H"(D) del complejo CK H(D).

4. Teoremas principales

Los siguientes teoremas muestran como la Cohomologia de Khovanov es un invariante
isotopico de nudos que permite hacer una mejor clasificacion de ellos. Esta clasificacion
generaliza al polinomio de Jones (ver [6]). Las demostraciones de los siguientes teoremas
se pueden ver en [15].

Teorema principal (Khovanov). Las clases de isomorfia de los grupos de homologia H" (D)
son invariantes del enlace L, donde D es un diagrama cualquiera asociado a L.

El paréntesis de Kauffman de la proyecciéon de un enlace L se define mediante las siguien-
tes formulas:

)= 00
<OL> = @t

A partir del paréntesis de Kauffman definimos el polinomio de Jones de L como
J(L) = (=1)"mg"r =" (L).
Teorema 4.1 (Khovanov). El polinomio de Jones de un enlace L es la caracteristica de
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Euler graduada del complejo CK (D), es decir,
J(L) = Z(_l)rqr dimg (CK"(D)[—nm]{ny, — 2nn})

= Z(—l)rqr dimg H".

Para el nudo trébol el esquema de la Figura 23 ejemplifica la construccion.

@ Afl) "01? Q A%
- d
o1 \\-A M 011 A m
-A Q ARy
411 Q 0 m
I |
1 S dms A |
|
| X All} Ji} %Ae 2 i1 :
| I 100 0 C) 110 : |
| [ | [ |
| | | | ! | |
| | | I
Jr N ¥ J \L e W
d? d ! 2 d?
AT s DA} —— By ———— A%

Figura 23. Cadena de homologia de Khovanov para el nudo trébol T.

La cadena compleja en este caso estd dada por

CKO doZZ\g\:o(*l)gdﬁ CKl dlZZ\g\:ﬂ*l)&d& CK2 dzZZ\g\:ﬂ*l)gd& CK3

_ A®2 migtmigtmaz 3 A CAZ_AIZ L ATZ AT AT2 | ATB 3 A®2 A3 _A23 L A12 A®3
$1 $ 1

= o el e) | opep ey,
(donde (np,nm)=(3,0))

Se puede ver que el grado del diferencial d” es cero para todo r; por lo tanto, la suma
alternada de las dimensiones graduadas de estos grupos de cadena y la suma alternada
de los rangos graduados de los grupos de homologia son iguales.
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Para el nudo trébol T la suma alternada de las dimensiones graduadas de los grupos de
cadena es

(g+q )’ =3qlg+q ") +3°q+a )V’ —lg+a )P =g +1+¢*— ¢

Multiplicando esta tltima expresién por el factor (—1)mmgne—2nm se obtiene el

1
(gt~ 1)’
polinomio de Jones para el trébol: J(D) = ¢® 4+ ¢% — ¢5. En este caso n, = 3 y n,, = 0.

De esa forma se completa la construccion de la cohomologia de Khovanov y se obtiene una
herramienta fuerte para la clasificacion de nudos, un problema que adquiere cada vez més
trascendencia en el ambito de las ciencias naturales que se aplican a situaciones reales,
como la fisica y la biologia. También, como se muestra en este articulo, se establecen
relaciones entre diferentes areas de la matemaética, como la teoria de nudos, la topologia
algebraica, las variedades diferenciables, la combinatoria y otras mas.
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