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1. INTRODUCCION

Uno de los temas que se estudian en un curso elemental de Algebra a nivel
de Licenciatura en Matematica es el de los grupos ciclicos. Puesto que todo
grupo ciclico finito de orden n es isomorfo con el grupo aditivo de los enteros
modulo n.{Z,, +.0), éste es uno de los ejemplos iniciales del tema mencio-
nado.

Una pregunta que formulan algunos estudiantes luego de introducir el ante-
rior ejemplo es la siguiente:

¢Es ciclico el grupo multiplicativo de los enteros moédulo n?
En otros términos, ;Es ciclico el grupo <Z., *, 1>, donde
Z: = {k € Z,/(nk) = 1}?

Cuando suririé tal pregunta en clase, fueron propuestos los siguientes ejerci-
cios:

s ‘ ’ A
1. Averiguar si < Zs, ., 1> es ciclico
2. Averigurar si <Zi, ., 1) es ciclico
. 14
3. ;Para qué valores de n es ciclico el grupo , <Z,, ., 1 e
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2. UN PRIMER ENFOQUE

Por la forma como son planteaados los ejercicios, es de esperarse que para
los dos primeros se busque la respuesta por «ensayo directo», esto es, a partir
de la definicion misma de grupo ciclico.

Procediendo asi, tenemos:

Para Z. = {1,357).131= Bl = 1l = 2. Por tanto, (Z, ., 1) no es
ciclico.

Para Z,, = {1,3,7.9}), 8| = 4. " 'Por taito, <Z'.(,, ., 1> es ciclico. Un ge-
nerador es 3.

[on cuanto al tercer ejercicio, de las catorce obras consultadas (ver referen-
cias) s6lo seis contienen algo al respecto:

kin [4], p. 150, aparece propuesto el siguiente ejercicio:

.. Es ciclico el grupo multiplicativo de 1,2,...,6, moéd. 77
Y el de 1,3,5,7, méd. 8? ;Y el de 1,2,4,5,7,8, méd. 97

En [12], p. 158, se propone el siguiente ejercicio:

Se puede demostrar que para todo primo p, el grupo multiplicativo del
campo Z, es ciclico. Verificarlo para p = 7,11 y 13.

En [3], p. 134, se demuestra lo siguiente:

Si |G| = pq, donde py q son primosy p < q, entonces G tiene un
subgrupo, y solamente uno, de orden g, por ejemplo < Z/,-, 1> . Mas
aun, si g # 1 + kp para todo entero k, entonces G es el grupo ciclico de
orden pq.

Ademés, en [1], p. 263, se demuestra el siguiente teorema:

«Dado m > 1 en donde m no es de la forma m = 1,24,p° 6 2p° en
donde p es un primo impar, entonces para todo a con (a,m) = 1 tenemos
a*m/M=1 (méd m), luego no existen raices primitivas méd mn.

in [1.3], p. 92,aparece demostrado el siguiente teorema de Gauss:

«Z! es ciclico si y s6lo si n es uno de los siguientes:

n=24p~ 6 2p™ donde p es un primo impar y m > 1».



Il]l teorema anterior responde completamente la cuestién planteada en 1.
Sin embargo, con este articulo se pretende mostrar otro enfoque.

3. UN SEGUNDO ENFOQUE

Dado que la relacién de congruencia médulo n es la que determina los ele-

mentos del conjunto Z., y que tal relaciéon se estudia con detalle en Teoria
de Numeros, se le dio un nuevo enfoque al ejercicio. «Traducir» al lenguaje de

la teoria de Grupos resultados ya establecidos de Teoria de Numeros. Para
tal fin se consult6 el capitulo sexto, numerales 1,2 y 3, de [14].

4. PROPOSICIONES Y EJEMPLOS

En lo que sigue, ® representa la funcién de Euler. Por tanto, ®(n) repre-
senta el nimero de enteros positivos primos relativos con n y menores que
n, para n>1 y &(1) = 1.

4.1 Proposicion

Existe g € Z, tal que [g| = ®(p), siendo p primo impar.

Dem. Sean d,, d,,.., d, los distintos é6rdenes de los elementos de Z,.

Sea 1 el minimo comun multiplo de d,, d,, ..., d,,

Sea v =q ' q? .. q"* la descomposicién canbénica de 1. Cada factor
q”* de esta descomposicién divide al menos a uno de los 6rdenes 4, el cual,

por consiguiente, puede ser expresado en la forma 4, = a.q:*

Sea g, uno de los elementos de Z, cuyo orden es d. Se tiene entonces
que

4

gi = gi“iq.!n' 3 (gi'i) 'ln" = 1.

Ademas,

(g™ g™ ... &™) """ = 1 porser q Qi ,.. Qi  primos relativos
dos a dos.

Puesto que cada d/r, cada elemento de Z, satisface la igualdac.l e T B
Por tanto, T 2 p- 1. Pero 1/®(p), luego 1 = ®(p).




Haciendo

go= gt gz, se tiene que [g| = o(p). B

Ejemplo:
Sea G = {Z,,.,1) . Entonces |Gl = 12 = 22.3;
it =4 = 1.2% 4| =6:= 2.3

Por tanto, 5.4 = 7 es un generador, como puede comprobarlo el lector.

4.2 Proposicion
Sea p un primo impar. Sea a > 1. Entonces existe h € Z,'_n tal que |h| =
®(p"): dipY) = p° - p* .
Dem:
[La proposicién anterior garantiza que existe g € Z,', tal que gl = ®(p).
Asi, g"'=1 + pT,. Ademas,

(@4 phiti=a] Yapll =g il phyr="1"put (1)

donde 0<u, t < p-1. Existe entonces un valor de t que no divide a u.
Sea t, uno de estos valores. Por (1), tenemos:

EptlP 2 =1 4 pu)t=.1.4+ pru,

(2)
2 (p-1)

3 pt.)* =1+ p*u)=1+p’*u,

s cvairelets p day s

~upongamos que |g + pt,| = d, como elemento de Z: Asi, (g + pt)* = 1,
oo elemento de ZI' . También se tiene entonces que



(z + pt,)¢ = 1, como elemento de Z . (3)
Vor tanto, (p-1)/d. Pero §/(p* - p*')= ®(p°). Por tanto, d = p~(p - 1),
Jdonde r es uno de los numeros 1,2,..., . Reempiazando en (3), segin (1) y
12). tenemos:
{1 + pu) =1 (méd p°), estoes, p'u, =0 (méd p°). Asi, r = a, y por
tanto, 4 = ®(p°). Haciendo h = g + pt,, se tiene que |h| = ®(p°). B
Ijemplo:
lin generador de Z! es 2. Hallemos un generador para Z,s.
Buscamos un valor de t tal que (2 + 5t)* = 1 + 5u, 5/ u. Para t = 0,

onemos que 16 = 1 + 5.3. Puesto que 573, 2 + 5.0 = 2 es un generador
;ata 75, y en general, es un generador para Z., a > 1 ¢

4.3 Proposicion

Sea p un primo diferente de 2; sea a > 1; sea g € Z .. Entonces (g) =
Z!. siy solo si para cada divisor primo q de ®(p°) se tiene que g*¥* # 1.

Dem:

= ) Puesto que |g| = ®(p°), el resultado es obvio.
<) Supongamos que existe f, 1 < f§ < ®(p°) - 1 tal que g" = 1. Puesto que
fi®(p°), existe algun divisor primo q de ®(p°) tal que ®(p°) = q fu. Por

@(p)

tanto, g * = g™ = 1, lo cual contradice la hipétesis.

I’ asi que f = ®(p*). Luego (g) =Z. M
Fijemplo 1:
lallar todos los generadores de < Zg,.,1).

\qui, p=3, a = 2;

®9) = (33 = 3*-3'=6 = 2.3.

"Qué elementos g verifican g®# 1, g* # 1?

Como puede comprobarlo el lector, tales elementos son 2 y 5;
por tanto, <2 = <5> =Z, e




Ejemplo 2:
Hallar todos los generadores de { Zi,,., 1) .

Aqui, p = 11; ;

®(11) = 11-1 = 10 = 2.5.

(Qué elementos g verifican g*# 1,g* # 1?
Tales elementos son 2, 6, 7 y 8.

Por tanto, 22 = (6} = 7> = (8) =1Zi,

4.4 Proposicion:

Sea p un primo impar. Sea a > 1. Entonces existe g € Z;,» tal que |g| =
D(2p°). X

Dem.

Las dos proposiciones anteriores garantizan que existe g € Z,, tal que
lgl = o(p°).
Por tant~ g**’ = 1. Consideremos dos casos:

(i) g es mpar. En tal caso, g € Z;,.. ya que (g, 2p°) = 1.
Puesto que ¢ (p°) = ®(2p"), s¢ tene que gy = (Zyo, ., 1Y .

(i) g es par. En tal cuso, g + p° es impar, y por tanto, g + p° € Z3,-.
Puesto que [g + p?| = [gi = op’) = ®2p), (g + p°) = (Z}~,.,1). M

Con el fin de ilustrar la proposicién que se acaba de demostrar se elabor6 un
programa en BASIC para el caso particular de o = 1. Tal programa dio,
para los cien primeros primos impares, todos los generadores de los grupos
del tipo Z),.

4.5 Corolario

Si g es un generador de ( Z,’-" ... 1) .entonces el impar entre gy g + p°
es un generador de {Z;, . 1Y . ncesel impar entre gy g + p° es
un gener wtor de (Z;.,., 1> B

Ejemplo:

Hallar generadores para {Z;,,., 1) .

Segun el ejemplo 2 de la proposicién 4.3,
7, 24+ 11 =13, 8 + 11 =19, 6 + 11 = 17, son generadores para dicho

grupoe®
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