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J,Quien Ie dio a usted el epsilon?

Cauchy y los origenes del c81culo riguroso*

El carro va a una velocidad de 50 millat>por hora.

l.Que significa esto?

Dado cualquier E. > 0 existe un d tal que si

It1- t1 I < d entonces I Sl' SI - 50 I <E..
1:"J • t1

l.C6mo se Ie ocurri6 a alguien en el mundo tal

respuesta?

Tal vez este dialogo nos recordara que los fundamentos rigurosos del calcu-

10 no son de ninguna manera intuitivos. El calculo trata con velocidaqes y

distancias, con tangentes y areas, no con desigualdades. Cuando Newton*** y

Leibniz**** inventarion el calculo en el siglo XVII no usaron pruebas delta-

epsilon. Se necesltaron 150 aftos para desarroUarfas. Esto muestra que este

desarrollo fue probablemente muy dittCll, y no es de extraftar que 10s estu-

diantes encuentren dificiles las bases rigurosas del calculo. l.C6mo entonces

alcanz6 el calculo su rigurosidad en terminos del algebra de desigualdades?

• El presente articulo es la versi6n castellana de Who gave you the ep.ilonl Cauchy and the origins of rigurous calculus,

publicado originalmente en THE AMERICAN MATHEMATICAL MONTHLY, Vol. 90, No, 3, March 1983, 185·194. La tra'

ducci6n fue reali.ada por GABRIEL YAREZ, Profesor Asistente VIS, a quien correspond. Is dataci6n de los autoros' mencio-

nados en el te.Ito.



Las pruebas delta-epsilon se encuentran por primera vez en los trabajos de

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Esto no es siempre reconocido dado que

Cauchy dio una definici6n puramente verbal de limite, la cual a primera vista

no se parece alas definiciones modernas: "Cuando los valores sucesivamente

atribuidos a la misma variable se acercan indefinidamente a un valor fijo,

tal que finalmente difieren de el tan poco como se desee, a este valor fijo se

10 llama el limite de todos los otros» [1]. Cauchy dio tambien una definici6n

poco rigurosa de la derivada de fIx) como el limite, cuando existe, del co-

ciente de diferencias (f(x+ h) - f(x))/h cuando h tiende a cero, una afirma-

ci6n bien parecida a las que ya habian dado Newton, Leibniz, D'Alembert,

.\laclaurin y Euler. Pero 10 que es importante es que Cauchy Lr:1dujo tales

afirmaciones poco rigurosas al lenguaje exacto de las desigualdade'5 cuando

las necesit6 en sus pruebas. Por ejemplo para la derivada [2J:

Sean d, £ dos numeros muy pequenos; el primero SE: escogede tal forma

que para todos los valores numericos res decir, absolutosJ de h meno-
(1) res que d, y para todo valor de x incluido [en el intervalo de definici6n],

el cociente (f(x+h) - f(x))/h siempre sera mas grande que f (x) - £ Yme-

nor que f (X)+L

Este soio ejemplo basta para indicar la forma como Cauchy trabajaba el

cfllculo, ya que el objetivo de este articulo no es analizar "l.c6mo esta cons-

truida una prueba rigurosa delta-epsilon?» Como herederos intelectuales de

Cauchy todos conocemos esto. La pregunta central es l.c6mo y por que esta-

ha Cauchy preparado para poner el calculo en un contexto riguroso, y sus

predecesores no? Las respuestas a esta pregunta hist6rica no pueden encon-

trarse reflexionando sobre las relaciones 16gicas entre los conceptos, sino

huscando minuciosamente en el pasado y observando c6mo el estado actual

de cosas se desarro1l6 a partir de ese pasado. Asi pues, examinaremos la

situaci6n matematica en los siglos XVII y XVIII, fondo sobre el cual po-

dremos apreciar las innovaciones de Cauchy. Describiremos el poder de las

tecnicas del calculo en este temprano periodo y los enfoques relativamente

"-In importancia dados para justificarlas. Discutiremos entonces c6mo gra-

Jualmente en el siglo XVIII se desarro1l6 una especie de sentimiento de

urgencia de hacer riguroso el estudio del analisis. Mas importante aun, expli-

caremos el desarrollo de las tecnicas matematicas necesarias para el nuevo

rigor a partir de los trabajos de hombres como Euler, D'Alembert, Poisson,

y especialmente Lagrange. Finalmente, mostraremos c6mo estos resultados

matematicos, a menudo desarrollados para prop6sitos distintos de los de

establecer los fundamentos para el calculo, fueron usados por Cauchy para

construir su nuevo analisis riguroso.

A finales del siglo XVII Newton y Leibniz, casi al mismo tiempo pero inde-

dependientemente, inventaron el calculo. Este invento comprendia tres cosas:



Primero, crearon los conceptos generales de cociente diferencial e integral

(estos son terminos de Leibniz; Newton los llamaba «fluxi6n» y «fluente»).

Segundo, idearon una notaci6n para estos conceptos que hizo del calculo un

algoritmo: los metodos no solamente trabajaban, sino que eran faciles de

usar. Sus notaciones tenian gran poder heuristico, y aun hoy se usan las

notaciones dy/dx e Jy dx de Leibniz, y x de Newton. Tercero, ambos

hombres encontraron que los procesos basicos de encontrar tangentes y

areas, es decir, la diferenciaci6n y la integraci6n, son mutuamente inversos

·I~)que hoy conocemos como el Teorema Fundamental del Calculo- .

Una vez inventado el calculo, los matematicos poseyeron un conjunto suma-

mente poderoso de metodos para resolver problemas en geometria, en fisica

y en analisis puro. Pero, i,cual era la naturaleza de los conceptos basicos?

Para Leibniz, el cociente diferencial era un cociente de diferencias infini-

tesimales. Para Newton, la derivada, era descrita como una raz6n de cambio;

la integral era su inversa. En realidad, en el siglo XVIII la integral se con-

cebia como la inver sa de la diferencial. Uno puede imaginarse preguntandole

a Leibniz que era exactamente un infinitesimal, 0 a Newton que era una

razon de cambio. La respuesta de Newton, la mejor del siglo XVIII, es instruc-

tiva. Considerese un cociente de cantidades finitas (en notaci6n moderna,

(f(x+h) - f;x))/h) cuando h va a cero). El cociente eventualmente llega a ser

10 que Newton llamaba un «cociente ultimo». Los cocientes ultimos son «limi-

tes a los cuales los cocientes de cantidades que decrecen sin limites siempre

convergen, y a los cuales ellos se aproximan mas cerca que cualquier dife-

renda dada, pero nunca van mas ana, ni los alcanzan jamas hasta que las

c;mt;jades desaparezcan» [3]. Excepto por el «alcanzar» el limite cuando las

cantidades de5aparecen, podemos traducir las palabras de Newton a nuestro

l,'nguaje algebraico. Newton, sin embargo, no 10 hizo, ni tampoco la mayoria
dp sus seguidores en el siglo XVIII. Mas aun, el «nunca van mas alIa» no

permite a una variable oscilar alrededor de su limite. Asi, aunque la defini-

cion de Newton es intuitivamente agradable, tal y como esta establecida

no fue usada ni podia usarse para pruebas acerca de limites. La definici6n

parece buena, pero no fue entendida ni aplicada en terminos algebraicos.

Pero la mayoria de los matematicos del siglo XVIII objetarian: «i,Por que

preocuparse acerca de los fundamentos?» En el siglo XVIII el calculo, intui-

tivamente entendido y algoritmicamente ejecutado, fue aplicado a gran can-

tidad de problemas. Por ejemplo, fue resuelta la ecuaci6n diferencial parcial

para las vibraciones de una cuerda; fueron resueltas las ecuaciones del mo-

vimient; del sistema solar; la transformada de Laplace, el calculo de varia-

ciones y la funci6n gamma fueron inventados y aplicados; toda la mecanica

fue resuelta en el lenguaje del calculo. Estas constituyeron grandes reali-

zaciones de los matematicos del siglo XVIII. i,Quien podria estar realmente

interestino por los fundamentos cuando tan importantes problemas eran exito-

sament< . ratados por el calculo? Lo que importaba eran los resultados.



Este punto sera mejor apreciado mirando un ejemplo que ilustra tanto la

"falta de sentido critico)) en los conceptos del siglo XVIII como el inmenso

poder de las tecnicas del mismo, tornado del trabajo del gran maestro de

tales tecnicas: Leonhard Euler·.

Claramente tiene unasuma finita ya que es acotada superiormente por la

serie

1 + _1 + _1 + _1 + ...+
1.2 2.3 3.4

1

(k-l) . k

cuya suma se sabe es 2; Johann Bernoulli habia encontrado esta suma tra-

tando _1_ + _1_ + ... como la diferenciaentre !as series 1/1 + 1/2 + 1/3 +...
2.3 3.4

y la serie 1/2 + 113+ 114+... y observando que la diferencia es telesc6-

pica [4].

La suma de Euler de i 11k 2 hace uso de un lema de la teoria de ecuacio-
k=l

oil'S: dada una ecuaci6n polin6mica cuyo termino constante es uno, el coefi-

(Oientedel termino lineal es la suma de los reciprocos de las rakes con los

signos cambiados. Este resultado habia sido descubierto y demostrado consi-

lerando la ecuaci6n (x-a) (x-b) = OJ de rakes a y b. Multiplicando y luego

dividiendo por ab, obtenemos

,-I resultado es ahora obvio, asi como la extensi6n a ecuaciones de mayor

:,radoo



"ero Euler pensaba que las series de potencias podian ser manipuladas como

polinomios.Asi, tenemos una ecuaci6n polin6mica en u, cuyo termino cons-

tante es uno. Aplicando ellema, el coeficiente del termino lineal con el signa

•.ambiado es 1/3! = 1/6. Las rakes de la ecuaci6n en u son las rakes de

,en x con la sustituci6n u = x2, concretamente n\ 4n2, 9n2 , •••• Luego el

lerna implica

Aunque es facil criticar los argumentos del siglo XVIII como este por su

falta de rigor, es tambien injusto. Los fundamentos, las especificaciones pre-

cisas de las condiciones bajo las cuales las manipulaciones con infinitos 0

infinitesimales eran admisibles, no eran muy importantes para hombres como

Euler, ya que sin tales especificaciones hicieron importantes nuevos descu-

brimientos, cuyos resultados en casos como este podrian ser verificados sin

mayor esfuerzo. Cuando en el siglo XVIII se discutian los fnndamentos del

calculo, se pen saba que se trataba de cosas secundarias. Esas discusiones

<;obrefundamentos aparedan en las introducciones de libro3, en populariza-

ciones y en escritos filos6ficos, pero no eran -como son ahora desde los tiem-

pos de Cauchy- el objeto de artkulos de revistas orientadflS a la investiga-

ci6n.

i\si. clonde teniamos una pregunta para responder, ahora tenemos dos. La

r>rimerasig-ue siendo: l,De d6nde provienen las tecnicas rigurosas de Cauchy?

Como segunda deberiamos interrogarnos: l,Por que es importante dar rigor

al calculo'? Si pocos matematicos en el siglo XVIII estaban realmente inte-

resados en los fundamentos [6], entonces, l,cuando, y por que, cambiaron las

actltudes?

'Jaturalmente, para eXlglr rigor es necesario -aunque no suficiente- pensar

que el rigor es significativo. Pero mas importante, para establecer rigor es

lH'cesario (aunque tampoco suficientel la existencia de un conjunto de tecni-

cas apropiadas para tal prop6sito. En particular, si se quiere dar rigor al

l'<llculoreduciendolo al algebra de desigualdades, se debe contar tanto con el

itlgebra de desigualdades, como con conceptos del calculo expresables en

«>nninos del algebra de desigu~ldades.



A princlplos del siglo XIX por primera vez se contaba con las siguientes

tres condiciones: el rigor era considerado importante; habia un buen desa-

rrollo del algebra de desigualdades; y se conocian ciertas propiedades acerca

de los conceptos ba~icos del analisis -limites, convergencia, continuidad, de-

rivadas, integrales- expresables en el lenguaje de las desigualdades si se de-

seaba. Cauchy, seguido por Riemann· y Weierstrass··, dieron una base rigu-

rosa al calculo usando la ya existente algebra de desigualdades, y constru-

yeron una estructura l6gicamente encadenada de teoremas acerca de los con-

ceptos del calculo. Es nuestra tarea explicar c6mo estas tres condiciones

-la desarrollada Algebra de desigualdades, la importancia del rigor, las adecua-

das prolJiedades acerca de los conceptos del calculo- llegaron a existir.

Hoy dia el algebra de desigualdades se estudia en los cursos de calculo por-

que se usa en su fundamentaci6n; pero, l.para que estudiarla en el siglo XVIII,

cuando esta aplicaci6n era desconocida? En el siglo XVIII las desigualdades

eran de interes en ef estudio de una clase importante de resultados: las apro-

ximaciones. Por ejemplo, considerese una ecuaci6n tal como (x + 1)~= a,

para J.l no entero. Normalmente a no puede ser encontrada exactamente,

pero puede ser aproximada por una serie infinita. En general, dado~ n tar-

minos de una serie de aproximaci6n, los matematicos del siglo XVIII busca-

ban calcular una cota superior del error en la aproximaci6n -es decir, la di-

ferencia entre la suma de la serie y la suma parcial n-esima. Este calculo era

un problema de algebra de desigualdades. Jean d'Alembert 10 resolvi6 para
la serie binomial; dados n terminos de la serie y asumiendo implicit.amen-

te que la aerie converge, encontrada las cotas del error -es dedr, el resto de

la serie despues del n-esimo termino- acotando la serie arriba y abajo con

progresiones geometricas convergentes [7]. Asimismo Joseph-Louis Lagran-

ge invent6 un nuevo metodo de aproximaci6n usando fracciones continuas

y. por calculos de desigualdades extremadamente complicados, estableci6

condiciones necesarias y suficientes para que una iteraci6n de una mejor

aproximaci6n que la iteraci6n previa [8]. Lagrange··* tambien dedujo el resi-

duo de Lagrange de las series de Taylor [9], usando una desigualdad que

acotaba el residuo por encima y por debajo con los valores maximo y mi-

nimo de la n-esima derivada respectivamente y luego aplkando el teorema

del valor intermedio para funciones continuas. De esta manera, gracias al

trabajo realizado en el transcurso del siglo XVIII [10] se contaba a finales

del mismo con un algebra desarrollada y de uso corriente. Dado un n, era

normal encontrar un error -es decir, un epsilon-.



Los matematicos estaban mucho mas interesados en encontrar fundamentos

rigurosos para el calculo en 1800 que 10 que habfan estado cien afios antes.

Hay muchas razones para esto: ninguna suficiente por sf misma, pero facH-

mente aceptables en conjunto. Naturalmente podria pensarse que los mate-

maticos del siglo XVIII estaban siempre cometiendo errores por la ausencia

de fundamentos rigurosos explicitamente formulados. Pero esto no ocurri6.

Estaban generalmente en 10 correcto, y por dos razones. Una es que cuando
se trabaja con variables reales, funciones de una variable, series de poten-

cias y funciones que se originan de problemas ffsicos, los errores no ocurren

muy frecuentemente. La otra es que los matematicos como Euler y Laplace

ternan un profundo conocimiento de la estructura interna de las propiedades

basicas de los conceptos del clilculo, y eran capaces de escoger metodos fructf-

feros y evadir los peligrosos. El unico «error» que cometieron fue el usar

metodos que desagradaban a los matematicos de epocas posteriores, quienes

fueron educados bajo las pautas de rigor del siglo XIX.

l,Cullles fueron entonces las razones para ese obsesivo interes en el rigor?

Un conjunto de razones era filos6fico. En 1734, el fil6sofo y obispo britanico

Berkeley* habfa atacado el clilculo con el argumento de que no era riguroso.

En The Analyst, or a Discourse Addressed to an Infidel Mathematician, **
decfa que los matematicos no tenfan derecho de atacar la irracionalidad de la

religi6n, dada la forma como ellos mismos razonaban. Ridiculiz6 las fluxio-

nes -«velocidades de incrementos evanescentes»- llamando esos incrementos

evanescentes «fantasmas de cantidades difuntas» [11]. Aun mas, criticaba en

forma correcta algunos de los argumentos usados en los escritos de sus con-

temporaneos matematicos. Por ejemplo, atac6 el proceso de encontrat' la fluxi6n

(nuestra derivada) repasando los pasos del proceso: si consideramos y=x2,

haciendo el cociente de diferencias ((x + h)2 - x2)/h, luego simplificando a

2x + h, luego anulando h, obtenemos 2x. Pero, l,es h cero? Si 10 es,
no tiene sentido dividir por el; si no es cero, no tenemos derecbo a despre-

ciarlo. Como Berkeley deda, la cantidad que nosotros llamamns h «debe

significar bien un incremento 0 nada. Ahora bien, sin importar cUlil de los

dos significados se Ie de, se debe argumentar consistentemente con dicho

significado» [2].

Como una respuesta alas objeciones de Berkeley habria supuesto el reco-

nocer quI" una ecuaci6n can limites es una abreviatura para una sucesi6n

d~' desig"l"lldades -una sutH y diffcil idea-, ningUn analista del siglo XVIII

•• Existe tr,Hhl(Ti6n cuo;lelluna: vease El ana/isla, en el primer volumen de EL MUNDO DE LAS MATEMATICAS.

(h· .lamp" If ~pwn·;m. pag, ~14·219. Ediciones Grijalbo S.A .. Barcelona. 1983 (N. del E.).



dio una respuesta enteramente ade~uada a Berkele~ _~!n eII!J~ar~_ I!!uchos

intentaron. Maclaurin·. d'Alembert··. Lagrange. Lazare Carnot···. y posi-

blemente Euler. todos conocieron acerca del trabajo de Berkeley. y todos

escribieron algo sobre los fundamentos. Lo que muestra que el Hamado de

atenci6n de Berkeley fue oido. Sin embargo. excepto Maclaurin. ninglin ma-

tematico de primera linea gast6 mucho tiempo en las preguntas planteadas

a raiz de los trabajos de Berkeley. e incluso la influencia de Maclaurin esta

en otros campos.

Otro factor contribuyente al nuevo interes en el rigor era que habia un limite

al numero de resultados que podian ser obtenidos con los metodos del siglo

XVIII. Cerca del final del siglo. algunos matematicos destacados habfan

pmpezado a sentir que este limite estaba bien pr6ximo. D'Alembert y La-

grange 10 indicaron en su correspondencia. hablando Lagrange de mate mati-

cas superiores lien decadencia •• [13]. El fil6sofo Diderot fue mas lejos al afir-

mar que los matematicos del siglo XVIII habian lIerigido las columnas de

Hercules •••mas alla de las cuales era imposible ir [14]. Habia pues. una sen-

tida necesidad de consolidar las ganancias del siglo pasado.

Otro ••factor.. fue Lagrange. quien lleg6 a interesarse enormemente en los

fundamentos y. a traves de sus actividades. interes6 a otros matematicos.

En el siglo XVIII. academias cientfficas ofrecfan premios por resolver pro-

blemas importantes. En 1784. Lagrange y sus colegas propusieron el pro-

blema de los fundamentos del calculo como el problema de c">1curso de la

Academia de Berlin. Nadie 10 resdvi6 a satisfacci6n de Lagrangj. pero dos de

los trabajos en competencia fueron posteriormente ampliados a libros. los

primeros en el Continente. sobre fundamentos: el de Sim6n I...Huilier·· •• ••
Exposition elementaire des principes des calculs superieurs, Berlin. 1787. y

el de Lazare Carnot. Reflexions sur la mitaphysique du calcul infiuitesimal,

Paris. 1797. De esta manera. Lagrange claramente ayud6 Ii revivir interes

en el problema.

El interes de Lagrange se derivaba en parte de su respeto j lor el poder y la

generalidad del algebra; el querfa ganar para el calculo la l;erteza que creia

que poseia el algebra. Pero habia otro factor que aumentaba el interes en los

fundamentos. no solamente en Lagrange. sino en muchos olrDS matemati-

('os a finales del siglo XVIII: la necesidad de ensefiar. La ensefianza obliga

H poner lLenci6na las preguntas basicas. Antes de mediados del siglo dieciocho.

In,- mfll,'mflticos con frecuencia habian vivido vinculados a las cortes reales.

I'('r(, la" corte,; reales declinaban; el nllmero de matematicos a\lmentaba; y



las matematicas empezaban a ser consideradas titHes. Inicialmen~ en las

escuelas militares y mas tarde en la Ecole Poly technique en Paris, otra linea

de trabajo se hizo posible: la ensenanza de las matematicas a estudiantes de

ciencias e ingenieria. La Ecole Polyteclmique fue fundada por el gobierno re-

volucionariofrances para preparar cientificos, los cuales -el gobierno pensaba-

debfan ser titHes en un estado moderno. Siendo precisamente catedratico de

analisis en la Ecole Poly technique escribi6 Lagrange sus dos mas importantes

trabajos de calculo que trataban de fundamentos; es de anotar que 40 anos

antes. ensenando el calculo en la Academia Militar de Turin, Lagrange habia

iniciado sus trabajos sobre el problema de los fundamentos. Puesto que el

Pl1sefiar10 lleva a uno a formular preguntas basicas sobre la naturaleza de

los conceptos mas importantes, el cambio en las circunstancias econ6micas

de los matematicos -la necesidad de ensenar- proporcion6 un catalizador para

la cristalizaci6n de los fundamentos del calculo, ademas de los antecedentes

hist6ricos y matematicos. En efecto, inclusive ya adentrado el siglo XIX,

muchos de los fundamentos nacieron de las ensenanza; los fundamentos de

Weierstrass provienen de sus clases en Berlin; Dedekind* inici6 sus trabajos

sobre la continuidad mientras ensefiaba en Zurich; Dini** y Landau*** se

interesaron en los fundamentos siendo profesores de anfilisis; y 10 mas impor-

tante para nuestros prop6sitos, es ese tambien el caso de Cauchy. Los fun-

damentos de Cauchy para el analisis aparecen en los libros basados en sus

clases en la Ecole Poly technique; su libro de 1821 fue el primer ejemplo de

la gran tradici6n francesa de los Cours d·analyse.

Surgida del algebra, el algebra de desigualdades estaba lista para reducir

el calculo a ella; el deseo de hacer el calculo riguroso se habia desarrollado

gracias a su consolidaci6n, gracias a la fiIosofia, gracias a la em:enanza, gra-

cias a Lagrange. Ahora dirijamonos a la esencia matematica del analisis del

siglo XVIII, para ver que era conocido de los conceptos del cakulo antes de

Cauchy, y 10 que el tuvo que trabajar por si mismo para defllnir y probar .

teoremas acerca de limites, convergencia, continuidad. derivada l e integrales.

Primero consideraremos el concepto de limite. Como ya 10 hemos senalado,

desde Newton el limite habfa sido concebido como una cota a la cual era

posible acercarse cada vez mas. pero sin sobrepasarla. Racia 1800, con los

t rabajos dl' ~ Ruilier y Lacroix sobre series alternadas, la restricci6n del

limite por un solo lado hahfa sido abandonada. Cauchy tradujo sistematica-

mente este refinado concepto del limite al algebra de desigualdades, y 10 us6
en pruebas una vez habfa sido asi traducido; de esta manera hizo realidad



la muy repetida conjetura del siglo XVIII de que el calculo podrfa estar ba-
sado en los limites.

Por ejemplo, considerese el concepto de convergencia. Maclaurin ya habia

dieho que la suma de una serie era el limite de las sumas parciales. Para

Cauchy, esto signifieaba algo preciso. Signifieaba que. dado un E, se podia

encontrar n tal que. para mas de n terminos. la suma de la serie infinita

esta a menos de E de la n-esima suma parcial. Esto es el reciproco del pro-

eedimiento de estimaci6n del error que d'Alembert habia utilizado. De su de-

finici6n de series que tienen suma. Cauchy probaria que una progresi6n

geometrica con raz6n menor que 1 en valor absoluto convergia a su suma

usual. Coml) ya 10 dijimos, d' Alembert habia demostrado que la serie bino-

mial para. lilgamos (l + x)""', estaba acotada pOI'encima y pOI' debajo por

progrl'sinnr - geometrieas eonvergentes. Cauchy asumi6 que si una serie de.

terminos positivos esta acotada superiormente. termino a termino; pOI' una

progresi6n geometriea convergente. entonces tambien converge; us6 entonces

tales comparaciones para probar ciertos criterios de convergencia: el criterio

de la ralz. el criterio del eociente. el criterio del logaritmo. El tratamiento es

muy eiegante 115). Trasladando una tecniea usada algunas veces por perso-

nas como d' Alembert y Lagrange a un procedimiento ad hoc cimentado en

aproximaeiones. y usando la definici6n de la suma de una serie basada en

el concepto de limite, Cauchy cre6 la primera teona rigurosa de convergencia.

Vamos ahora al concepto de continuidad. Cauchy dio esencialmente la defi-

nici6n moderna de funci6n continua. diciendo que la funci6n fix) es continua

en un intervalo dado si para cada x en ese intervalo teel valor numerieo

res decir. el valor absoluto) de la diferencia fix + a) - fix) deerece indefini-

damente con an [16]. Us6 esta definici6n para probar el teorsma del valor

intermedio para funciones continuas [17]. La prueba se desarrollaba exami-

nando una funci6n fix) en un intervalo. digamos [b. c]. donde fib) es nega-

tivo y f(c) positivo. y dividiendo el intervalo [b. c] en m partes de longi-

tud h = Ie - b)/m. Cauchy consideraba el signa de la funci6n en los puntos

f(bl. fib .+ hl.... f(b + (m - l)h), fie); a menos que uno de los valores de f sea

cero, hay do,; valores de x que difieren en h tal que f es negativo en uno.

\' positivo ('II el otro. Repitiendo este proceso para nuevos intervalos de lon-

gitlld (c - bl!m. (c - b)/m 1 ••.• , da una sucesi6n creciente de valores de x:

b, b,• b1 , .... para los cuales f es negativo, y una sucesi6n decreciente de

valores de x : c. c" c1•••• para los cuales f es positivo. y tal que la diferencia

entre b, y c. va a cero. Cauchy afirmaba que estas dos sucesiones deben

tener un limite comun a. Entonces argumentaba que como fix) es continua.

las suce~iones de valores negativos f(b.) y de valores positivo f(c.) conver-

gf'n ambas hacia el limite comun f(a). el cual debe ser pOI' 10 tanto cero.

La prueba de Cauchy utiliza una tecniea ya existente. que Lagrange habia

aplieado para aproximar raices reales de ecuaciones polin6mieas. Si un poli-

nomio era negativo para un valor de la variable. positivo para otro, habia



una raiz entre los dos, y la diferencia entre esos dos valores de la variable

acotaba el error cometido tomando cualquiera como una aproximacion a la

raiz [18]. Asi otra vez el algebra de desigualdades suministra una tecnica

que Cauchy transformo de una herramienta de aproximacion en una herra-

mienta de rigor.

Vale la pena senalar en este punto que Cauchy, tanto en su tratamiento de

la convergencia como de la continuidad, asumia implicitamente varias formas

de la propiedad de completez de los numeros reales. Por ejemplo, cons ide-

raba como obvio que una serie de terminos positivos, acotada superiormente

por una progresion geometrica convergente, converge; igualmente, su prueba

del teorema del valor intermedio asume que una sucesion monotona acotada

tiene un limite. A pesar de que Cauchy fue el primero en explotar sistema

ticamente las desigualdades para probar teoremas en analisis,no identifico

todas las suposiciones implicitas acerca de los numeros reales que las tecni-

cas con desigualdades incluian. Similarmente, como ya el lector podria haber

notado, la definicion de Cauchy de funciones continuas no distingue entre 10

que ahora llamamos continuidad puntual y continuidad uniforme; tam poco

en el tratamiento de series de funciones Cauchy distinguia entre convergencia

puntual y uniforme. Las formulaciones verbales como "para todo» no diferen-

ciaban entre "para cualquier epsilon y para todo x» y "para cualquier x, dado

cualquier epsilon» [19]. No era muy claro en los anos de 1820 cuanto dependia

de esta distinci6n, dado que las pruebas acerca de continuidad y convergencia

eran de por si muy nuevas. Veremos la misma confusi6n entre convergencia

puntual y uniforme al analizar la teoria de Cauchy sobre la derivada.

Empezamos de nuevo con una aproximaci6n. Lagrange dio la siguiente desi-

gualdad para la derivada:

donde V va a cero cuando h va a cero. El interpretaba (2) diciendo que,

dado cualquier D, se puede encontrar h suficientemente pequeno tal que V

este entre -D y +D [-::). Claramente esto es equivalente a (1), la caracteriza-

cion de delta-epsilon de Cauchy para la derivada. Pero, (,c6mo obtuvo Lagrange

este resultado? La respuesta es sorprendente; para Lagrange, la f6rmula (2)

era una consecuencia del teorema de Tylor*. Lagrange creia que cualquier

funci6n (es decir, cualquier expresi6n analitica, sea finita 0 infinita en una

sola variable) tenia una unica expansi6n en serie de potencias (excepto po-

siblemente en un numero finito de puntos aislados) ..Esto, porque el creia que

habia "algebra de series infinitas», un algebra ejemplificada por los trabajos

de Euler tales como el ejemplo que dimos antes. Y Lagrange decia que el

camino para hacer el calculo riguroso era reduciendolo al algebra. Aunque



no hay un ((algebra» de series infinitas que de expansiones en series de po-

tencias sin ninguna consideraci6n de convergencia y de limites, esta hip6tesis

condujo a Lagrange a definir {'(x) sin refrencia a limites, como el coeficien-

te del t;ermino lineal en h en la serie de Taylor de f(x + h). Siguiendo a
Euler, Lagrange entonces decia que, para cualquier serie de potencias en h,

se podia tomar h suficientemente pequefio para que cualquier termino de la

serie excediera la suma de todo el resto de terminos que 10 seguian; esta
aproximaci6n, decia Lagrange, es asumida en aplicaciones del calculo a la

geometna y la mecanica [21]. Aplicando esta aproximaci6n al termino .lineal

en la serie de Taylor se obtiene (2), que yo lIamo la propiedad de Lagrange

de la derivada. (Como en (1) de Cauchy, la interpretaci6n que Lagrange da

para (2) asume que, dado cualquier D, se encuentra h suficientemente pe-

quefio tal que IVI ~ D sin ninguna menci6n de x).

Lagrange no solamente estableci6 la propiedad (2) y las desigualdades asocia-

das. sino que las us6 como b~se para probar algunos resultados acerca de

derivadas: por ejemplo, para probar que una funci6n con derivada positiva

es creciente, para probar el teorema del valor medio para derivadas y para

obtener el residuo de Lagrange en las series de Taylor. (Losdetalles pueden

ser encontrados en los trabajos citados en [22]). Lagrange tambiEm aplic6 sus

resultados para caracterizar las propiedades de maximos y minimos y los

6rdenes de contacto entre curvas.

Con unas pocas modificaciones, las pruebas de Lagrange son viilidas, siempre

y cuando la propiedad (2) pueda ser justificada. Cauchy retom6 y simplific6

las pruebas de Lagrange con desigualdades, mejorandolas y basandolas en su

propia ecuacion (1). Pero Cauchy legitim6 estas pruebas puesto que defini6

la derivada con la precisi6n requerida para satisfacer las desigualdades perti-

nentes. Una vez mas, las propiedades claves provienen de una aproximaci6n.

Para Lagrange, la derivada era exactamente -sin necesidad de epsilones- el

coeficiente del termino lineal en las series de Taylor; la f6rmula (2) y la desi-

gualdad correspondiente de que f(x + h) - f(x) esta en h(f'(x)± D), eran

aproximaciones. Cauchy reune las propiedades de las desigualdaJes de La-

grange y sus demostraciones junto con una definici6n de derivada disefiada

para hacer de esas tecnicas algo rigurosamente fundamentado [22].

El ultimo de los conceptos que consideraremos, la integral, sigui6 un desa-

rrollo analogo. En el siglo XVIII, la integral era usualmente concebida como

la inversa de la diferencial. Pero algunas veces el inverso no podia ser calcu-

lado exactamente, por 10 cual autores como Euler puntualizaron que la inte-

gral podia aproximarse tanto como se quisiera por una suma. Es claro que

la figura geometrica de un area siendoaproximada por rectangulos, 0 la de-

finici6n de Leibniz de la integral como una suma, sugieren esto inmediata-

mente. Pero 10 que es importante para nuestros prop6sitos es que en el siglo

XVIII la mayona del trabajo fue hecho aproximando los valores de, integra-



1,,-; dcfini<la~:, incluyendo consideraciones sobre que tan pequeiios debian ser

10-; subintervalos usados en las sumas dependiendo de la mayor 0 menor

oscilaci6n de las funciones, Por ejemplo, Euler utilizo sumas de la forma
.\11

L f(x.) (x•• , - x.) como aproximaciones a la integral J fixldx [231,
k=O x"

En 1820, S.D. Poisson*, quien estaba in teresa do en integracion compleja y

por consiguiente mas preocupado que muchos otros acerca de la existencia y

comportamiento de las integrales, planteo el siguiente problema. Si la inte-

gral F es definida como la antederivada de f, y si b - a = nh, l.puede ser

cuando h se hace pequeno? (S es una suma aproximada al estilo del si-

glo XVIII). Poisson llamo este resultado "la proposicion fundamental de

la teoria de las integrales definidas». El 10 probo utilizando otro resultado

de desigualdades: las series de taylo~ con resto. Inicialmente expreso F(b) -

F(a) como la suma telesc6pica

Luego, basandose en la serie de Taylor con resto da, puesto que por defini-

ci6n F = f,

Asi, F(b) - F(a) y la suma S dificrpn por lIe + .__+ ILl h""'.Sl'a H pJ ma-

ximo valor de los IL.

Por 10 tanto, si h sp tOll1a suficicntcmente pequl'no, Fib) - Flal difiere <lp

Stanpococomose quiera ;241·

Poisson fue el primero que intent6 probar la equivalencia antre la antideriva-

da y la concepci6n de la integral como un Umite de sumas. Sin embargo,



Junto alas hip6tesis implfcitas de la existencia de antiderivadas y primeras

derivadas acotadas para f en el intervalo dado, la prueba supone que los

subintervalos en los cuales se toma la suma son todos iguales. l,Se dara el

resultado para divisiones desiguales? Poisson asi 10 pensaba, y 10 justificaba
diciendo: "Si la integral es representada por el area de una curva, esta area

debe ser la misma si dividimos la diferencia... en un nllinero infinito de partes

desiguales siguiendo cualquier ley» [25]. Esto, sin embargo, es una afirma-

ci6n, no una demostraci6n. Y Cauchy vislumbr6 que una prueba era necesa-

ria.

A Cauchy no Ie gustaban los argumentos formalisticos en cuestiones que se

suponen rigurosas, diciendo que la mayoria de las f6rmulas algebraicas cumplen

"solamente bajo ciertas condiciones, y para ciertos valores de las cantidades

que eHas contienen» [26]. En particular, no se puede pensar que 10 que es

valido para expnisiones finitas automaticamente sea valido paa las infinitas.

Asi, Cauchy demostr6 que la suma de la serie 1/1 + 1/4 + 1/9 + .., era
n2/6 calculando la diferencia entre la n-esima suma parcial y n2/6 y demos-

trando que era arbitrariamente pequefta [27]. Similarmente, el hecho de que

hubiera una operaci6n Hamada derivada, no significa que la inversa de

esa operaci6n siempre producia un resultado. La existencia de la integral de-

finida tenia que ser probada. l,Y c6mo se prueba existencia en los aftos 1820?

Se construye el objeto matematico en cuesti6n usando una aproximaci6n

tipo siglo XVIII que converja a el. Cauchy defini6 la integral como el limite

de sumas estilo Euler :r f(Xk) (XHI - xk) para XHI - Xk suficientemente pe-

quefto. Asumiendo explicitamente que f(x) era continua en el intervalo dado

(e implicitamente que era uniformemente continua) Cauchy pudo demostrar

que todas las sumas de esa forma se aproximan a un valor fijo, Hamado por

definici6n la integral de la funci6n en ese intervalo. Esta es una demostra-

ci6n extremadamente complicada [28]. Finalmente, tomando de Lagrange el

teorema del valor medio para integrales, Cauchy etemostr6 el Teorema Fun-

damental del Calculo [29].

Aqui estan todas las piezas del rompecabezas que originalmente nos propu-

simos resolver. Las aproximaciones algebraicas produjeron el algebra de

desigualdades; las aproximaciones estilo siglo XVIII en el calculo produjeron

las titiles propiedades de los conceptos del analisis: las cotas de error de

dAlembert para las series, las desigualdades de Lagrange respecto alas deri-

vadas, las aproximaciones de Euler alas integrales. Habia un nuevo interes

en los fundamentos. Todo 10 que se necesitaba era un genio suficientemente

grande para construir los nuevos fundamentos.



Dos hombres casi 10 logran. En 1816, Carl Friedrich Gauss* dio un trata-

miento ri uroso de la convergencia de la serie hipergeometrica, usando la

tecnica de comparar una serie con progresiones geometricas convergentes;

sin embargo, Gauss no dio un fundamento general para todo el analisis.

Bernhard Bolzano**, cuyo trabajo era poco conocido hasta los anos de

1860, respondiendo al Hamado de Lagrange para reducir el calculo al IUge-

bra, dio en 1817 una definici6n de funci6n continua como la de Cauchy y

luego prob6 -por una tecnica diferente de la de Cauchy- el teorema del valor

intermedio [30]. Pero fue Cauchy quien dio las definiciones rigurosas y las

demostraciones para todos los conceptos basicos; fue el quien entendi6 el

poderoso alcance del concepto de limite basado en desigualdades; y fue el

quien nos dio -excetpo por unas pocas hip6tesis implicitas acerca de la uni-

formidad y de la completez- el planteamiento riguroso moderno del calculo.

Los matematicos estan acostumbrados a tomar los fundamentos rigurosos

del calculo como un todo completo. Lo que he tratado de hacer como histo-

riadora es revelar que fue 10 que sucedi6 mientras se configuraba ese gran

logro. Y esto hay que hacerlo porque -por su misma naturaleza- un todo en-

teramente terminado no puede revelar los hilos separados que 10 tejen, espe-

cialmente cuando esos hilos han sido considerablemente transformados. Es

verdad sf que en el trabajo de Cauchy quedo, no obstante, una hueHa de las

aproximacines como origen del calculo riguroso: la letra epsilon. El ( co-

rresponde a la letra inicial de la palabra «erreur" (0 «error", y, en efecto,

Cauchy utilizaba ( para «error" en algunos de sus trabajos acerca de pro-

babilidades [31]. Es tan divertido como historicamente cierto que el «(", usado

antiguamente para designar el «error" en las aproximaciones, se convirtio en

el simbolo caracteristico de la precision y el rigor en el calculo. Asi como

Cauchy transform6 el algebra de desigualdades de un instrumento de apro-

ximaci6n en uno de rigor, asi mismo hizo del calculo como metodo poderoso

de generar resultados la severa disciplina que hoy conocemos.
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"Durante mi estadia en Cambridge Russell no 50[0 me mostr6

el verdadero significado de la matematica, sino que me conven-

cia de la necesidad de enlazar la matemdtica con la fisica".


