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«Hago constar que el avance mds reciente no resi-
R de en que el mundo de la Fisica haya adquirido
este cardcter de representaciéon de sombras: lo ha
tenido siempre desde Demdcrito de Abdera e in-
cluso desde antes; no nos diabamos cuenta de ello;
creiamos que nos enfrentibamos al mundo mismo;
expresiones como modelo o imagen para la cons-
trueccién conceptual de la ciencia no surgieron,
creo, hasta la segunda mitad del siglo XIX».

Erwin Schrédinger [0]

olumen del conocido texto de calculo de Apostol [1] apare-
394 la siguiente

ION. Sea J = [a, b] un intervalo cerrado finito de IR.
n a:J = IR" continua en J se llama camino continuo en
El camino se llama regular si existe la derivada a' vy es
‘el intervalo abierto (a,b). El camino se llama regular a tro-
intervalo [a, b] puede descomponerse en un niimero finito de
los en cada uno de los cuales el camino es regular».
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Y se agrega:

«La figura 10.1 muestra la grafica de un camino regular a trozos.
En este ejemplo la curva tiene recta tangente en todos los puntos

Ficura 10.1 Grdfica de un camino regular a trozos en el plano.

excepto en un nimero finito de ellos. Esos puntos excepcionales subdi-
viden la curva en arcos, a lo largo de cada uno de los cuales la recta
tangente va cambiando de posicién con continuidad».

La impresién inmediata que queda del examen del dibujito que se da como
ejemplo de un camino regular a trozos, es la de que los picos de la curva se-
nalan precisamente los puntos en que se rompe la regularidad de la misma,
mientras que las partes lisas corresponden a los puntos regulares. Veremos
que eso no es siempre asi, pero antes haremos una digresién concerniente a
la terminologia.

2. Un examen de los libros de célculo existentes en el mercado muestra que
la mayoria de ellos trabaja por lo general con los conceptos de grafica y curva
sin definirlos explicitamente y confundiéndolos con frecuencia. La situacién
no mejora mucho al pasar a los textos de analisis, en los cuales aparece ade-
més la nocién de camino, ya que mientras Apéstol ([1], [2]) denomina camino
la funcién misma y curva la imagen del intervalo por medio de la funcién,
Rudin [3] llama curva a la funcién y hace énfasis en eso. .a misma ambigiiedad
se presenta en textos de geometria diferencial (ver, por ejemplo, [4], [5] y [6])
y de topologia (v.gr. (7], [8] y [9]).

Tratando de unificar criterios por mayoria de preferencias tendriamos las
siguientes definiciones:

Definicion 1. Sea [a, b]CIR y (X, 1) un espacio topolégico. Se denomina cami-
no en el espacio X cualquier aplicacién continua

a:[a, bl =X e

Esta definicién coincide con la de [1] si tomamos X = IR" y en calidad de
la topologia ordinaria en IR". Asi pues, un camino en IR" serd cualquier fun-
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cién continua o: [a, b] = IR" En lo que sigue nos referiremos s6lo a cami-
nos en IR"

Definicién 2. Se denomina trayectoria T del camino « su recorrido, es decir,
la imagen del intervalo [a, b] por medio de la funcién a. De tal suerte, T(a) =
a([a, b]) C IR" El término curva se utiliza como sinénimo de trayectoria ®

Definicion 3. El grafico (o la grafica) I de un camino o es el conjunto

I'(a) ={(xn y’ E[a. b] X IR" | y = a(x)} °

Por otra parte, en las traducciones castellanas se habla de curvas suaves
o lisas o regulares* para el caso en que la funcién (camino) en cuestién tiene
derivada continua, pero unas veces se exige que esa derivada sea no nula
(como en [4] 6 [6]) y otras no (como en [1], [10] y [11]). Los puntos en los
cuales se viola la suavidad o regularidad se denominan singulares.

Es necesario recalcar aqui que la curva o trayectoria de un camino es un
subconjunto de IR", mientras que su grafico es un subconjunto de IR™"

3. Las definiciones que hemos dado son estrictamente verbales, pero no po-
demos seguir adelante sin preguntarnos: Y en fin de cuentas, ;qué es lo que
muestra la figura 10.1 de Apostol? ;Una curva? ;Una grafica? ;Un camino?
Si nos atenemos rigurosamente a las definiciones formuladas es obvio que
no le podemos aplicar ninguno de esos términos. Quiza podriamos decir que
se trata de un modelo fisico o representacién cartesiana sobre un papel de la
curva o trayectoria de un camino en el espacio IR? («el plano»), en el espiritu
de la Definicién 2. Pero inspirados en la Definicién 3 podriamos pensar que
estamos en presencia de un modelo fisico de la grafica de un camino en IR'.
En todo caso no se puede hablar de la grafica de un camino en el plano, como
aparece en el titulo de la figura.

Asi pues, el modelo fisico de la trayectoria de un camino en IR' debera ser
un segmento de recta, mientras que el modelo fisico de su grifico sera lo
que comunmente se conoce como curva plana. Analogamente, la representa-
cién cartesiana de la trayectoria de un camino en IR? sera en general una
curva plana, pero el modelo de la grafica en este caso sera una curva alabeada
(en el espacio tridimensional); para caminos en IR® tendremos curvas alabea-
das como modelos fisicos de sus trayectorias, pero ya no podremos cons-
truir representaciones comodas de sus graficos. Para IR" con n > 4 sera
imposible fabricar modelos practicos de las trayectorias o de los graficos de
los caminos correspondientes.

* Las confusiones en el campo de las traducciones merecerian un articulo aparte, pero no constituyen ellas el tema
central de estas notas. Baste comentar que en el original [1'| de [1] se escribe (pags. 323-324) acerca del «smooth path» y del
«piecewise smooth path», v no aparece por ninguna parte la expresién «regular path».
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4. Y bien, en los modelos o representaciones cartesianas de las curvas o tra-
yectorias generadas por caminos en IR? y IR® (de suprema importancia para
la fisica y las ciencias técnicas en general) aparecen «picos» y zonas «lisas».
Si como lo hacen Apostol y otros se llama curva suave (o lisa, o regular)
a la correspondiente a un camino a para el cual existe simplemente la de-
rivada continua a’, es facil dar ejemplos de curvas suaves cuyos modelos
fisicos tienen picos: considérese, por ejemplo, el camino «o : [0,1] = IR? defini-

do por «(t) = ((2t - 1)* + 2, (2t - 1)> + 1), un modelo fisico de cuya trayec-
toria es la figura 1. Es claro que la funcién o', dada por la formula o' (t) =

FIGURA 1

(6(2t - 1)*, 4(2t - 1)), es una aplicacién continua en el intervalo [0,1], y sin
embargo la representacién cartesiana de la trayectoria muestra un pico en
el punto (2,1) cuando t =-. En consecuencia, el dibujo que aparece en la
figura 10.1 de Apostol bien podria corresponder a una curva suave en su
totalidad, es decir, sin puntos singulares.

5. Ahora bien, si exigimos que para que una curva o trayectoria se llame suave
la funcién continua a* no puede anularse en ningin punto de su dominio,
el pico que aparece en la figura 1 corresponde al punto de la curva en que
efectivamente se viola la regularidad, es decir, al punto singular (2,1), ya que
a3 = (0,0). Pero aun en este caso (cuando exigimos la no nulidad de la deri-
vada) tampoco puede pensarse que un modelo fisico «liso» de una curva co-
rresponda necesariamente a una trayectoria suave, ya que, por ejemplo, el
segmento de recta AC de la figura 2 lo podemos interpretar como el modelo
fisico de diferentes caminos, v.gr.,

ao: [0,1] = IR?, aolt) = (2t + 1, 2t + 1);
a;: [0,1] = IR?, aut) = ((2t-1)*+ 2, (2t- 1)* + 2);
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(2621, 26+ )L, 0=t <%
a;: [0,1] = IR* ,  a,(t) = .
(at-9*+ 2, 4(t-3) +2), +<t<1,
E
c
3 + —
B8
2 =15
A
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o 1 2 3 E
FIGURA 2
En los tres casos tenemos aol0) = a,(0) = a:(0) = (1,1) = A; aolg) = ai(3) =

= ai5) = (2,2) = B; ao(l) = ai(l) = ai(1) = (3,3) = C. Para el punto me-
dio B del segmento AC tenemos:

a'old) = aolt) = (2,2) ;
«u(3) = (0,0) ;

a'a(¥) = (2,2), a's(5) = (0,0), de donde a &) # a'5(<) .

En consecuencia:

— Con respecto al camino a, el punto B = a(4) del segmento AC
es regular, ya que existe la derivada a«; ent = 3y no es nula.

— Con respecto al camino a, el punto B = a,(3) del segmento AC
es singular, porque -a pesar de existir- la derivada o, en t = 3
se anula.

— Con respecto al camino a, el punto B = a, (5) del segmento AC
es singular, ya que no existe la derivada a3 en el punto t =—.

6. Quisiéramos, pues, caracterizar los puntos de una curva intrinsecamente,
con independencia de los caminos de los cuales puede ser imagen. Algo se
avanza en este sentido si se adopta, por ejemplo, la siguiente
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Definicién 4. Sea C C IR" la curva (trayectoria) determinada por un camino
y : [a, b] = IR" (i.e.,, C = y([a, b])); sea p € C. Se dice que el punto p es un
punto regular de la curva C si existe una vecindad V, de p en la cual
puede definirse un homeomorfismo* o : [0,1] = V, N C de tal manera que
en el punto o' (p) €[0,1] existe la derivada o' y a’(a! (p) # © .

En simbolos tenemos:
p esregular(==>3V,CIR"|3a:[01]2V,NC [Fx(e'(P)#0. (1)
Un punto que no sea regular se denomina singular. Es decir,

p es singular
N

U @

VV,Va:[01]2V,NC:{~3a@p)) v{Ia(e"(p) = ).

Finalmente, llamaremos curva suave a aquella cuyos puntos sean todos regu-
lares e

Asi pues, segun la definicion 4 el punto B de la figura 2 seré4 definitiva-
mente un punto regular, graciss a la existencia del homeomorfismo a, exigido
por (1), y por consiguiente el segmento AC ser4 -también definitivamente-
una curva suave. Pero con respecto a la figura 1, podemos sé6lo decir que el
«intento» & (aft) = (2t -1)°+ 2, (2t - 1)+ 1), 0 <€t < 1) que hicimos para
«suavizar» el pico (2,1) = a (5) funcion6 para la definicién citada de Apostol,
pero fallé6 para la nuestra, ya que o'(3) = (0,0). Y sin embargo, ;quién nos
garantiza que nadie sea capaz de encontrar un homeomorfismo que satis-
faga (1) y que haga, en consecuencia, que ese pico deje de ser un punto sin-
gular?

Y puesto que la definicién 4 también es puramente verbal, ;cémo, en fin,
definir lo que para la vista o el tacto es un «pico» en el modelo fisico de algo
que podamos llamar curva o trayectoria, y c6mo caracterizar inequivocamen-
te tal pico?
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«En el caso de un problema de cierta dificultad primero hay
que encontrarle la solucién, y sélo después fundamentarla.
Andlogamente, los teoremas nuevos e interesantes de las mate-
mdticas se inventan al principio «por sospecha», o como dicen
mds doctamente, por intuicién».

ANDREI KOLMOGOROV



