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Resumen. Mostramos que (Pretop(X), <), el reticulo de las pretopologias
sobre un conjunto arbitrario X, siempre tiene un esqueleto, y presentamos una
caracterizacion de los coatomos en Pretop(X) en términos de ultratopologias
sobre X.
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About the lattice of pretopologies on an set X

Abstract. 'We show that (Pretop(X), <), the lattice of pretopologies on an
arbitrary set X, always has a framework; we present a characterization of the
co-atoms in Pretop(X) in terms of ultratopologies on X.
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1. Introduccién

La nocién de pretopologia sobre un conjunto X se introduce como una funcién del con-
junto 2% de los subconjuntos de X, en si mismo satisfaciendo ciertas propiedades.

Este concepto ha sido estudiado ampliamente por G. Choquet, quien en primera instancia
les da el nombre de espacios Vp, y después introduce estos espacios a partir de cierta
coleccion de filtros de vecindades ([5]). Posteriormente dichos espacios son estudiados por
E. Cech, quien les da el nombre de espacios de clausura ([4]), y por D. C. Kent, quien los
introduce como una clase particular de funciones convergentes ([10] y [11]).

Estos espacios han encontrado recientemente importantes aplicaciones en areas como
Ciencias Sociales, Teorfa de Juegos y Procesamiento Matematico de Imégenes (ver [1],
[2] y [12]), al igual que en Biologia en el estudio de espacios de Fenotipo y Genotipo (ver
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128 FELIX A. PAEZ Diaz

[14] y [15]); asf mismo en Loégica para, a partir de su reticulo, determinar la semantica
proposicional de la programacion lineal (ver [13]).

En [3] se identifican las pretopologias sobre un conjunto X con un subreticulo de fil-
tros en XX, y a partir de esta identificaciéon se estudia gran parte de la estructura
de (Pretop(X), <). En este escrito presentamos una caracterizacion de los codtomos en
Pretop(X), en términos de ultratopologias sobre X. Nos basamos en algunas de las
propiedades presentadas en [3] para mostrar que Pretop(X) siempre tiene un esqueleto.

2. Nociones basicas

Pretopologias

Una pretopologia o un operador pretopoldgico sobre un conjunto X es una funciéon
p: 2% = 2% que satisface:

(K1) p(0) = 0;
(K2) ACp(A) para cada A C X;

(K3) p(AUB) = p(A) Up(B) para cada A,B C X.

El par (X, p) es llamado un espacio pretopoldgico y el conjunto p(A) es llamado la clausura
de A en (X, p).

Si ademés de las propiedades (K1) — (K3) p satisface la propiedad
(K4) p(p(A)) =p(A) para cada A C X,

entonces p recibe el nombre de operador de clausura de Kuratowski (u operador topoldgico
de clausura) sobre X.

En lo que sigue de este escrito denotamos el conjunto de todas las pretopologias sobre X,
al igual que el conjunto de todas las topologias sobre X, mediante Pretop(X) y Top(X),
respectivamente.

Observacion 2.1. Si denotamos por
K(X) = {p € Pretop(X) | p(p(A)) = p(A) para cada A C X},
y definimos F : K(X) — Top(X) mediante
F(p) i= 7 = {X ~ p(X ~ 4) | AC X},
v G : Top(X) — K(X) mediante
G(7) := p,, donde p,;(A) = adh,(A) para cada A C X

(adh,(A) denota la adherencia de A respecto a la topologia 7), entonces los diagramas
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K(X) Top(X) Top(X) K(X)
4. 7 G % 7 F
Q) %CI)
K(X) Top(X)

conmutan. Es decir, p,;, = py 7p, = 7. Esto es una consecuencia directa de [17, Teorema
3.7, p. 25]. En vista de esto, una topologia puede pensarse como un operador de clausura
de Kuratowski. Por tanto, para una funcion p : 2% — 2% que satisface (K1) — (K4),
los términos operador de clausura de Kuratowski y topologia se pueden intercambiar sin
lugar a ambigiliedad.

Una pretopologia puede ser definida de manera conveniente mediante la especificacion
de una colecciéon de subconjuntos de X, para cada x € X, en el siguiente sentido: si p es
una pretopologia sobre X, para cada € X p define una coleccion V,(z) dada por

Vo) ={ACX |ze X \pX A} (1)
que satisface:

(V1) z € V para cada V € V,(z);
(V2) Si V1, Vs € Vy(z), existe Va3 € Vy(z) tal que Vs C V4 N Va;
(V3) Si Vi eVy(x)y Vi C Va, entonces Vo € Vp(x).

Si ademas de (V1) — (V3), V,(z) satisface la condiciéon
(V4) Si V € Vy(x), existe Vi € Vp(z) tal que V € V,(y) para cada y € Vi,

entonces p es una topologia sobre X.

Reciprocamente, si para cada = € X, se asigna una colecciéon V(x) de subconjuntos de
X que satisfacen las condiciones (V1) — (V3), entonces existe una tunica pretopologia pyv
sobre X para la cual el filtro de vecindades V,,, (z) de cada z es precisamente V(z) (ver
[4, Teorema 14B.10, p. 243]).

Dicha pretopologia esta definida por
pv(A)={x € X | ANV # () para cada V € V(x)}. (2)
Notese que las condiciones (V1) — (V'3) implican que V,(x) es un filtro sobre X.
Observacién 2.2. De lo anterior se sigue que si
N(X) ={V = {V(z)}rex | para cada = € X, V(x) C 2% y satisface (V1) — (V3)},

y si H : Pretop(X) — N(X) es la funcion definida por H(p) = V, = {V,(2)}zex,
y J : N(X) — Pretop(X) es la funcion definida por J(V) = py (como en (2)), los

diagramas
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Pretop(X)

N(X) N(X)

conmutan. Es decir, pyv, = py V,, = V. Esto es consecuencia directa de [4, Teorema
14B.10, p. 243).

2.1. Reticulos

Suponemos que el lector esta familiarizado con las nociones basicas de cota superior e
inferior, supremo (o sup), e infimo (o inf) de subconjuntos de conjuntos ordenados. [6] y
[16] son excelentes referencias sobre este tema.

Si (X, <) es un conjunto ordenado y A C X, con A" denotamos el conjunto de las
cotas superiores de A, y con At el conjunto de las cotas inferiores de A. De igual forma,
denotamos el supremo y el infimo de A en (X, <) mediante \/ A y A A, respectivamente.
Para hacer referencia a un conjunto ordenado (X, <), se acostumbra decir simplemente
que X es un conjunto ordenado, siempre que no haya lugar a confusién respecto a la
relacion < .

Sean X y L conjuntos ordenados; se dice que una funcién f : X — L es mondtona, o que
preserva orden, si
x <yen X implica f(z) < f(y) en L.

La funcion f es una inmersidn de orden si
x<yenX siysolosi f(x)< f(y)en L.

Un isomorfismo de orden es una inmersion de orden sobreyectiva (y por consiguien-
te, biyectiva). Si existe una inmersion de orden de X sobre L, se dice que X y L son
orden-isomorfos y se escribe X 22 L.

Un subconjunto A de un conjunto ordenado X es un ideal de orden (o conjunto decreciente
o conjunto inferior), si y < x € A implica y € A, para z,y € X. Entre los ideales de
orden se destacan los ideales principales: para « € X, el conjunto

lo={yeX|y<al,

recibe el nombre de ideal principal generado por x.

Si X es un conjunto ordenado y z,y € X, escribimos z—< y si y es el inmediato sucesor
de z, es decir, si x < y y no existe z € X tal que x < z < y.

Si X tiene elemento maximo lo denotamos mediante 1, y si tiene elemento minimo lo
denotamos mediante 0. Decimos que X es acotado, si tiene 0 y 1.

De otro lado, si para cada z,y € X el conjunto {z,y} tiene supremo e infimo, decimos
que X es un reticulo. Un reticulo con 0 y 1 se dice que es un reticulo acotado. X es un
reticulo completo si para cada A C X, \/ Ay A\ A existen.
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Acerca del reticulo de las pretopologias sobre un conjunto X 131

Obsérvese que si X es un reticulo completo se tiene

inf() =sup X = maximo de X =1,
sup() = inf X = minimo de X = 0.

Por tanto, todo reticulo completo es un reticulo acotado.

Si X es un reticulo acotado, decimos que a € X es un dtomo si 0—< a. De manera dual,
a es un codtomo en X si a—< 1.

Un reticulo acotado X es atdmico si, para cada € X \ {0} existe un 4tomo a € X tal
que a < z. Dualmente, un reticulo acotado X es coatémico si, para cada z € X \ {1},
existe un coatomo a € X tal que z < a.

Una coleccion {b,},er de elementos de un reticulo X es un cubrimiento de b € X, si

b < V b,. Unelemento b de un reticulo X es compacto si, para cada cubrimiento {b,}~er
el

n
de b, existen v1,72...7, €I tales que b < \/ b,,.
i=1
Un subconjunto F de un reticulo completo X es sup-denso en X, si para cada a € X,

existe A C E tal que a = \/ A. De manera dual, F es inf-denso en X, si para cada a € X
existe un A C F tal que a = A\ A.

Un reticulo completo X es compactamente generado si el conjunto formado por los ele-
mentos compactos de X es sup-denso en X.

Si X es un conjunto ordenado, existen reticulos completos que contiene una imagen orden-
isomorfa de X. Dichos reticulos reciben el nombre de completamiento o completado de
X.

Todo conjunto ordenado X induce un reticulo completo denominado el completamiento
de Dedekind-MacNeille de X, notado por DM (X)) el cual posee importantes propiedades.

La definicion por cotas de DM (X) esta dada por:
DM(X)={AC X | A™ = 4}

Existen definiciones de DM (X) por cortaduras [7, Definicion 2.3, p. 68|, e ideales princi-
pales [7, Definicion 2.2, p. 68]. En [7, Teorema 2.4, p. 68| prueban que dichas definiciones
son todas equivalentes.

En [7, Teorema 3.1, p. 71| se prueba que DM (X) con el orden de la contenencia es un
reticulo completo. Mas atin, se muestra que la correspondencia
(X,<) = (DM (X),Q)
Tl
es una inmersion de orden, que ademas es regular. Es decir, preserva los sup e inf exis-
tentes en X. Por tanto, (DM (X), C) es un completamiento natural de X.

Una de las principales caracteristicas de DM (X) es que es el menor reticulo completo
que contiene a X como subconjunto sup-denso e inf-denso. De forma maés precisa, si X es
un subconjunto sup-denso e inf-denso de un reticulo completo L, entonces L = DM (X)
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132 FELIX A. PAEZ Diaz

[8, Teorema 2.8, p. 112]. Para una revision detallada de la construccion de DM (X) y sus
demas propiedades, pueden ser consultadas [6, Seccion 7.38, p. 166] o [7].

De forma inversa, existen reticulos completos (L, <) que pueden ser caracterizados por
ser el completado de Dedekind-MacNeille de algiin subconjunto propio. En tal caso dicho
subconjunto es denominado un esqueleto para (L, <). Enunciamos formalmente la nocién
de esqueleto en la siguiente definicion, la cual, es tomada de [§].

Definicién 2.3. Sea (X, <) un reticulo completo.

a) Un subconjunto E de X es un esqueleto de X si E # X y DM(E) =2 X. De [8,
Teorema 2.8, p. 112] se puede decir de manera equivalente que E es un esqueleto de
XsiE g X y F es sup-denso e inf-denso en X.

b) Un esqueleto E de X es un esqueleto minimo de X si ningtin subconjunto propio de
FE es un esqueleto de X.

¢) SiE={a€ X |aesun atomo}J{a € X | a es un coatomo} es un esqueleto minimo
de X, F se denomina el esqueleto atémico de X.

Un esqueleto determina completamente un reticulo completo en el sentido que si dos
reticulos completos X7 y X, tienen esqueletos isomorfos Ey y Es, respectivamente, en-
tonces X7 y Xo también son isomorfos. Esto es consecuencia directa de [8, Teorema 2.8,
p. 112].

Por otra parte, no todo reticulo completo es el completado de Dedekind-MacNeille de
algin subconjunto propio. Es decir, existen reticulos completos sin esqueletos. El lector
interesado en conocer mas a fondo sobre este tema puede remitirse a [8].

Si p,q € Pretop(X), por (1) podemos considerar las familias V,(z) y V,(x) para cada
x € X. Esto nos permite definir una relacion < en X como sigue:

p<q siysolosi V,(z) C V,(x), paracada z € X. (3)

Notese que < es una relacion de orden sobre Pretop(X); la reflexividad y transitividad
de < se siguen facilmente de su definicion.

Para ver que < es antisimétrica, tomemos A C X y p,q € Pretop(X) tales que p < qy
g < p, y veamos que p(A) = q(A), con lo cual se tiene que p = gq.

Siz ¢ p(A) =p(X (X N A)), de (1) se tiene que X \ A € V,(z), y puesto que p < g, se
sigue que X\ A € V,(z), lo cual implica, nuevamente por (1) que z € X\ g(X (X \A)) =
X N q(A). Asi, x ¢ q(A). Luego si p < ¢, q(A) C p(A).

De forma anéloga, intercambiando p y ¢, se tiene que si ¢ < p, p(A) C ¢(A) y por tanto,
sip<qyq<p sesigue que p(A) = q(A).

De esta forma, (Pretop(X), <) es un conjunto parcialmente ordenado, que ademas tiene
como elemento maximo (1) la pretopologia que tiene como filtro de vecindades, para cada

x € X, la coleccion Vi (z) = (z), donde (z) denota el ultrafiltro principal generado por el
conjunto {z}. Es decir, (z) = {A C X | {z} C A}.

De igual forma, (Pretop(X), <) tiene como elemento minimo (0) la pretopologia que tiene
como filtro de vecindades, para cada z € X, la coleccion Vy(z) = {X}.
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Acerca del reticulo de las pretopologias sobre un conjunto X 133

De otro lado, obsérvese que si C = {p, },er es una coleccion de elementos de Pretop(X),

entonces el infimo de la colecciéon C, notado por A p-, es precisamente la pretopologia
yel
pa que tiene como filtro de vecindades, para cada z € X, la colecciéon

Vou (@) = n Vo, (2)

yel’

(Vp, (z) denota el filtro de vecindades de = en la pretopologia p,). En efecto, es facil

ver que, para cada x € X, () Vp, (z) satisface las condiciones (V1) — (V'3), y por tanto
~eTl'

define una pretopologia sobre X. Ahora, puesto que para cada z € X,y € T, se tiene que

N Vp, () € Vp, (x), de (3) se sigue que pp < p, para cada v € T'. Es decir, pa es una
~yerl’

cota inferior de C.

Ademas, si ¢ € Pretop(X) es tal que ¢ < p, para cada v € I', de (3) se sigue que para

cada z € X,v €T, Vy(x) €V, (), y por tanto Vg(z) € () Vp, (z). Luego g < pa. De
vyel

esta forma, p, es la mayor de las cotas inferiores de la coleccion C.

Por otra parte, obsérvese que para cada r € X se tiene que cada interseccion finita

de elementos de |J V,, () es no vacia (pues por (V1), cada elemento de |J V,. ()
contiene a x), y plirtanto para cada z € X, |J V,, (z) constituye una subba;e6 1;)abra un
filtro sobre X. De esta manera, el sup de la colgceclzc’)n C, notado por \/ p,, es precisamente
la pretopologia py que tiene como filtro de vecindades, para cacif Fx € X, la coleccion

Voo () = ( U Vp,(2) ), donde < U VY, (1:)> denota el filtro generado por la subbase
yel’ el
U Vp, (). Es decir,

yel

<U pr(x)> ={AC X | existen Vi, Vs,...,V, € U Vp, () tal que ﬂ V, C A}.
~er ~er i=1

En efecto, es facil ver que para cada = € X, < U pr(x)> satisface (V1) — (V3), y por
yel’

consiguiente define una pretopologia sobre X.

Ahora, puesto que, para cada 2 € X,y € T', se tiene que V,_ (x) C < U Y, (z)>7 de (3)
yel

se sigue que p, < py para cada v € I', y por consiguiente, ( |J Vp, () ) es una cota
yel

superior de C.

Ademas, si ¢ € Pretop(X) es tal que p, < g, para cada v € I, entonces, de (3) se tiene
que V,_ () € Vy(z) para cada x € X,y € I', y por tanto |J V,, (z) C V(). De lo cual
yel’

se sigue que < U VY, (x)> C V,(z) para cada = € X,y € I'. De esta forma se tiene que
yel
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pv es la menor de las cotas superiores de C.
Por tanto (Pretop(X), <) es un reticulo completo.
En la siguiente seccion mostramos que (Pretop(X), <) siempre tiene un esqueleto.

De otro lado, si para V. = {V(2)}sex ¥ V' = {V'(2)}zex, en el conjunto N (X) (de la
Observacion 2.2) definimos la relacion

V <V’ siysolosi V(z) CV'(z) para cada x € X,

y tomamos el orden usual en Top(X); es facil ver que las funciones F,G,H y J de las
Observaciones 2.1 y 2.2 son isomorfismos de orden.

Usaremos la siguiente proposicién al final de la Seccién 2 para caracterizar los codtomos
en Pretop(X).

Proposicion 2.4. Sea
N'(X)={V e N(X) | V(z) satisface (V4) para cada x € X}

con el orden heredado de N'(X), y sea H' : (K(X), <) = (N(X), <) la funcion definida
por
H'(p) = H(p) (de la Observacion 2.2).

Si L : (Top(X),C) = (N'(X), <) es la funcion definida por
L(7) :=V,; = {V-(2) }sex,

donde V. (x) denota las vecindades de = en T, entonces L y H' preservan orden, y el
diagrama

(Top(X),C) —<

(K(X), <)

conmuta. Es decir, V:(z) =V, (z) para cada z € X.

Demostracién. El hecho de que L y H’ preservan orden se sigue facilmente de lo expuesto
previamente a la proposicion.

Sean 7 € Top(X) y € X. Veamos que V (z) = V,_ (x). Si V € V.(x), entonces
z ¢ adh.(X \V), y como p-(X \V) = adh.(X \V), entonces = ¢ p,(X \V), y por
tanto de (1) se sigue que V € V,,_(z). Asi, V-(z) CV, ().

Reciprocamente, si V' € V,_(z), entonces z ¢ p-(X N\ V) = adh, (X \ V), luego existe
Oerttalquer € Oy ON(X \V) =10. De esta manera z € O C V, de lo cual V es
una vecindad de = en 7, es decir, V € V;(z). Asi, V,_(z) C V-(z), y por consiguiente
Vr(z) =V, (). v

Obsérvese que H' esta bien definida, puesto que (K'4) es equivalente a (V4).
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3. Teoremas y pruebas

Las Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3 y sus pruebas son adaptadas de las Proposiciones 1,2 y
3 de [3, p. 68] respectivamente.

Proposicion 3.1. (Pretop(X), <) es atémico. Ademds ps, € Pretop(X) es un dtomo si
y solo si, existe s € X tal que ps o tiene como filtro de vecindades, para cada © € X ~{s},
la coleccion V,, ,(x) = {X}, y para s, a Vp, ,(s) = {X, X ~ {a}} donde a € X ~\ {s}.

Demostracion. Seap € Pretop(X) tal que p < ps.q. Puesto que V,,,  (x) = {X} para cada
x # s, entonces Vy(x) C V,p,  (z) para cada z € X implica V,(z) = {X} para cada z # s.
Ahora, puesto que p # ps 4, se tiene que V,(s) C V,._ . (s), y por tanto V,(s) = {X}. Asf,
p=0.

Por otra parte, si p € Pretop(X) y p # 0, existe s € X tal que Vp(s) # {X}, y por tanto,
existe A C X tal que A € V,(s). Luego existe a # s en X N\ A, y asi A C X \ {a}. Por
consiguiente, X \ {a} € V,(s), de lo cual se sigue que la pretopologia p; , (asociada a s
y a) es menor que p. Por ende, todo elemento diferente de 0 en Pretop(X) contiene un
atomo. &

Proposicién 3.2. (Pretop(X), <) es coatémico. Ademds psy € Pretop(X) es un codtomo
siy sdlo si, existe s € X tal que psy tiene como filtro de vecindades para cada x € X ~\{s}
la coleccion Vy, , (x) = (x), y para s, a Vy, ,,(s) = UN(s), dondeU es un ultrafiltro distinto
de (s).

Demostracion. Sea p € Pretop(X) tal que p # 1y psy < p. Veamos que p,y = p.

Siz#s, Vp,,(x)=(x)esun ultrafiltro, y por ende V,_, () C V,(x) implica V,(z) =
Vp.v (). Por otra parte, como p # 1, entonces V,(s) # (s), y asf se tiene que U N (s) =
Voo (8) S Vp(s) G (s). Veamos que (s) NU = V,(s). Puesto que V,(s) G (s), la coleccion
B ={F~{s}F € V,(s)} es base para un filtro G sobre X, el cual claramente contiene a
Vp(s), y por tanto V,(s) C (s) NG.

Ahora, si A € (s) NG, entonces s € A y existe F € V,(s) tal que F' \ {s} C A; asi,
F C AU{s} = Ay por tanto A € V,(s). Luego (s) NG C V,(s), y por consiguiente
()G =Vp(s).

Probaremos ahora que G = U. Si existe U € U tal que para cada F € V,(s), F ¢ U,
entonces para cada F' € V,(s) se tiene que F ¢ U C UU{s}, y por tanto UU{s} ¢ V,(s),
lo cual es contradictorio pues U U {s} € (s) NU C V,(s). Asi, para cada U € U existe
F € Vy(s) tal que F CU C U U {s}, y por consiguiente F' \ {s} C U, es decir, Y C G, lo
cual implica Y = G. Luego V,_,,(s) = (s) NU = (s) NG = V,(s). De lo cual se sigue que
Psu €s un coatomo en Pretop(X).

Por otra parte, si p € Pretop(X) y p # 1, existe s € X tal que Vp(s) G (s), luego V,(s)
no es un ultrafiltro, y por ende existe un ultrafiltro U, U # (s}, tal que V,(s) C U. Por
otro lado, como V,(z) C (z) para cada z € X, y V,(s) C (s) NU, tomando para cada
x# s, € X,V (x) = (x) y para s,V ,,(s) = UN(s), donde U es el ultrafiltro
mencionado anteriormente, se tiene que V,(z) C V,, (), para cada x € X, y por tanto
Dsu €8 un coatomo tal que p < Ps-
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136 FELIX A. PAEZ Diaz

El hecho que Pretop(X) sea coatémico garantiza que todos los coatomos son de la forma
mencionada anteriormente, y esto completa la prueba. v

La siguiente proposicion caracteriza los elementos compactos en Pretop(X) y muestra
que el conjunto formado por dichos elementos es sup-denso.

Proposicion 3.3. Pretop(X) es compactamente generado. Ademds p € Pretop(X) es
compacta si y solo si, para cada © € X, Vp(z) = (Az), donde z € A, C X y Ay, =X
salvo para un nimero finito de elementos de X.

Demostracion. Sea

C = {q € Pretop(X) | Vy(z) = (A,) para algin A, € V,(z), donde A, = X

salvo para un namero finito de elementos de X}.

Denotemos mediante p’ a la pretopologia \/C. Obsérvese que para cada x € X,

() = <U Vq(x)> = < U (Az>> = V{{A) | A € Vy()} = Vy(2)

qeC Az €Vp(x)

Asi p=\/C, y por tanto C es un cubrimiento de p.

Puesto que p es compacta, existe un nimero finito, digamos ¢, qg, ..., qn de elementos
n

de C tales que p < \/ ¢;. Denotemos mediante ¢’ la pretopologia \/ Q-

i=1
Ahora, puesto que para cada i € {1,2,...,n} = I se tiene que V,,(z) = (A;;), donde
x € Az € Xy Ay = X salvo para un numero finito de elementos de X, es decir,
para cada ¢ € I existen ;1, i2, ..., Tim, € X tales que Vg, (z) = {X} si z # x5, para
cadai e I,j € {1,2,...,mi} = J; y Vg, (z55) = (Aij), donde z;; € A;; C X. Entonces
Vo(x) ={X}six#a;;paracadaiel,jeJ;y

Vo (2i5) = < U <Aij>> = < N Ai:‘> = (4z,),
i€l jed; iel,jed;

donde z;; € A,,; € X.

Ahora, puesto que \/ qi < \/C =p, setiene que p = \/ ¢i = ¢,y por tanto V,(z) = (A,),
donde x € A, C X y A, = X salvo para un numero ﬁmto de elementos de X.

Reciprocamente, veamos que si p € Pretop(X) es tal que para cada z € X, V,(z) = (Az),
donde z € A, C X y A, = X salvo para un ndamero finito de elementos de X, entonces
p es compacta.

Si p = 0 la conclusion es inmediata, asi que, suponemos que p # 0 y denotemos mediante
Z1,%2,...,T, los elementos de X para los cuales Vy(z) # {X}, es decir, para cada
iEI_{l 2,...,n}, Vp(x;) = (A;), donde z; € A; € X y Vp(z )_{X}slsc;é:czpara
cada i € I.
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Sea {py}yer un cubrimiento de p por elementos de Pretop(X). Veamos que existe un

subconjunto finito 'y C T tal que p < \/ p,.
~v€lo

Para cada i € I se tiene que Vp(z;) C < U VY, (x,)> , es decir, para cada i € I, A; €
yel

V Vo, (z:) = < U Vp,(xi) ), y por tanto, para cada i € I existe un subconjunto finito
~ver ~yerl

I'; CTtalque () A, C A;, donde para caday € I';, A, € J Vp, (23). Luego tomando,
yel'; ~yerl’
para cada v € Iy la correspondiente vecindad V,_(z;) a la cual pertenece A, se tiene

que ;€ ( U Vp, (@) ) = V Vp (). Es decir; Vp(x:) = (Ai) S U Vo, () ).
vyel; ~yer; yel

Sea 'y = UTy. Es claro que I'gy C I', y que I'y es finito. Ademas, para cada
i€l

z € X, Vp(z) C < U pr(z)>7 pues para cada i € I, Vp(z;) C < U pr(a:i)> -

v€To v€ETi

v€lo v€lo v€Tlo
y por tanto p es compacta. Por ultimo, si p € Pretop(X), el conjunto

< U Vm(fm)>vysifv¢{wi|i61}7 Vp(l‘)—{X}§< U pr(l’i)>-Asip§ V py

A = {q € Pretop(X) | q es compacta y ¢ < p} # 0,

pues 0 € A; ademaés, p es cota superior de A, y por tanto

\/{q € Pretop(X) | g es compactay ¢ < p} < p.
Por otra parte, si
C = {q € Pretop(X) | Vy(z) = (A,) para algin A, € V,(z), donde A, = X
salvo para un ntimero finito de elementos de X},

se tiene que, tal y como probamos anteriormente, p = \/C. Ademas, es claro que C C A,

y por tanto
\/Asz\/C g\/A.

Asi, p = \/{q € Pretop(X) | ¢q es compacta y ¢ < p}, y por consiguiente Pretop(X) es
compactamente generado. v

Proposicion 3.4. El conjunto de los dtomos en Pretop(X) es sup-denso si y sélo si, X
es finito.

Demostracion. Supongamos que X es finito y sean p € Pretop(X), p # 0y
{z1,22,...,2,} el conjunto de puntos de X para los cuales V,(z;) # {X}.

Puesto que X es finito, para cada i € {1,2,...,n} = I, existe A; C X tal que V,(z;) =
(A;). Ahora, para cada i € I se tiene que

X N A; ={ai1,ai2,...,0im; } (m; es precisamente | X| — |A;]).
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Para cada ¢ € I tomemos
Ci = {qi; € Pretop(X) | j € {1,2,...,m;}},

donde para cada ¢ € I, j € {1,2,...,m;} = J;, ¢;; es la pretopologia que tiene como
filtro de vecindades, para cada x € X, la coleccion V,, (x) = {X} si @ # x4, y Vg, (1) =
<X N {a”}> Sea

n

c=Jc.
i=1

Claramente C es una coleccion de atomos. Afirmamos que

p:\/C.

En efecto, para cada i € I se tiene que A; C X \ {a;;} para cada j € J;, y por tanto
Vi; (:) C (Ai) = Vp(a), para cada i € I, j € J;. De lo cual se sigue que ¢;; es un

atomo contenido en p, para cada i € I, j € J;. Luego p es una cota superior de C, y por
consiguiente \/C < p.

Ahora denotemos mediante g la pretopologia \/ C. Obsérvese que

Vo(z) = < U Vais (x)>

iel, jed;

Para probar que p < ¢ tomemos z € X y veamos que V,(z) C Vy(z). Si Vy(z) = {X}
la conclusion es inmediata. Si V,(z) # {X}, existe ig € I tal que z = x;, y asi, V,(z) =
vp(wio) = (Ai)-
De otro lado, puesto que [ X ~{ai,;j} = Ai,, se tiene que A;, contiene una interseccion

J€Jig
finita de elementos de

U &~{ah= U Vi@,
el jed; i€l je;

y por tanto

Ain € < U un (QJ)> = Vq(xio)'

iel,jeJ;

De lo cual se sigue que V,(z) C V,(x) para cada x € X, y asi p=\/C.

Reciprocamente, si X no es finito, la pretopologia que tiene como filtro de vecindades
para cada € X \ {zo}, a Vp(z) = {X} y, Vp(zo) = ({b,20}), donde b, z9 € X, no se
puede expresar como el sup de una colecciéon de atomos, pues si existe una colecciéon de
atomos C tal que p = \/ C, por la construccion de p necesariamente para cada pretopologia
g enC se tiene que Vy(z) = { X} siz # x0 y Vg(xo) = (X ~{aq}), para algun aq ¢ {b,zo}.
Por consiguiente, si p < \/C necesariamente

Vo) € <U Vq($0)> = <U<X ~ {aq}>>,

qeC gec

lo cual no es posible, pues cualquier interseccion finita de elementos de |J (X \ {aq}) es
qeC
un conjunto infinito, y por tanto no puede estar contenida en {b,zo}. v
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A diferencia de los 4tomos, el conjunto de los codtomos siempre es inf-denso sin importar
si X es finito o no.

Proposicion 3.5. El conjunto de los codtomos en Pretop(X) es inf-denso.

Demostracion. Sea p € Pretop(X). El caso p = 1 es trivial, asi que supongamos que
p # 1y tomemos

A = {psu € Pretop(X) | psu tal que p < psy}.

De la Proposicion 3.2 se sigue que A # (). Afirmamos que p = A A. En efecto, claramente
p < A\ A pues p es cota inferior de A.

Ahora denotemos mediante ¢ la pretopologia A A, y veamos que para cada zy € X,
Vy(xo) C Vp(x0), lo cual completa la prueba.

Si Vp(xo) = (x0) la conclusion es inmediata. Supongamos que V,(zo) # (o).

Sea A € Vy(zo). Si A ¢ Vp(x), existe un ultrafiltro U, que contiene a V,(zg) tal que
A ¢ Uy, (dicho filtro existe ya que todo filtro es la interseccion de los ultrafiltros que lo
contienen y V,(zo) # (o).

Sea pyo,u,, la pretopologia que tiene como filtro de vecindades, para cada z € X\ {z0},a

prn.uwo (‘L) = <33> y pro,umo (‘LO) = uzon<z0>~ Por la construccion de PxoUsyr Prohs, € A,

y por tanto Vy(zg) = Vo.u(20) € Voo, (%0), 1o cual es contradictorio, pues
4 o

PsuU€
A&V, (@0).
De esta forma, V,(zo) C V,(zo) para cada zp € X, y por tanto p =g = A A. ]

En los Teoremas 3.6 y 3.7 usamos lo expuesto en las Proposiciones 3.4, 3.5 y 3.3 para
probar que Pretop(X) siempre tiene un esqueleto; si X es infinito, Pretop(X) se puede
generar a partir de elementos compactos y coatomos, y si X es finito, Pretop(X) tiene
esqueleto atomico.

Teorema 3.6. El conjunto
&' = {q € Pretop(X) | q es compacta} U{q € Pretop(X) | ¢ es un codtomo}
es un esqueleto de Pretop(X) si y sdlo si, X es infinito.

Demostracion. Por un lado, si X es finito, todo filtro sobre X es principal, y por tanto
cada elemento de Pretop(X) es compacto. De lo cual se sigue que £ = Pretop(X), y por
consiguiente £’ no puede ser un esqueleto de Pretop(X).

La otra implicacion se sigue de las Proposiciones 3.5 y 3.3. v

Teorema 3.7. El conjunto
& :={q € Pretop(X) | ¢ es un dtomo} U{q € Pretop(X) | ¢ es un codtomo}

es un esqueleto de Pretop(X) si y solo si, X es finito. En tal caso, £ es el esqueleto
atdmico de Pretop(X).
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Demostracion. Por un lado, supongamos que X es infinito y sea p la pretopologia que
tiene como filtro de vecindades, para cada z € X \ {zo}, a V,(x) = {X}, y para zg
a Vp(zo) = ({b,z0}), donde b,zo € X. Si existe C C € tal que p = \/C, del hecho de
que p ¢ £y p # 1 se tiene que necesariamente C C {¢q € Pretop(X) | ¢ es un atomo},
lo cual es contradictorio, pues p £ \/C tal y como probamos en la demostracion de la
proposicion 3.4. Asi, si X es infinito £ no es sup-denso y por tanto no es un esqueleto de
Pretop(X).

La otra implicacion se sigue de las Proposiciones 3.4 y 3.5.

Por ultimo, Si C G € y p € € \ C entonces: si p es un dtomo, es claro que p # \/C’ para
cada C’ C C, y por tanto C no es sup-denso. Y si p es un coatomo, p # A C’ para cada
C’ C C, lo cual implica que C no es inf-denso.

En cualquier caso se tiene que ningtn subconjunto propio de £ es un esqueleto de
Pretop(X). Asi, £ es el esqueleto atomico de Pretop(X). v

Concluimos con una caracterizacion de los coatomos en Pretop(X).

Teorema 3.8. p, s es un codtomo en Pretop(X) si y solo si, psu es una ultratopologia
sobre X.

Demostracion. Sea psy € Pretop(X) un coatomo. Veamos que psy es una ul-
tratopologia.

En primer lugar, obsérvese que para cada x € X, V,_,, (z) satisface la propiedad (V}).
En efecto, sea x € X. Si x # s, se tiene que si V € V,,,(x) = (z) entonces V' =
V~{s} €V, (), ysiy € V' entonces y € V y y # s. Luego V,, ,,(y) = (y) y por tanto
Ve Vo u()-

Por otro lado, para s se tiene que V,_,, (s) = U N(s), donde U es un ultrafiltro distinto de
(s). LuegosiV €V, ,(s) yy € V,entonces V € V,_, (y), puessiy # s, Vp,,(y) = (),
y sl y = s, claramente V €V, ,(y) =V, . (5).

Por consiguiente, para cada x € X se satisface que si
V €V, (), existe V' €V, (x) tal que para caday € V', V €V, (y),

y por tanto psys es una topologia sobre X.

Ahora, si existe una topologia no discreta T € Top(X) tal que, para cada x= €
X, Vp.u(x) € Vr(x), entonces psyy < pr en Pretop(X), y por tanto V,, , (z) =V, ()
para cada z € X. Pero V,_(z) = V,(z) (Proposicién 2.4). Lo cual implica que p, s es
una ultratopologia sobre X.

Reciprocamente, si 7 es una ultratopologia,
T=J6U) ={GCX|s¢ G, oGel}, (4)
donde s € X y U es un ultrafiltro tal que s ¢ [ U (ver [9, Teorema 1, p. 80]).
U

eu
Seax € X. Six#s, {z} €7,y por tanto V,(z) = (z).
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Siz =sy A€V, (s), entonces A es abiertoy s € A, luego de (4) se tiene que A € U, y por
tanto V-(s) CUN(s). Ahora,si A € UN(s), A €U,y por tanto A € 7. Luego A € V,(s).

Asi,

Asi,

V:(s) = U N (s). Por ultimo, obsérvese que, puesto que s ¢ (| U, U # (s).
veu

existe s € X tal que 7 tiene como filtro de vecindades para cada z € X \ {s} la

coleccion V;(z) = (z), y para s, a V- (s) =U N (s), donde U es un ultrafiltro distinto de
(s), y por consiguiente de la Proposicién 3.2 se sigue que p; = psy €s un coatomo en

Pretop(X). v
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