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Algunas representaciones de la funcion
hipergeométrica generalizada ,R; (a,b; c; T; z)

JAIME CASTILLO PEREZ*

Resumen. El campo de las funciones especiales ha tenido un gran desarrollo
en los ultimos decenios, dado que son muchos campos de aplicacion de las
mismas, como por ejemplo procesos estocasticos relacionados, investigacion
de operaciones, teoria cuantica, ecuaciones funcionales, vibraciéon de placas,
conduccion del calor, elasticidad, radiacion. En este trabajo se considera una
ampliacion de las teorfas presentadas por M. Dotsenko en 1991, quien in-
trodujo la generalizacion de la funcién hipergeométrica de Gauss denotada
por 2 R7(z), y establecio su representacion en serie e integral. Es importante
notar que en 1999 Nina Virchenko, y luego en el 2003 Leda Galué, consi-
deraron esta funcién introduciendo un conjunto de férmulas de recurrencia
y de diferenciacion. En este trabajo se establecen algunas representaciones
para la funcion o R1(a, b; ¢; T; 2), las cuales seran muy ttiles puesto que per-
miten simplificar calculos a la hora de resolver problemas que involucren
esta funcion.

Abstract. The field of special functions have had a remarkable development
during the last decades, because there are many phenomena that can be
studied by means of the use of these functions, such as related stochastic
processes, operational research, quantum theory, functional equations, vibra-
tion of plates, heat conduction, elasticity, radiation. Along this paper work,
an extension of the theories presented by M. Dotsenko in 1991 is considered.
M. Dotsenko introduced the generalization of the hypergeometric function
of Gauss referred as 3R] (z), and established its representation as a series
and as an integral. It is important to remark that in 1999 Nina Virchenko
and, later in 2003, Leda Galué considered this function by introducing a
set of recurrence and differentiation formulas. Along this paper work some
representations of the function 3R (a, b; ¢; 7; 2) are established and they will
be very useful since they permit simplify calculus when solving problems
involving this function.
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1. Introduccién

El estudio de las funciones especiales ha apoyado en gran manera el desarrollo de las
matematicas aplicadas. Entre ellas se tienen: la funcién hipergeométrica de Gauss, la
funcién hipergeométrica generalizada, la funciéon hipergeométrica de Wright, las funciones
de Appell, La funcién G, la funcion H, las funciones de Humbert (ver [1, 2, 3, 4, 5, 6]).

Las funciones hipergeométricas aparecen en una diversidad de aplicaciones tales como es-
tadisticas, investigacion de operaciones, teoria cuéntica, ecuaciones funcionales, vibracién
de placas, conduccion del calor, elasticidad, radiaciéon (ver [1, 7, 8]).

En 1991 M. Dotsenko [9] consideré una generalizacion de la funcion hipergeométrica de
Gauss definida como

=T a—i—k (b+ k) 2*

(c+7k) k!’

2] (2) =
kZO

estableciendo ademas su representacion en serie, como también su representacion integral.
En 1999 Nina Virchenko [10] estableci6 algunas formulas de diferenciacion y relaciones
de recurrencia para la funcion 3R] (z), las cuales fueron ampliadas en el 2003 por Leda
Galué y colaboradores [7], quienes dedujeron seis nuevas relaciones de recurrencia para
dicha funcién.

En el presente trabajo se muestra la funcion hipergeométrica generalizada oR7 () en
términos de la funcion H de Fox, a fin de obtener una representacion de la funcién
oR7 (z) para un racional positivo 7. Se presenta ademas la funciéon o R] (2) en términos
de integrales simples de tipo Euler.

1.1. La funcién 2 R7 (z)

En 1999 N. Virchenco [10] consideré una generalizacion de la serie hipergeométrica de
Gauss de la siguiente forma:

> Fa—i—k (b+ k) 2*

2RY(2) = 2R (a,b;c;752) = Tletrh) R (1)
k:O
donde a, b, ¢ son nimeros complejos, T ER , 7> 0, c#0,-1,-2,..., |2| < 1.
Esta funciéon tiene la representacion integral
1
oR1(a,b;c;7;52) = = b /tb YA — 1) b=1(1 — zt™) " %t, (2)

0

donde Re(c) > Re(b) > 0.

1.2. Algunas representaciones integrales de tipo Euler para la funcién beta

En [11, p. 14, No. 7], se establece la siguiente representacion de la funcion beta:

—in(z+y) (1+,0+,1-,0—-) . vl
B =— " (1—¢t)Y " dt 3
() 4 sen (mx) sen (my) / ( ) ’ ®)
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donde Rex > 0, Rey > 0y el contorno de integracion es un lazo doble de Pocchammer, el
cual consiste de un lazo que comienza en un punto P, encierra el punto 1 en la direccion
positiva y retorna a P, encierra el punto 0 en la direccién positiva y retorna a P, encierra
el punto 1 en la direcciéon negativa y retorna a P, y encierra el punto 0 en la direccion
negativa y retorna a P. Similarmente, la funcién beta se expresa como una integral de
contorno de un lazo simple de la siguiente forma:

1 (1+) o
B (z,y) = 3 csch (my)/ (= 1)V dt, (4)
0
donde Rex > 0, Jarg (t — 1)| <7, y #0,£1,+2,...
1 (0+) . .
B(z,y) = —3 csch (wz:v)/ (=) (t—1)Y""dt, (5)
1

donde Rey > 0, |arg (—t)| <7, x #0,£1,£2,...
Por otra parte, la funcién hipergeométrica generalizada de Wright es un caso particular
de la funcion H (ver [12, p. 19, No.(2.6.11)])

(1—0[1,141),...,(1—0&;0,141)) :|
(071)7(1_Bl;Bl)v-"v(l_ﬁanq)

:p\yq[ (a1, 41) s, (ap, Ap) x] )

(55)

1,p _
Hp7q+1 [ x

También, de acuerdo con [13, p. 629, No.(22)],

Hn [:v’ (ap, Ap) } — (am) ka2 KMGTT

(Bg: Bq) A (g, By)
[A1,..., Ay, Bi,...,B; > 0] son cantidades racionales y
a a+1 a+2 a+k—1
A(k,a) = - ... )
( ,a) k7 k ) k ) ) k

Aqui k es el M.C.M. de todos los denominadores de Ai,..., Ay, B1,...,Bg, ki = kA;,
izl,...,p, lj:kBj,j:L...,q,

M:ﬁAf‘“iﬁBff‘l/z, m:izj, ﬁ:zn:kj,

i=1 j=1 j=1 j=1

J=1 Jj=1
n P m q
at =Y Aj— > A +> Bj— Y B,
J=1 J=n+1 J=1 Jj=m+1
¢ =mtn-LTL s=1T4~ 157
i=1 =1
q p q Jp
A=3"B; -3 4, p=>0 -3 g+ 2
j=1 j=1 j=1 j=1
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2. Representacion de la funcion ;Ri(a,b;c;7;z) en términos de la
funcion H

Se sabe [14, 15] que

p
(i + A,
10 B "= [T (8 + Byn) n!
=1

Como caso particular se tiene

(a1, A1), (a2, A2); (a1 + Am (g + Agn) 2"
LG — 8
20t [ (B1, B1); Z: T (81 + Bin) n!’ (8)
donde Al,AQ,Bl >0y 1+ B — A1 — Ay > 0.
Haciendo A1 =1y Ay = By = 7 en (8) se tiene
(a1,1), (2, 7); } T (a +n)T (ag +7n) 2"
W = _
’ 1[ (B1,7) : n; T(Gi+mn)  nl’
entonces,
I (B1) [ (a1,1), (a2, 7); }
Ry (an, a9; 81375 2) = v DR I 9
2Ry (o1, 25 51375 2) Tl T (a2) 22| (B1,7); z 9)
Teniendo en cuenta (6),
1_0551)7(1_05277-) (041,1),...,(012,7');
Hys (1—a ] =,0 { : 10
2,2 |: * (071)7(1 _6177—) 21 (6177—); * ( )
Finalmente de (9) y (10) se obtiene
a (B 1,2 (1—a1,1),(1 - ag,7)
flon e 05T = T e 22 [ oy a e 0 Y

2.3. Representacion de 3R, (a,b;c;7;2) paraT € Q"
r

Considerando en (11) 7 = —, con r y s enteros positivos y teniendo en cuenta las condi-
S

ciones de (7) se tiene:

b—c

M:(i) , m=s mn=s+r, p=s+r, =s+r, a" =2, " =1,
S

klzs, kQZT‘, 1128, ZQZT, 61:1, AZO, /Lzl.
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l-a 2—a 3— -
A(S,l—@): aa a7 > av"'as a7
S S S S
1-b 2-b —-b —b
A(Tal_b): ) 73 a"'vT )
T T r r
loec 2-¢ 3— -
A(Tal_c): Ca Cv > Cv"'a’r Ca
r T r T
1 2 -1
A(s,0)=0, =, ..., 2
S S S

Por lo tanto, de acuerdo con (7) y (11),

I'(c)s (27r)1_s (f)b_c

r
R ( ybie ):
2@ oG e T@T o)
l—a 2—a s—a 1—b 2—-0b r—>b
Gz,s:‘rgr —ZS S S S r T T 12
Hrst (=2) 0 1 2 s—11—¢c 2—c¢ r—c (12)
7S 87"'7 S b T b ”’ PR ] T

En (12) cuando r = s = 1 se tiene el resultado conocido [13, p. 719, No.(13)].

2.4. Representacion integral simple de tipo Euler para la funcién s R, (a,b;c;T; 2)

De acuerdo con (2), y teniendo en cuenta que

(1 —2t")"° i

k=0

i)k

se tiene

1 oo T )k
aR1(a,b;c;7352) = % /tbfl(l —t)ebt ];) (a),, (t k!) dt
5 =

De acuerdo con la convergencia uniforme de la serie, intercambiamos la suma con la
integral, y después de usar la representacion integral de la funcion beta se tiene

2R1(a,b;¢;7;2) = c—bz kk' B(b+Tk,c—b);
)i

haciendo uso de (3) obtenemos

-T (C) e—'iTrc (14,0+,1—,0—) b1
Ry(a,bic;m2) = !
2R, b7 2) F(b)F(c—b)4sen7rbsen7r(c—b)/p .

k —inTk

c b—1 €
Z sen b—i—Tk)k' ’
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donde |arg (—z)| < m, b, b+ Tk, 1 —c,c—b#1,2,3,...
Similarmente, después de usar (4) y (5) se obtuvieron, respectivamente, los siguientes
resultados:

il (c) e?r(0=9)
)T (c—b)2senn

a+)
oRi(a,b;¢;7;52) = = / 1= (= ),
=9 Jo

donde Reb >0, larg(1 — z)| <m,c—b#1,2,3,... ¥y

—iI" (¢) e~ imh 0+) b—1 b1 (a)y, (ZtT)k e Tk
Ri(abieiriz) = — D€ (1 -t dt
2 1(617 7077'72) or (b)r(c— b) /1 ( ) kzo senﬂ'(b—|—7’/€) k! ’

donde Rec > Reb, |arg(—z)| <7, b+ 71k #1,2,3,...

2.5. Aplicaciones
Aplicacion 1.

Calcular -

I= /:zro‘flJl, (U\/E) oR1 (a,b;¢; 7 —wx) d .
0
En [12, p. 18, No. (2.6.5)] se tiene

2
i
"M | =
0,2 {4

donde J, (z) es la funcion de Bessel de primera especie. Ahora, de acuerdo con (11),

_F(C)(%)m r 17710 ﬂ
TT@rm /”” i3 |

(1-a,1),(1-0,7)

(0,1),(1—¢,7) dz,

lo cual coincide con la formula integral 1 [12, p. 58, No.(5.1.1)]. Esta establece lo siguiente:

0o

n—1rrm,n o
/:v H [zx
0

_ oM m~+N,n+M —0
=5 HP+Q7¢1+P §

(ajaaj)l,p ]HM,N [s;v

(ij’yj)lp
' dr =
(bj’ J 1,q PQ

(dja‘sj 1,Q

(aj,05),,,, (1 —dj —=n6;,06;); 5, (a,05),,,,, } ,
055 B3)1m > (L= ¢ =m73:0%) 1 p> (035 Bi)ppin g ]

después de aplicar la formula integral 1 con n = 0, se obtiene

(1,1), (¢, 7)
(Oé-i-%’l),(a,l),(b,T),(a_%,l) ] 5 (13)
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donde o,Re (2 + v) > 0; Re (o — a) ,Re (a — b) < 2; |argw]| < .
En (13), para 7 = 1 se tiene el resultado conocido [13, p.323, No.(1)].

Similarmente se obtuvieron los siguientes resultados:

2. /x%l Je—1 (0v/x) 2Ry (a,b; ¢; 7 —wz) do = T ara
0

(¢;7)

3,0 o’
H13|:_ (C_lvl)v(a_lvl)v(b_TvT) ’

)

donde 7 > 0,0 < Rec <2Rea+ %, 2Re & + &; Jargw| < 7.

x° . T(c) (2)**
3. /xcff’ljchafz (0V) 2Ry (a,b; 0575 —wa) do = % :
0
750 0'_2 (c—m, T)
1,3 4w (2c—a—2,1)7(a_1’1)’(b_T’T) 7

donde 7 >0,1<Re(2c—a) <2Rea+ 3, 2Re 2 + 1; |argw| < .

0o 3c—2a—3
2

4. /xL*ia*S Jea (ovz) 2Ry (a, g; c;T; —w:v) dr = ——%2"——x
0

3,1 0_2 (051)5(6_7—77)
24 4w (20_0‘_251)5(0‘_171)7(

Nl
I
3
~
—~

o
v |

—
—
~—

donde 7 >0, Rea < Rec < 2Rea + %; largw| < 7.

oo 3c—2a—3
Sc—2a—2C F 2 ’
5. /x%‘fﬁ% (0Vz) 2B (a, g;cm —M) dz = %X
2
0
3 o2 ] (0,1),(c—7,7)
240 g | (52,1),(a—1,1),(§ —7,7),(c—2a—1,1) |’

donde 7> 0, =1 <Rec < 2Rea + 2; |argw| < 7.

Cuando 7 = 1, en los resultados (2)—(5) se obtienen respectivamente los resultados cono-
cidos [13, p. 323-324, No. (2)—(5)].

Aplicacion 2.

En (12), cuando r = 1, s = 2 se obtiene

1 T()2¢ 4| o —5—1—5:1-b
oRy a,b;c;—;z) =———@Gy5 |z 2 2
( 2 INONOENEE 0. % 1—e
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Por la formula [13, p. 618, No. (3)], la cual establece que

ﬁF(ﬁj—ﬁh) ﬁF(1+ﬁh—0<j)

N BV s
Ly B h=t [[ T(+6n—0;) Il T(a;—06n)
j=m+1 Jj=n+1

1+6h_a15-'-a1+6h_04p L(_1\p—m—n
PFq—l 1+6h_617"'*;1+6h_6q7( 1) x| ,

donde p<q y |z] <1, se obtiene

1 2b=c [ afl a 1 1
2Ry (a,b;c;§;z)=—l"[ 272 }3F2 (_a—i— gb'—,c;z2>

Nz 2 22

2b—ctl1 241, b+41 ¢ a a+1 13 1
- __T| 2 ) 27 FHlZ4+1. ——— p+ -2 Z.52)
\/E |: :|Z3 2(2+ ) 2 ) +27270+ 7Z>
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