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Sobre la diferenciabilidad de funciones
en espacios de Banach

ROBERTO C. CABRALES* & MARKO A. ROJAS-MEDAR*

Resumen. Se da un criterio que establece la diferenciabilidad de una funcién
f:X — Y, donde X y Y son espacios de Banach. Este criterio se aplica
ademas para obtener las reglas usuales del célculo diferencial de una forma
elemental, y también para obtener la diferenciabilidad de algunas normas de
espacios funcionales clasicos.

Abstract. A criterion for the differentiability of a function f : X — Y,
where X and Y are both Banach spaces, is given. Moreover, this criterion
is applied to obtain the usual rules of the differential calculus of an elemen-
tary fashion and to obtain the differentiability of some norms of classical
functional spaces.

1. Introduccién

En [2], Botsko y Gosser establecen un criterio para la diferenciabilidad de una funcion
f:V = R" en un punto a € R”, donde V es una vecindad abierta de a. Este criterio es
una generalizacion del resultado debido a Carathéodory (ver [7]), y dice lo siguiente:

Teorema 1.1. f es diferenciable en a si y solo si existe g : V — R™ continua en a tal
que

fl@) - fla)=g(x) (®—a) VaxeV,

donde - denota el producto interno en R™.
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88 R. C. CaBRALES & M. A. Rojas-MEDAR

En el presente trabajo generalizamos el teorema anterior a espacios de Banach. Adicional-
mente, demostramos la forma en la que podemos usar esta generalizacion para deducir
algunos teoremas del calculo diferencial de una manera elemental. Més precisamente,
aplicamos el criterio obtenido para obtener las derivadas de algunas normas de espacios
funcionales clasicos.

En [1], Acosta y Delgado demuestran nuevamente que la nocién de derivada segtin
Carathéodory es equivalente a la nocion de derivada segin Fréchet en R™ (Teorema
1.1). Usando la caracterizacion del Teorema 1.1, muestran algunos teoremas bésicos de
diferenciacién de funciones definidas en R", asi como el Teorema de la Funcién inversa.

En [8], Pinzén y Paredes, hacen una revision del concepto de derivada, comparando
las definiciones segin Géateaux, Fréchet y Carathéodory. En dicho trabajo, los autores
muestran las relaciones entre ellas y proporcionan una topologia en R? para la cual las
tres definiciones son equivalentes.

El trabajo es organizado de la siguiente forma. En la seccién 2, damos la extension del
Teorema 1.1 al caso de funciones de valor real y damos algunos corolarios y ejemplos. En
la seccién 3 damos la extension del Teorema 1.1 al caso de funciones de valor vectorial, asi
como algunas consecuencias interesantes. Finalmente, en la seccién 4 mostramos algunas
aplicaciones de los resultados enunciados previamente.

2. El caso de funciones de valor real

En lo que sigue, X denotara un espacio de Banach real con norma | - ||x, o sera un
punto en X, X* el dual topologico de X, V una vecindad abierta de g en X, f: V — R
un funcional; si I € X*, denotamos por (I, x) el valor de [ en el punto € X.

Inicialmente recordamos las definiciones de diferenciabilidad en el sentido de Fréchet para
funcionales.

Definicién 2.1. Decimos que un funcional f es diferenciable segtin Fréchet en x si existe
un funcional lineal continuo L definido sobre X, i.e., L € X* y n: Vj — R tales que

f(®) = f(@o) + (L, — x0) + n( — x0)||2 — 0| x, (1)
donde V} es una vecindad abierta de 0 en X y
n(x —xp) — 0 cuando T — .

Observacion 2.2. Si f es diferenciable segin Fréchet en x(, entonces L es tnico, y es
usual denotarlo por f’'(xg).

Teorema 2.3. f es diferenciable en xg si y solo si existe g : V — X™ continuo en xq tal
que
f(x) = f(mo) = (9(x), x —mo)  VEEV. (2)

Demostracion.
(Necesidad) Definimos v : V — X* tal que
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Sobre la diferenciabilidad de funciones en espacios de Banach 89

Entonces, en (2) tenemos que

f(@®) — f(zo) = (v(x),x — xo) + (9(x0), T — T0).

A continuacion, consideramos L = g(xg) € X* y definimos 7 : Vo — R tal que

() = { éw<w>,z>/|\z||x 2 * 0,
Por lo tanto, para todo & € V, se tiene que
f@) = f(wo) = (L,z—z0)+ (y(), - xo)
= (L,z—mo) +n(x — x0)|Z — 20| x-

Por otro lado, debido a que g(x) — g(x() cuando  — x, tenemos que y(x) — 0 cuando
x — g, y de esta forma, para todo & € V' \ {x(} tenemos

(@), ® — @)

< llv(e) | x-
=0 < (el

(e~ 20l =

luego, n(x — xp) — 0 cuando & — x(, y de esta forma obtenemos (1).
(Suficiencia) Por definicion, para todo @ € V' \ {xo} se tiene que

n(xe—=x
£(2) ~ f(z0) = {L,m — o) + 2 Z g g3 ®)
[ — a0l x
Por otro lado, usando un de los Corolarios del Teorema de Hahn-Banach (ver [3, pag. 3|),
inferimos que existe hgy—q, € X* tal que
lho-aollx- = llz =0l x, (4a)
(ha—wgy® —20) = | —20|%- (4b)

(Notése que hg—z, 10 es necesariamente nico, pero esto no afecta la unicidad del lado
derecho de la igualdad (4b)).

Entonces, para todo € V' \ {z¢} se tiene que

Fl@) - flao) = (L 4+ LEZZ ).
|z — 2ol x

Por lo tanto, es natural considerar la funcion g : V' — X* definida como
PGt )

g(x) = |z — ol x
L, si x = xg.

h:l:—i'c()u six 7é Zo,

De esta forma, es suficiente estudiar la continuidad de g en xy. Usando (4), se tiene que

n(x — o)
2 — xol x

< n(x — o)
X*

h:l!—a‘:()
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90 R. C. CaBRALES & M. A. Rojas-MEDAR

para todo x # xy. Mas aun,

h/mfmo

n(x — xo) —0 cuando T — xp,

[l — x|
debido a que n(x — xy) — 0 cuando & — x¢. Se tiene de esta forma que

g(x) > L =g(xy) cuando = — xo.
Esto completa la demostracion del teorema. i)

Observacion 2.4. Si X es un espacio de Hilbert con producto interno (-,-), la de-
mostracion del Teorema 2.3 es méas simple y no se hace uso del Teorema de Hahn-Banach.
Sin embargo, es necesario usar el Teorema de representacion de Riesz-Fréchet (ver [3]).
En este caso, es suficiente notar que

|z — zo[|% = (& — @0, & — o),
y que existe un tnico u € X tal que
(L,z) = (u,x) para todo x € X.

Por lo tanto, para todo & # x( se tiene que

f(®) = f(zo) = (Uafﬂ—fvo)-i-n(w_i_wo)(w—wo,w—wo)
|z — 2ol x
= (u—l—m(m—wo),m—mo),

|z — @ollx
y es suficiente definir g : V' — X tal que
(Gl 7))

g(x) = |z — zolx
u, si x = xq,

(x — o), siz# o,

y seguir como antes.

Observacion 2.5. Es facil ver que si X = R", entonces g(xg) es el vector gradiente de f
evaluado en xg, i.e.,
of

stan) = (G @0 L @)

Las siguientes consecuencias del Teorema 2.3 son inmediatas.

Corolario 2.6. x( es un minimo local de f (respectivamente, mdzimo local de f) siy solo
st existe un r > 0 tal que

(9(x),x — xo) > 0,

(respectivamente, (g(x),x — x¢) < 0) para todo

x € B(xo,r)={xeX : ||z—xx <7}
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Sobre la diferenciabilidad de funciones en espacios de Banach 91

Corolario 2.7. o es un minimo local estricto de f (respectivamente, mdzimo local estricto
de f) si y solo si existe r > 0 tal que

(9(x), x — @0) > 0,
(respectivamente, (g(x),z — o) < 0) para todo © € B(xo,r) \ {z0}.
Ahora, mostramos algunos ejemplos.
Ejemplo 2.8. Sea X = /2 el espacio de Hilbert de aquellas sucesiones © = (x1,x2,...) =
(z;)ien tales que i|azz|2 < 00.Si@ = (2:1)ien Y Y = (¥i)ien son elementos de X, se

k=1
define el producto interno entre ellos como

(way)zleyl
i=1
Sea f: ¢? — R dado por
B 0o ZC? 0o . 00 i ;
) = 33 S (5 )

f es diferenciable segiin Fréchet en xy = 0. Para probarlo, es suficiente considerar
N (T
@) =3 (5 —a)es
donde {e; = (6xi)ren : i € N} es la base de Hilbert estandar de ¢2. M4s afin,
f'(0) = g(0) =0.

Notamos también que g = 0 no es un extremo de f. De hecho, si consideramos & =
(%i)ien, donde z; = 1/i, tenemos que

1 1
(9(x), @) = - a<0
y si @ = (2;)ien, donde z; = —1/i + 1/i%/4, obtenemos que
(9(z),z) > 0.

Ejemplo 2.9 (Botsko & Gosser [2]). Consideremos f : R™ — R dada por

- 1
xiisen — si @ # xo

flx) = ; R £l
0, si =0,

donde ® = (z1,...,2,) ya; > 1 paratodoi =1,...,n. Entonces f es diferenciable segin
Fréchet en xyp = 0. En efecto, considérese la funciéon g : R™ — R definida como

- 1
Z (zfl sen m) e;, si x+#xo,

(3
0, si =0,
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92 R. C. CaBRALES & M. A. Rojas-MEDAR

donde b; = 1 — a; para todo ¢ = 1,...,n, y donde {e;}?_; es la base canénica de R™.
Notemos que para todo € R" se tiene que

f(w) = (g(:v),:v),

y que g es continua en &g = 0. Por el Teorema 2.3, se tiene que f es diferenciable segin
Fréchet en ¢y = 0. Ademas, €y = 0 no es un extremo de f, debido a que (g(x),x) no
tiene un signo definido. Mas aun, f'(0) = 0.

Es facil probar que las sumas, productos y cocientes de funciones diferenciables segin
Fréchet son diferenciables segtn Fréchet. Mas precisamente, usando el criterio presentado
en este trabajo y la regla de la cadena, podemos probar el siguiente corolario:

Corolario 2.10. Sean f,h : V — R. Supdngase que f es diferenciable segin Fréchet en
o y es tal que f(xog) = 0. Si ademds h es continua en xq, entonces el producto fh es
una funcion diferenciable en x.

Demostracion. Como f es diferenciable segin Fréchet en xg, existe una vecindad V' de
xo tal que la funcion g : V! — X* es continua en xg. Note que podemos escoger la
vecindad V' de tal forma que h esté definida en V’. Tenemos que

f(x) = (g9(x), T — =) paratodo =€ V.
Multiplicando la igualdad anterior por h(x), obtenemos que

f@)h(z) = h(z){g(®),z — z0) = (h(x)g(x),z — 20),

valido para todo & € V'. Es claro que hg : V! — X* es una funcién continua en xg. Por
lo tanto, usando el Teorema 2.3 deducimos que la funcién fh es diferenciable en xq, y es
tal que

(fh)/(mo) = h(zo)g(xo) = h(mo)f/(mo)- K

3. Extensién al caso de funciones de valor vectorial

Sean X e Y espacios de Banach, con normas || - ||x e || - ||y, respectivamente. En lo que
sigue, L(X,Y) denotara el conjunto de los operadores lineales continuos A, definidos en
X y con valores en Y.

El objetivo de la presente seccion es presentar el analogo vectorial del Teorema 2.3. Para
ello, recordamos la nocién de diferenciabilidad en el sentido de Fréchet para operadores.

Definicién 3.1. Sea F' : V — Y un operador. Decimos que el operator F es diferenciable
segtin Fréchet en @, si existe A € £(X,Y) tal que para todo x € V

F(x) = F(xo) + Alx — x0) + a(x — o) ||z — xol| x, (5)

donde a : Vj — Y es una funcién definida en una vecindad abierta Vi de 0 € X tal que
Iim o(h) |y = 0.

El operador A se llama la derivada de Fréchet de F' en el punto g, y es usual denotarlo
como F'(xg). Claramente, si F' (o) existe, es tinica.
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Sobre la diferenciabilidad de funciones en espacios de Banach 93

El siguiente teorema nos ofrece una caracterizacion de las funciones diferenciables segin
Fréchet.

Teorema 3.2. F' es diferenciable segin Fréchet en xy si y solo si existe una funcion
G:V — L(X,Y) continua en g tal que

F(x) — F(xzo) = G(x)(x — o) para todo x € V. (6)

Demostracion.
(Necesidad). Sea v : V — L(X,Y), definida para cada « € V, en la forma

1(@)(2) = (G(z) = G(20))(2) = G(2)(2) — G(20)(2),

para todo z € X. Es claro que vy(x) € L(X,Y) para cada € V. Por lo tanto, (6) nos
queda como

F(z) — F(xo) = y(z)(x — 2o) + G(x0) (2 — @0). (7)
Sea A = G(x¢). Entonces A € L(X,Y), y podemos definir o : X — Y tal que
V() (2)

alz) =1 l=lx
0, si z=0.

, siz#0,

Se tiene entonces que para x # x,
V(@)(@ — 20) = (@ — T0) [T — 20| X
Entonces, para € V' \ {zo}, (7) queda
F(x) — F(xzo) = AMx — x0) + a(x — o) ||z — xo| x-

Por otro lado, |ja(x — xo)|ly < |y(x)| y, debido a que v(x) — 0 cuando x — o,
obtenemos que

lim |a(x —xo)|y =0,

T—T

y de esta forma se verifica la igualdad (5).

(Suficiencia) Para todo € V' \ {&xo} tenemos que

a(x — xp)

F(x) = F(wo) = Mz — o) + 7 ———
[l — x| x

Iz — ol %-

Haciendo uso del corolario del Teorema de Hahn-Banach (ver Brezis [3]), podemos escribir

alr — xp)

F(z) — F(xzo) = AMx — o) +
& — 2ol x

h:l:—:l:() b

donde hg_ 4, satisface (4).

Ahora, para cada & # x( definimos la funcion 6(z) : X — Y como

a(x — xp)

e — ol x

0(z)(2)

he—z,(z), paratodo z € X,
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y para & = g, Como
0(xo)(z) =0, paratodo z € X.

De esta forma, para todo € V se obtiene que
F(x) — F(xo) = (A+0(x))(x — xp).

Consideremos ahora la funcion G : V — £L(X,Y) definida como G(x) = A 4 6(x). Como
una consecuencia inmediata, para todo & € V se tiene que

F(x) — F(xp) = G(x)(x — xp).

Ahora verificamos que G(xz) € L(X,Y) para todo & € V, y que G(-) es continua en xg.
Para ello es suficiente probar que

1. O(x) es un elemento de £(X,Y’), para todo & € V,

2. (x) — 0 cuando = — xg.

Demostremos el primer item. Notese que 6(x)(-) es lineal. Verificamos ahora la con-
tinuidad, es decir, verificamos que para todo z € X, se tiene que

16(z)(2)lly < Cllzlx,
con C' una constante positiva. De esta forma,

a(x — xp)

|2 — xol|x

10()(2)]ly = ha—a,(2)

LS (@ = zo)lv |2l x- (8)

Tomando C = ||a(x — xo)||y concluimos lo deseado.

Demostremos ahora el segundo item. Las desigualdades en (8) implican que
10(@)]ly < C = [la(z — @0)]|y-
Entonces, si @ — x(, la hipotesis implica que

Jim [la(z — @o)lly =0,
y asi
Jim 0(a) ] cox) =0 :

Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente corolario.

Corolario 3.3 (Regla de la Cadena). Sean X,Y,Z espacios de Banach. Supéngase que
F:U —Y esun operador definido en una vecindad abierta U de xy que es diferenciable
segun Fréchet en xy. Supdngase ademds que G : V. — Z es un operador definido en una
vecindad abierta V de yo = F(xo) tal que F(U) C V. Si G es diferenciable segin Fréchet
en Yy, entonces el operador compuesto H = GoF : U — Z es diferenciable segun Fréchet
en xg, y se tiene la relacion

H'(w0) = G (yo) F (o).
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Demostracion. Como G es diferenciable segtin Fréchet en y, = F(xo), existe una funcion
v :V — L(Y,Z) continua en y, tal que, para todo y € Y se tiene que

G(y) = G(yo) = ¢(¥)(Y = yo)- (9)
Tomando y = F(x) con z € U, la igualdad (9) implica que para todo x € U,
G(F(x)) — G(F(w0)) = ¢(F(x))(F(z) - F(x0)). (10)

Por otro lado, usando el Teorema 2.3, existe una funciéon ¢ : U — L(X,Y’) continua en
xo tal que
F(x) — F(xo) = ¢¥(x)(x — xg) paratodo x € U. (11)

Sustituyendo (11) en el lado derecho de (10), para todo @ € U se obtiene que
G(F(z)) — G(F(z0)) = ¢(F(2))(¥(z)(® — 20))-

Consideremos ahora
0(x)(w) = o(F())(¥(x)(w)),

donde w = ¢ — ¢ € U. Tenemos entonces que 6 : V — L(X, Z). De hecho, la linealidad
6(x)(-) es obvia y la continuidad se obtiene a partir del estimativo

10(@)(w)lly = lle(F (@) (W (@)(w))]y
le(F (@) [[¢ ()] [lwllx

cllwllx.

IN

IN

Luego 0 es continuo en xg, y se tiene

0(xo)(-) = @(F(z0))(¥(z0)(")
= ¢(Yo)(W(z0)())
G (yo) (" (w0) (),

es decir,
H'(zo) = (G o F)'(x0) = G'(y,) F' (o),

que es la identidad deseada. i)
Corolario 3.4. Sea V una vecindad abierta del punto (xo,y,) € X XY (podemos suponer

que V = Vg, x Vy,, donde Vg, e Vi son vecindades abiertas de los puntos xg € X e
Yy € Y, respectivamente). Considérese 1) : V — R dada por

Y(z,y) = p(z) + 2(y).

Supdngase que o : Vg, — R es diferenciable seqiin Fréchet en xg y que ® : Vo — R es
diferenciable segin Fréchet en y,. Entonces 1 es diferenciable segin Fréchet en (o, y,)
)

U (@0, yo) = (¢ (o), ©'(yy))-
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Demostracion. Debido a que ¢ es diferenciable segin Fréchet en xg, el Teorema 3.2
implica que existe una funcién ¢ : Vo, — X* continua en xq tal que, para todo x € Vj,
se tiene

p(x) — (o) = (9(x), T — @0). (12)
Anélogamente, existe h : V, — Y™ continua en y, tal que, para todo y € Vj,  se tiene
que
O(y) — 2(yo) = (h(y), ¥ — Yo)- (13)
Sumando (12) y (13), para todo (x,y) € V obtenemos que
Uz, y) = ¥(wo,yo) = (9(@), & — x0) + (h(¥Y), ¥ — Yo)-

A continuacion observamos que el dual topologico de X x Y, i.e., (X x Y)* puede ser
identificado con X* x Y*. Por lo tanto, K (x,y) = (g(x) , h(y)) pertenece a (X x Y)*,
y de esta forma

"/J(wvy) - d](mmyO) = <K($7y)7 (wvy) - (m07y0)>'

Notemos que K (-,-) es continua en (o, y,). Mas ain, el Teorema 3.2 implica que ¢ es
diferenciable segun Fréchet en (@0, y,) v

V'(x0,y9) = K(x0,90) = (9(0), h(z0) = (¢’ (x0), ' (yy)),

que es la identidad deseada. i)

El siguiente resultado es bien conocido.

Lema 3.5. Sea V una vecindad abierta de xy. Supéngase que T : V. — L(X|Y) es
continuo en xo y tal que T(xg) es invertible. Entonces, existe una vecindad abierta U de
xo tal que T(x) es invertible para todo x € U.

Proposicion 3.6. Sean X e Y dos espacios de Banach. Sean U C X,V C Y conjuntos
abiertos y F : V. — W un operador invertible. Sea o € V tal que F'(xq) exista y tal que
F'(xg) sea invertible. Entonces, la funcion inversa F~1: W — V es diferenciable sequin
Fréchet en y, = F(xo) y

(F™) (yo) = (F'(F~(y))

Demostracion. Por el Teorema 3.2, existe G : V — L(X,Y) continua en x tal que para
todo © € V se tiene
F(z) = F(zo) = G(z)(x — z0)

y G(xo) = F'(xo). Por el Lema 3.5, existe una vecindad abierta U de x( tal que G(x)
es invertible para cada x € U, y consecuentemente, para todo x € V, se tiene

(G(@))" (F(x) - F(z0)) = @ — . (14)
Definiendo & = F~!(y), 2o = F~!(y,), la igualdad (14) nos da

(GEFE ) Ny —yo) =F '(y) — F (yy)
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para todo y € W. Notamos también que la funciéon y — (G(F~*(y)))~! es continua en
Y- Usando el Teorema 3.2, se obtiene que F~1 es diferenciable segtin Fréchet en y, y

(F o)™ = (GIF (o))" = (Glao))™
= (F'(o))™" = (F'(F~(yo) ™"

que es la igualdad buscada. )

4. Aplicaciones

En la presente seccién, haremos uso del Teorema 2.3 para estudiar la diferenciabilidad
segun Fréchet de las normas de varios espacios funcionales clasicos. Es importante ob-
servar que estas preguntas son fundamentales en la geometria de los espacios de Banach
(ver, por ejemplo, Diestel [4] o Giles [5]).

Sea € C R™ un dominio acotado. Consideremos los espacios de Lebesgue LP(£2), definidos
para 1 < p < co. La norma en estos espacios es dada por

Hﬂhp—(zﬂﬂwwﬂw)m: (15)

donde dw es una medida de Lebesgue. Tenemos entonces el siguiente resultado

Proposicién 4.1. La norma LP (15) es diferenciable segiin Fréchet para cualquier funcion
fo#0sil1<p<oo, yla derivada de Fréchet es

|fIP~'sgn(f)
1=t
donde sgn(f) indica la funcion signo.

Sip=1, la norma L' no es diferenciable seqin Fréchet en ninguna parte.

Demostracion. Es suficiente considerar la aplicacion f — || f||}, con 1 < p < oo, ya que
la aplicacion x — x'/? es diferenciable para todo ntimero real z # 0.

Sea fy # 0 un elemento arbitrario de LP(€2). Por el Teorema 2.3, debemos encontrar
g(f) € (LP(Q))* tal que para toda f € LP(£2) se cumpla

IFIZe = 1follze = (9(f), f = fo)-

Es bien conocido que el dual topologico LP(€2) se puede identificar con LI(2), donde
1/p+1/q =1 (ver Brézis [3] o Kreyszig [6]). Entonces, es suficiente encontrar gy € L1(2)
tal que

IU%wWthiLwU—h%

para toda f € LT (Q), o de forma equivalente,
@) = alw)l? = 05(7w) = fofw) duo = 0.
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La desigualdad anterior implica que, para toda f # fq,

(R o

Por lo tanto, es natural definir

FP ~ @
D R (e AL (16)
jll;n;ogfs si f = fo.

Por otro lado, es facil ver que
Hm g5 = plfo(w) [P~ sgn(fo(w)),
—Jo

donde sgn(fo(w)) indica el signo de fo(w). Es decir, es suficiente ver que gy dado por
(16) pertenece a L1(Q), i.e.,
[ losl <
Q

Ahora, consideramos el caso p = 1. En este caso, el dual topolégico de L(€2) se identifica
con L>(€) ([3] 6 [6]). Por el Teorema 2.3, se tiene que

lo que es un ejercicio facil.

£l = follze = / a7(f — fo) (17)

para toda f € L'(2), donde g5 € L>(2). Entonces, para toda f # f, tenemos que

L (Rl ) - =0

y en consecuencia

fl=1fo .
gr = % st f# fo
Para obtener la consecuencia de f — gy debemos definir
, = lim gy. 18
gp0 = M. gy (18)

Pero se puede verificar facilmente que el limite (18) no existe. Por ello, no es posible
encontrar una funciéon gy € L*°(f2) continua en f = fy que verifique (17), y el Teorema
2.3 garantiza que || f||r1 no es diferenciable segtin Fréchet en el punto fy. Debido a que
fo fue escogido arbitrariamente, deducimos que la norma || f|| .1 no es diferenciable segin
Fréchet en ningtn punto. o

Observacion 4.2. Siguiendo un procedimiento analogo, podemos trabajar con los espacios
(P para 1 < p < o0.

Ahora, consideramos a X como un espacio de Hilbert con producto interno (-, -). Tenemos
asi el siguiente resultado:
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Proposicién 4.3. La norma || - || inducida por el producto interno (-,-) es diferenciable
segun Fréchet en cualquier x # 0, y su derivada segin Fréchet es ﬂ
T
Demostracion. Es suficiente considerar
flx) = |lz]* = (z, ).
Sea xy # 0 arbitrario. Para todo & € X tenemos que
lz]* = llzol® = (2,2) — (x0,20) = (x +x0, ® — o).

Consideremos la funcién

T+ x, Si T F# xp,
g(x) = :
2xg, si @« = xgp.

Entonces, para todo « € X, tenemos que
]| = |zol* = (9(), 2 — o).

Debido a que X se puede identificar con X*, tenemos que g(x) € X* para todo = € X,
y como z — g(x) es continua en xg, el Teorema 2.3 nos permite deducir que ||z|* es
diferenciable segin Fréchet en &g con derivada igual a 2xg. El Corolario 3.4 implica la
conclusiéon de la Proposicién. i)

El Teorema 3.2 sugiere la siguiente definicion.

Definicién 4.4. Sean X e Y dos espacios vectoriales topologicos, V' una vecindad abierta
de xg € X y F : V — Y una aplicaciéon. Decimos que F' es diferenciable en xg si y solo
si existe G : V — L(X,Y) continua en x( tal que para todo € € V

F(x) — F(xo) = G(x)(x — x0).

Con esta definicién, la regla de la cadena se verifica, y por lo tanto todos los teoremas
fundamentales del céalculo diferencial, asi como la Proposicion 3.6.

Como comentario final, observamos que puede ser interesante estudiar a qué tipo de
convergencia corresponde la definicion anterior. En particular, en el caso de que X e Y
sean espacios localmente convexos, permitiria desarrollar una teoria robusta de célculo
diferencial en los espacios de distribuciones.
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