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Pilas de arena sobre grafos dirigidos y
algo de complejidad

CAROLINA MEJIA MORENO*

Resumen. En este articulo estudiamos el Modelo de Pilas de Arena sobre
grafos dirigidos. El comportamiento del modelo sobre grafos dirigidos es
méas complejo (en término estrictos) que sobre grafos no dirigidos; es por
ello que, para muchas de las preguntas centrales de la teorfa, no se conoce
la respuesta en el caso dirigido. En este articulo se ha sintetizado la teoria
para digrafos, se han simplificado algunas pruebas y se concretan algunos
resultados relacionados con la complejidad de predicciéon del autémata.

Abstract. In this work we study the Abelian Sandpile Model on directed
graphs. The model is more complex on directed graphs than on undirected
graphs, because of which there are many questions that remain without an
answer. We survey the basic theory of the model on directed graphs and
present some new results.

1. Introduccién

El modelo abeliano de pila de arena (Abelian Sandpile Model, ASM) fue introducido por
D. Dhar [5] como una manera de representar los procesos de difusion fisica llamados
fenémenos de autoorganizacion. Entre los fen6menos de autoorganizaciéon mas conocidos
estan las quemas forestales, el equilibrio biolégico y las avalanchas de tierra. La idea
es partir de sistemas inestables, y con reglas que controlan el espacio-tiempo, llegar a
sistemas estables. En el caso de las quemas forestales, por ejemplo, el sistema enciende los
elementos que puede encender hasta que se asfixia y se estabiliza. Aunque es un modelo
abstracto, el ASM permite dar respuesta a algunas de las preguntas que surgen en muchos
procesos de este tipo, pero el interés de este escrito es exclusivamente matematico.

Dejando a un lado la interpretacion fisica, el modelo abeliano de pila de arena, ASM,
tiene una buena estructura matematica, razén por la cual ha tomado gran importancia
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en el mundo de los modelos que representan fenémenos de autoorganizacion. Ademés, el
modelo ha sido intensamente estudiado dentro de la teoria combinatoria, especialmente
tras la aparicion de [2], donde N. Biggs exhibe profundas relaciones entre el modelo de
pilas de arena, la teoria del potencial sobre grafos, los juegos de encendido en grafos
y la teoria de laplacianos de grafos. Tras Biggs aparecieron trabajos que estudiaban
el modelo desde el punto de vista computacional [1]; tales trabajos lograron clarificar
casi completamente la estructura combinatoria y algoritmica del modelo sobre grafos
no dirigidos. El modelo de pilas de arena sobre grafos dirigidos presenta una estructura
mucho mas compleja. Es por ello que es mucho lo que queda por investigar y por decir
del modelo de pilas de arena en el caso dirigido. Este trabajo es un pequeno avance en
esta direccion.

2. Preliminares

En esta seccion listaremos algunas definiciones y algunos resultados que seran usados a
lo largo del escrito.

2.1. Preliminares algebraicos

Definicion 2.1 (Semigrupo conmutativo). Sea A un conjunto no vacio y sea - una operacion
binaria sobre A. Si - es una operacién asociativa y conmutativa, se dice que (A, -) es un
semigrupo conmutativo.

En adelante y mientras el contexto lo permita a los semigrupos conmutativos los llamare-
mos sb6lo semigrupos.

Definicién 2.2 (Monoide conmutativo). Sea M un conjunto no vacio y sea - una operacion
binaria sobre M. Si - es una operacién asociativa, conmutativa y tiene modulo (es decir
(Fee M)(Vz e M) (e-z=x-e=uz)), se dice que la estructura (M, -) es un monoide.

Siempre que se pueda escribiremos M en lugar de (M, ).

Definicion 2.3 (ldeal). Dado un monoide M, un ideal de M es un subconjunto I C M tal
que (Va e M)(VbeI)(a-be ). (Cuando I sea un ideal de M lo notaremos I < M).

Note que dados I, J <« M, I N J contiene el conjunto
IJ ={c e M: existe a € I y existe b € J tales que c=a - b}.
Lo anterior implica que:
Hecho 2.4.
1. La interseccién de un nimero finito de ideales no vacios es no vacia.

2. Dado un monoide finito M, () I es un ideal no vacio de M.
1AM
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Definicion 2.5 (Nucleo). Sea M un monoide finito. El nicleo de M es igual a la inter-
seccion de todos los ideales de M (] I. Al nicleo de M lo denotaremos con el simbolo

IaM
K (M).

El hecho 2.4.1 implica que, dado un monoide finito M, K (M) es un ideal no vacio de
M.

Lema 2.6. Sea A un semigrupo no vacio y finito tal que
(Va,be A)(Fx € A)(a-z=D).
Entonces A es un grupo.
Demostracion. Probaremos dos cosas: que A posee modulo y que A tiene inversos.

1. Sea a - x = a; por hipdtesis, esta ecuaciéon tiene solucion para a € A, llamémosla
€q. Veamos que esta solucion sirve de modulo para (A, -). Para todo z € A existe
y € A tal que ya = x, entonces

xe, = (ya) e, =y (ae,) = ya = .

2. Para probar que todo elemento de A tiene inverso es suficiente con plantear la
ecuacion correspondiente y utilizar la hipoétesis. i)

Teorema 2.7. Dado un monoide finito M, K (M) es un grupo.

Demostracion. Note que K (M) es un semigrupo ya que si a,b € K (M), como
K (M) es ideal, a - b € K(M); ademas, como - es asociativa y conmutativa en
M, también lo serd en K (M). Si usamos el lema anterior nos faltaria probar que
(Va,b € K(M)) (3x € K(M)) (a-x =b), es decir, probar que a - K (M) = K (M). Pero
K (M) es un ideal de M asi que para todo ¢ € K (M), ac € K (M); tenemos entonces
que a - K (M) C K(M). Por otro lado, K (M) es la interseccion de todos los ideales
de M incluyéndolo, entonces a - K (M) D K (M). Podemos pues concluir que K (M) es
grupo. i)

2.2. Preliminares en teoria de grafos

Un digrafo es un grafo en el cual las aristas tienen direccion. Una definicion formal de
digrafo es la siguiente:

Definicion 2.8. Un digrafo G es un par (V (G), E(G)), donde, V (G) es un conjunto al
que llamaremos el conjunto de vértices de G y E (G) es un subconjunto de V (G) x V (G)
al que llamaremos el conjunto de aristas de G.

Note que dado e € E(G), e es una pareja ordenada (u,v) de elementos de V (G). La
pareja (u,v) € E (G) podemos imaginarla como una arista que va de u a v, es decir como
un puente entre u y v que solo puede ser cruzado en el sentido antes indicado. A lo largo
del escrito supondremos que los digrafos no contienen lazos, i.e., no contienen aristas de
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la forma (u,u). Dado u un vértice de G, a u podemos asociarle dos cantidades. A la
primera de estas cantidades la llamaremos grado de salida de u, y corresponde al naimero
de aristas de G que tiene a u como extremo inicial; a lo largo del escrito al grado de salida
de u lo denotaremos con el simbolo deg™ (u). La segunda cantidad, deg™ (u), el grado de
entrada de u, corresponde al ntimero de aristas de G que tiene a u como extremo final.

Un camino en un digrafo G es un sucesion de aristas (u1,v1), ..., (tm, vm) que satisface
la siguiente condicion: Para todo ¢ < n — 1, v; = u;y1. Dado (u1,v1), ..., (tm, V) un
camino en G, diremos que u; es su extremo inicial, v, es su extremo final y que m — 1
es su longitud. Dados v y v dos vértices de G, diremos que v es accesible desde u si y
solo si existe un camino (u1,v1), ..., (Um, V) tal que u; = u y v, = v. Si v es accesible
desde u, d(u,v) (la distancia entre u y v) es igual a la longitud del camino mas corto
que va de u a v.

Definicién 2.9. Un digrafo G tiene la propiedad de amalgamacion si y solo si para todo
u,v,w € V(G), si (u,v), (u,w) € E(G), existe s € V (G) tal que (v,s),(w,s) € E(G).

Teorema 2.10 (Teorema de confluencia). Sea G un digrafo con la propiedad de amalga-
macion y sea u un elemento de V (G) . Todos los caminos maximales que tienen a u como
extremo nicial tienen la misma longitud y el mismo extremo final.

Para una prueba del teorema se puede consultar [10].

En lo que sigue, dado G un digrafo con n + 1 vértices, diremos que el vértice n + 1 es un
sumidero” del grafo, y de él supondremos que:

1. degt (n+1) =0.
2. n+ 1 es accesible desde todo vértice de G.

Las hipotesis anteriores sobre el sumidero, especialmente el item 2, nos permiten definir
la nocién de radio de un digrafo, la cual sera aplicable a todos los digrafos considerados
en este escrito.

Definicion 2.11. El radio de G, que denotaremos con el simbolo ¢ (G), es igual a
max {d(v,n+1)}.
UEV(G){ ( )}
Nota. Notese que todo digrafo G con n vértices puede ser transformado en un digrafo
G’ con n + 1 vértices que satisfaga las hipotesis asumidas en este escrito, para lo cual es
suficiente agregar a G un vértice nuevo, llamémoslo s, tal que deg™ (s) = 0y deg™ (s) = n.

3. El modelo de pilas de arena, el caso dirigido

Vamos a describir como funciona el autéomata de pila de arena; recuérdese que un auto-
mata celular es un modelo mateméatico que representa sistemas dindmicos que varfan, a
través del tiempo, a pasos discretos. Un autémata es la estructura matemaética que sirve

*La diferencia con otros modelos de pilas de arena (especialmente Chip Firing Game) y el SPM es
precisamente la existencia de sumidero.
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Pilas de arena sobre grafos dirigidos y algo de complejidad 105

para modelar sistemas naturales que puedan ser descritos como una colecciéon masiva de
objetos simples que interacttian localmente unos con otros.

Figura 1. Modelo de pilas de arena.

Hablemos pues del autémata que nos interesa. Imaginense que queremos simular como
se autoorganizan los granos de arena en una pila a la cual se le agregan granos como
se observa en la figura anterior. El modelo es un grafo G dirigido, y en cada vértice
de G ponemos un numero finito de granos de arena. Para nuestro autémata esta es la
configuracioén inicial o el espacio ambiente. Ademas, le pedimos al grafo que tenga un
vértice que cumpla las condiciones del vértice sumidero.

Definicion 3.1 (Configuracién). Una configuracion en el instante ¢ del computo es una
funcién f; del conjunto de vértices V (G) del grafo en el conjunto de ntimeros naturales
que nos da informacién acerca del ntimero de granos de arena en cada vértice en el
instante i.

Definicion 3.2 (Veértices inestables). v € V (G) es un vértice inestable en el instante i si'y
solo si fi (v) > deg™ (v), es decir, si el vértice v tiene mas granos de arena en el instante
i que aristas que salen de él. De igual forma, un vértice v es estable en el instante i si

fi (v) < deg™ (v).

Ahora vamos a explicar las reglas de transicion del automata para pasar de una configu-
racion f; (V (GQ)) en el instante ¢ a la siguiente configuracion fi11 (V (G)) en el instante
1+ 1:

1. Siv € V (G) es inestable en el instante i del computo, entonces f; (v) > deg™ (v).
En este caso el vértice v dona un grano de arena a cada vértice vecino obteniendo
en el siguiente instante del computo f;11 (v) = fi (v) — deg™ (v) granos de arena.
En este caso diremos que el vértice v se encendio.

2. De igual manera, si v es inestable en el instante i y se enciende, entonces para todo
u € V(G), st (v,u) € E(G) entonces fit1(u) = fi(u) + 1,y fir1(u) = fi(u) en

caso contrario.

3. El sumidero nunca se enciende, solo recibe de los demas vértices del grafo. Esta
es la razén de su nombre.

4. El computo termina cuando todos los vértices (sin contar el sumidero) son estables.
Es decir cuando f; (v) = fi+1 (v) para todo v € V (G).
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Una sucesion de encendidos sera llamada una avalancha. Dadas dos configuraciones f;
y [j, diremos que f; es accesible desde f; si y solo si es posible llegar a f; desde f; a
través de una avalancha. Utilizaremos el simbolo f; — f; para denotar que f; es accesible
desde f;. Note que, si f; es una configuracion estable, no existen avalanchas que empiecen
en f;. A una avalancha que no pueda ser continuada, esto es, una avalancha tal que la
configuracién a la que nos lleva es estable, la llamaremos mazimal.

Dada una configuracién inicial fy, diremos que fy es convergente si y sélo si todas las
avalanchas maximales que tienen a fy como inicio son finitas y terminan en la misma
configuracién estable.

Problema.

1. jExisten avalanchas infinitas?

2. jExisten configuraciones convergentes? ;Existen configuraciones no convergentes?

En lo que sigue daremos respuesta a las preguntas anteriores. Dada una configuracion

n
inicial fo, la norma de fy, que denotaremos || foll, es igual a > fo (i) con V (G) =
i=1
{1,2,...,n}. Notese que la norma de fy no es otra cosa que el namero total de gra-
nos de arena dispuestos sobre vértices diferentes de n + 1.

Teorema 3.3. No existen avalanchas infinitas. Ademds, la longitud de toda avalancha
que empieza en fo estd acotada por n ||f0|\6(G).

Demostracion. Lo que probaremos es que, dada fy y dado v un vértice de G, el nimero

. . d 1
de veces que v enciende durante una avalancha es menor o igual que || fo| @) Ta
prueba la haremos por induccion en d (v,n + 1).

1. Paso base: Sid(v,n + 1) = 1, el vértice v no puede encender mas que || fo|| veces,
dado que cada vez que el vértice v enciende, envia un grano de arena al vértice
n + 1. Esto implica que, si v enciende || fo|| veces, entonces en el instante || fo|| del
computo, no quedan granos de arena sobre los vértices diferentes a n + 1, y la
configuraciéon obtenida es estable.

2. Hipétesis de induccién: Suponemos que si d (v,n + 1) = k, v no puede encender
més que || foll* veces.

3. Sea v un vértice tal que d (v,n 4+ 1) = k + 1. Supéngase que v enciende al menos
1 foll**" + 1 veces. Dado que d (v,n+ 1) = k + 1, existe u tal que d (u,n+1) = k
y (v,u) € E(G). Como cada vez que v enciende, v envia un grano de arena a u,
tenemos dos casos posibles, a saber: u enciende més que || fo||* 0 en algiin momento
durante la avalancha u alberga méas que || fo|| granos de arena. Es claro que las dos

Hk-‘rl

opciones son imposibles, por lo tanto v puede encender a lo mas || fo veces.

Teorema 3.4. Para todo digrafo G con sumidero n + 1 y para todo vértice v, todas las
avalanchas mazimales que comienzan en fy tienen la misma longitud y terminan en la
misma configuracion estable.
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Demostracion. Considérese el grafo C (G) definido por:

» V(C(@G)) :=N", las configuraciones de G.

s E(C(G)):={(f,g) : es posible pasar de f a g encendiendo un vértice} .

Es facil verificar que C (G) tiene la propiedad de amalgamacion. El lema es un facil
corolario del teorema de confluencia, Teorema 2.10, aplicado a C (G). o

Los teoremas anteriores nos permiten, dado un digrafo G, definir una funcién computable
oc : N™ — N”. La funcion o esta definida por o¢ (f) := g, si g es la tinica configuracion
estable a la que las avalanchas con inicio en f convergen. og sera llamada la funcion de
estabilizacion, y dada f, og (f) seré su estabilizacion.

Nota. La funcién o¢ es computable en tiempo n Hf||6(G). Notese que la funcion n HfHé(G)
no es polinomial en el tamano del par (G, f), por lo que, a diferencia de lo que ocurre en
el caso no dirigido [9], [4] no podemos asegurar (al menos por el momento) que o sea
calculable en tiempo polinomial. Por otro lado, Eriksson en [6] construye una familia de
digrafos {G;},.y tal que para todo i € N se tiene lo siguiente:

2. Existe f;, tal que ||f;|| es polinomial en ¢, y toda avalancha maximal que inicia en
fi tiene longitud € (2%) (exponencial).

Sea M (G) el conjunto de las configuraciones estables sobre G. Podemos usar la fun-
cién o¢ para definir una operacion binaria @ sobre M (G). La operacion & : M (G) x
M (G) — M (G) se define para todo par f,g € M (G), como f @ g=og(f + g), donde
“+7 es la suma de vectores en R".

Es facil verificar los siguientes hechos acerca de la operacion &.

1. & es conmutativa.
2. @ es asociativa.

3. La configuracién nula es un moédulo para .

De lo anterior tenemos que el par (M (G),®) es un monoide. Sea K (G) el nicleo de
M (G). De K (G) sabemos que es un grupo abeliano (teorema 2.7); a este grupo K (G)
lo llamaremos el grupo critico de G. jCuéles son los elementos de K (G)? ;Cual es la
estructura de K (G)? En lo que sigue daremos respuesta a las preguntas anteriores.

Dadas f,g € M (G), diremos que f es ®-accesible desde g si y solo si existe h € M (G)
tal que f = og (9 + h). Adicionalmente diremos que una configuracion f € M (G) es
recurrente siy solo si f es @-accesible desde toda otra configuracion g € M (G).

Teorema 3.5. f € K (G) si y solo si f es recurrente.
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Demostracion. Sea f un elemento de K (G). Dada g € M (G), el conjunto
gT:={h e M(G): hes @®-accesible desde g}

es un ideal, por lo tanto f € g 7. Supongamos ahora que f es recurrente. Sea I un ideal
de M (G). Dado g € I, existe h € M (G) tal que f = g ® h. Recordemos que g € I 'y
que I es un ideal; tenemos entonces que f € I. Como I era un ideal arbitrario de M (G),
podemos concluir que f pertenece a K (G). K}

3.1. La estructura de K (G)

En esta seccion presentaremos, sin prueba, el que hemos dado en llamar el Teorema de
Estructura para K (G) [1]. Para ello necesitamos introducir el laplaciano de un digrafo y
estudiar su relaciéon con el modelo de pilas de arena.

Laplacianos de digrafos

Dado G un digrafo con n + 1 vértices, el laplaciano de G, que denotaremos L (G), es la
matriz definida por L (G) = [l;5]; ;,,, con:

1. l;; = —deg™ (i), para todo i < n,
2. lij=1sti#jy (i,j) € E(G)y
3 1y =0sii#jy (id) ¢ E(G)

Si el vértice n + 1 es un sumidero, i.e., si n + 1 es accesible desde todo otro vértice de G,
entonces L (G) es no singular. Para probar la afirmacion anterior es suficiente comprobar
que det (L (GQ)) es diferente de cero. Recuerde que el Teorema de la matriz de Kirchhoff
[1], asegura que det (L (G)) es igual al ntimero de subarboles generados de G dirigidos
hacia n + 1. Es claro que si n + 1 es un sumidero, el nimero de tales subarboles es
diferente de cero, por lo tanto det (L (G)) # 0. Dado i < n, a la i-ésima columna de
L (G) la denotaremos con el simbolo L;.

Sea f una configuracion sobre G y sea i un vértice inestable. Notese que f+ L; es igual a
la configuracion obtenida de f encendiendo el vértice ¢. Encender el vértice ¢ es entonces
equivalente a sumar la columna i-ésima de L (G) . Por lo mismo, una avalancha con inicio
f es equivalente a sumar a f una combinaciéon entera (i.e. una combinacién lineal con
coeficientes enteros positivos) de las columnas del laplaciano de G.

Dada f una configuracion, sabemos que todas las avalanchas maximales con inicio en
f tienen la misma longitud y terminan en la misma configuracion og (f). Dadas f, ¢

configuraciones definimos una secuencia (i1, ... ,4,,) de vértices de G que indica el orden
en que se encienden los vértices en una avalancha que empieza en f y termina en g. El
vector tabla de una avalancha es el vector t = (¢1,...,t,) (donde para cada i < n se tiene

que t; es igual al ntimero de veces que se enciende el vértice i durante la avalancha).

Dada f, ;Seré posible que existan dos avalanchas maximales con inicio en f tales que sus
respectivos vectores tablas sean diferentes? Lo que veremos a continuacion es que esto no
es posible, esto es, todas las avalanchas maximales con inicio en f tienen el mismo vector
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tabla. Notese que si t = (t1,...,t,) es el vector tabla de una avalancha maximal con
n

inicio en f, entonces o¢ (f) = f + Y t;L;. Por lo tanto, el vector ¢ esta completamente
i=1

determinado (recuerde que L (G) es no singular) por la ecuacion o¢ (f) — f = L (G) t.

Definicion 3.6. Sea G un digrafo con n + 1 vértices y sumidero el vértice n + 1. £ (G)
es el subgrupo de Z™ generado por las n columnas de L (G). A L (G) lo llamaremos el
subgrupo laplaciano.

Teorema 3.7 (El teorema de estructura para K (G)). Dado G un digrafo con n+1 vértices

n

y sumidero el vértice n + 1, K (G) ~ %.

El teorema de estructura nos permite, entre otras cosas, calcular el tamatio de K (G).
Para ello basta calcular el tamano del cociente %. Usando algunas herramientas del

algebra lineal, especificamente la Forma normal de Smith [7], es posible probar que

]% = det (L (G)).

Corolario 3.8.
1. |[K(G)| =det(L(Q)).

2. El numero de configuraciones recurrentes sobre G coincide con el nimero de los
subdrboles generados de G dirigidos hacia n + 1.

4. Problemas algoritmicos

Dado un digrafo G, el teorema de estructura afirma que K (G) es isomorfo a %. Lo

anterior no implica que realmente conozcamos cuél es el grupo K (G). Si conociéramos
realmente el grupo K (G), podriamos resolver cada uno de los siguientes problemas:

Problema (RR). (Recurrence recognition) Dada f € N”, decida si f € K (G), es decir,
decida si f es recurrente.

Problema (GC). (Group computations).
(GC1) Dados f,g9 € K(G), calcule f & g.
(GC2) Dada f € K (G), calcule f~1.
(GC3) Calcule la identidad de K (G).

Los problemas anteriormente listados, vistos como problemas algoritmicos, son precisa-
mente los problemas que consideraremos en esta seccion. Adicionalmente consideraremos
el siguiente problema:

Problema (SPP). (Prediccion de avalanchas).

s Entrada: (G, f), donde G es un digrafo con n+ 1 vértices y f es una configuracion
sobre G.

= Problema: Calcule o¢ (f).
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4.1. La complejidad de predecir

En esta subseccién analizaremos la complejidad de cada uno de los problemas antes
mencionados. Lo primero que anotaremos es que cada uno de los problemas relacionados
con la operacioén del grupo GC1, GC2, GC3, es reducible a SPP. Para empezar, es claro
que GC1 es reducible a SPP, dado que calcular f & g no es otra cosa que calcular

o (f+9).
Dada f € K (G) y dado n € N, el simbolo f™ denotard a f & --- @ f. Sea wg la configu-
—

n—veces
racion definida por: para todo i < n, se tiene que wg (i) = deg™ (i) — 1. Notese que wg
es estable y recurrente.

Teorema 4.1. Los problemas GC2 y CG3 son reducibles a SPP.

Demostracion. Recuérdese que wg € K (G). Recuérdese ademas que
(G| = det (L (G)).
El teorema de Lagrange implica que:

1. Para calcular la identidad de K (G) es suficiente calcular wgd(L(G)).

2. Para calcular f~! es suficiente calcular faet(Z(G)—1,

Dado que det (L (G)) es menor o igual que n™, es posible calcular wgd(L(G)) y fdet(L(G)—1
en tiempo polinomial usando exponenciaciéon rapida, si se tiene acceso a un ordculo para

SPP. o

El teorema anterior muestra que el calculo de inversos y el célculo de identidades es
reducible a SPP. Lo que nos queda por analizar es la complejidad de los problemas SPP
v RR.

Teorema 4.2. SPP pertenece a NP.

Demostracion. Sea f una configuracion. Supongase que g es igual a og (f). Sea t el
vector tabla de las avalanchas que van de f a g. Notese que todas las entradas de ¢ estan
acotadas por | f||", por lo que para todo i < n se tiene que |t;| < nlog(||f]|). Tenemos
entonces que [t| € O (n*log (|| f]])), i.e. t es polinomial en el tamaiio de (G, f). Recuérdese
que g = f + Lt.

Todo lo anterior nos permite disenar un algoritmo no determinista M que resuelve SPP
en tiempo polinomial. M es el siguiente algoritmo:

Con entrada (G, f),

1. Adivine ¢, de tamafio polinomial en |(G, f)].
2. Calcule f + Lt.

3. Verifique que f + Lt es estable. i)
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Definicion 4.3. Dado un lenguaje L, diremos que L pertenece a U - P (Unique P), siy
solo si existen un lenguaje Q) € Ptime y un polinomio p tales que:

rrxel=Hy:lyl<p(z]) & (z,y) € Q} =1
=z ¢ L=[{y: |yl <p(z]) & (z,y) €} =0.

Notese que la prueba del teorema anterior nos da maéas informaciéon que la que hemos
aprovechado; en particular, la prueba del teorema anterior nos permite afirmar que:

Corolario 4.4. SPP pertenece a U - P.

Tenemos entonces que si SPP es NP-completo, NP C U - P. La tltima inclusién es
altamente improbable, por lo cual consideramos haber aportado fuerte evidencia en con-
tra de la posible N P-completez de SPP. En trabajos anteriores [3], [1] se conjeturaba
que SPP es N P-completo. A la luz de los resultados anteriores nosotros consideramos
necesario refinar la conjetura.

Conjetura 4.5. SPP es duro para N P bajo reducciones aleatorias.

Recuerde que USAT (Unique satisfiability problem) pertenece a U - P y es duro para NP
bajo reducciones aleatorias [11]. Esto es, la conjetura no contradice, a diferencia de lo
que ocurre con la posible N P-completez de SPP, ninguna de las hipotesis ampliamente
aceptadas en complejidad computacional.

Por el momento RR ha resistido todas nuestras tentativas de andlisis. Cerraremos esta
seccion proponiendo una conjetura acerca de RR.

Conjetura 4.6. RR pertenece a U - P y es duro para NP bajo reducciones aleatorias.

5. Digrafos aciclicos

En esta, la ultima seccion del escrito, estudiaremos el modelo de pilas de arena sobre
digrafos aciclicos.

Definicién 5.1. Un digrafo G es aciclico si y solo si G' no contiene ciclos.

Los digrafos aciclicos son particularmente manejables porque su estructura es muy similar
a la estructura de un arbol; en particular, es posible construir en tiempo polinomial para
todo digrafo aciclico un ordenamiento topoldgico.

Definicién 5.2. Dado G un digrafo aciclico, un ordenamiento topologico para G es una
biyeccion 7 : V(G) — {1,...,|V (G)|} tal que para todo i,j € V (G), se tiene que
(1,7) € E(G) implica 7 (i) < 7 (5) .

Teorema 5.3. El problema SPP puede ser resuelto en tiempo polinomial sobre digrafos
aciclicos.

Demostracion. Considérese el siguiente algoritmo:

Con entrada (G, f), donde G es un digrafo aciclico y f es una configuracion sobre G.
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1. Calcule < un subconjunto de V (G) xV (G) , tal que < es un ordenamiento topologi-
co de G.

2. Defina ¢ = 1.

3. Encienda el i-ésimo veértice de V (G), en el ordenamiento <, tantas veces como sea
posible.

4. Sii=|V(G)|, pase a 5. Sii < |V (G)| haga i igual a i + 1 y vuelva al paso 3.
5. Decida si la configuracion obtenida es igual a g.

Es claro que el algoritmo para tnicamente al alcanzar una configuracian estable, esto
es, el algoritmo para tnicamente al alcanzar la configuracion og (f). Por otro lado el
namero de iteraciones necesarias esta acotado por |V (G)| || f|l, por lo que el algoritmo es
de tiempo polinomial en el tamafio de la entrada (G, f). o

La tratabilidad del problema S PP sobre digrafos aciclicos implica a su vez que todos los
problemas algoritmicos considerados en este escrito son tratables cuando los restringimos
a digrafos aciclicos.

En lo que sigue estudiaremos el modelo de pilas de arena sobre digrafos aciclicos como

un tipo especial de autémata. Notese que el modelo de pilas de arena esta constituido
por:

1. Un espacio finito V (G).
2. Una relacion de proximidad E (G) entre los elementos del espacio V (G) .

3. Un conjunto de estados posibles para cada elemento de V (G), a saber, el nimero
de granos de arena dispuesto sobre cada célula.

4. Reglas locales de transformacion, los encendidos.

Todo lo anterior indica que el modelo de pilas de arena es un autémata. En lo que queda
probaremos que las pilas de arena sobre digrafos son una clase universal de autéomatas,
esto es, probaremos que todo problema computable puede ser resuelto usando este tipo
de autématas. Para probar lo anterior mostraremos que todo circuito booleano mondtono
puede ser simulado por una pila de arena sobre un digrafo aciclico. Adicionalmente,
dado que la simulaciéon que presentaremos es eficiente (es LOGSPACE computable, i.e.,
computable en espacio logaritmico), probaremos que el problema SPP restringido a
digrafos aciclicos es P-completo [8].

Un circuito booleano es un digrafo aciclico etiquetado G = (V (G), E(G), L), donde
la funcion L de etiquetado es una funcion de V (G) en {I,(O,A),(O,V),~,A,V} que
satisface:

1. Para todo i € V (G), si L (i) = I, entonces deg™ (i) = 0.
2. Paratodo i € V (G), si L (i) € {(O,A),(O,V)}, entonces deg™ (i) = 0.

3. Para todo i € V (G), si L (i) =~, entonces deg™ (i) = 1.
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4. Para todo i € V (G), si L (i) = A, entonces deg™ (i) > 2.

5. Para todo i € V (G), si L (i) = V, entonces deg™ (i) > 2.
A los vértices de un circuito G los llamaremos puertas; cada puerta serd de un tipo
particular, el cual estd completamente determinado por su etiqueta. Asi, por ejemplo, si
L (i) = I, i sera una puerta de tipo entrada, o si L (1) = (O, A) la puerta 4 sera una puerta
n
de tipo A-salida. Un circuito G es estratrificado si existe n € Ntal que V(G) = || N; v

1=0
se satisface:

1. No={ieV(G):L(i)=1}.
2. Ny ={i €V (G): L) e{(O,N),(O,V)}}.
3. Paratodoi,j € V(G),si (i,j) € E(G), existe k S ntal quei € Ny y j € Nig1.

Finalmente diremos que un circuito G' es mondtono si y solo si G es estratificado y
{i € V(G) : L (i) =~} C N;. Enlo que sigue {0, 1}" denotar4 el conjunto de las palabras,
es decir el conjunto de todas las sucesiones finitas de ceros y unos, y dado n € N, {0,1}"
denotara el conjunto de las palabras de longitud n. Adicionalmente, supondremos de
todo circuito booleano G que su conjunto de vértices V (G) es un segmento inicial de los
nimeros naturales.

Un circuito booleano estratificado es un dispositivo que puede ser usado para realizar
calculos que involucran sucesiéon de ceros y unos. Dado un circuito booleano G es-
tratificado con k + 1 niveles, n puertas “entrad” y una tunica puerta “salida”, y dado
= (a1,...,a,) € {0,1}", el valor de x dado G se define de la siguiente manera:

1. Para todo 7 < n, asignesele a la i-ésima puerta entrada el valor booleano a;.

2. Paratodo j € {1,...,k}, habiéndole asignado valores booleanos a todas las puertas
del nivel j—1, asignesele a cada puerta del nivel ¢ el valor booleano correspondiente
a evaluar su etiqueta (su etiqueta es una funcion booleana), en los valores booleanos
asignados a sus predecesores. En el caso de las puertas salida, cuyas etiquetas son
parejas ordenadas, la funcién a evaluar es la segunda componente de la etiqueta.

3. El valor de z dado G es igual al valor booleano asignado a la tnica puerta salida
de G.

Dada z € {0,1}" y dado G un circuito booleano estratificado con n puertas entrada y
una puerta salida, diremos que x es aceptado por G si y solo si el valor de x dado G es
1. Noétese que en la definicién anterior el valor de x dado G no es otra cosa que el valor
obtenido al evaluar z usando el circuito G.

Sea (Cpn),cy una sucesion de circuitos monétonos estratificados, y sea L un lenguaje, es
decir un subconjunto de {0,1}". Si para todo n € N se tiene que C, tiene una tnica
puerta entrada y exactamente n puertas salida (en lo que sigue, a tales circuitos los
llamaremos circuitos aceptadores de aridad n), diremos entonces que (Cy),, oy calcula el
lenguaje L si y solo si: para todo n € N y para todo = € {0,1}", z € L si y solo si z es
aceptado por C,.
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Los circuitos booleanos mondtonos son un modelo universal y no uniforme de com-
putacién. Son un modelo no uniforme, porque es necesario usar un dispositivo diferente
para cada longitud. Son un modelo universal en el siguiente sentido.

Teorema 5.4. Un lenguaje L es computable (decidible), si y solo si existe una sucesion
(Cn)pen de circuitos mondtonos que calcula L.

Para una prueba del teorema el lector puede consultar [8].

El teorema anterior nos permite dar una definicién de universalidad para clases auto-
matas.

Definicién 5.5. Una clase de automatas A es universal si y solo si para todo circuito
booleano monétono G existe un automata A € A tal que A acepta las mismas palabras
que G (i.e., A simula G).

En lo que sigue mostraremos que la clase de autématas constituida por las pilas de
arena sobre digrafos aciclicos es universal. Esto es, mostraremos que dado un circuito
aceptador G de aridad n, existe un digrafo aciclico G4 tal que para todo = € {0,1}",
existe una configuraciéon f, para la cual se tiene lo siguiente: G acepta z si y solo si
7zl = llog, (fz)]] = 1. Adicionalmente, y no menos importante, mostraremos que el par
(G4, fz) puede ser construido en LOGSPACE.

Teorema 5.6. La clase de autdmatas constituida por las pilas de arena sobre digrafos
aciclicos es universal.

Demostracion. Sea G un circuito monétono, estratificado y de aridad n, y sea x € {0,1}".
Primero construiremos el digrafo aciclico G4. Al digrafo G4 lo construiremos a partir del
digrafo subyacente de G, al que llamaremos simplemente G, realizando algunas pequenas
modificaciones locales.

1. (Removiendo negaciones). Dada i una puerta ~, para todo par de puertas j, k tal
que (4,%), (i, k) € E(G), introducimos un nuevo vértice j~ y una arista (j~, k).
Adicionalmente removemos el vértice .

2. (Balanceando el digrafo). Dada una puerta i, si deg™ (i) 2 deg™ (i), para cada

1 € {1,...,deg” (i) — deg™ (i)} introducimos tres vértices nuevos i},ib, i} y las

aristas (i, zll) , (zll,zlz) , (zll, zlg) , (112, o) , (zlg, o) , donde o es la puerta salida de G.

3. (Elegimos el sumidero). El sumidero de Gq4 es o.

Construido el digrafo G4, definimos f,.
1. Sii es la k-ésima puerta salida de G y z (k) = 1, definimos f, (i) = deg™ ().
2. Sii es la k-ésima puerta salida de G y z (k) = 0, definimos f, (i) = 0.

3. Si i es la k-ésima puerta salida de G, x(k) = 1 y g es igual a ™, definimos

fz(g) =0.

[Revista Integracion



Pilas de arena sobre grafos dirigidos y algo de complejidad 115

4. Si i es la k-ésima puerta salida de G, 2 (k) = 0 y g es igual a ™, definimos
fu(g) = deg™ (9).

5. Si i es una puerta A, definimos f, (i) = deg™ (i) — deg™ (7).
6. Si i es una puerta V, definimos f, (i) = deg™t (i) — 1.

7. En otro caso f; (i) = 0.

Es facil verificar que G acepta x si y solo si || fz]| — [loa, (fz)|| = 1. K|

Corolario 5.7. El problema SPP sobre digrafos aciclicos es P-completo.

Demostracion. Es suficiente notar que la construccion del par (Gy, f.) puede ser realiza-
da en LOGSPACE. Recuerde que el problema de evaluar un par (G, z) es P-completo,
(el problema EVALMONCIRC es P-completo, siendo EVALMONCIRC el problema con-
sistente en: dado = € {0,1}" y dado un circuito aceptador G de aridad n, calcule el valor
de z dado G).

Tenemos entonces que la prueba del teorema anterior muestra también que EVAL-
MONCIRC es LOGSPACE-reducible a la restriccion de SPP a digrafos aciclicos. Por lo
tanto, el problema S PP restringido a digrafos aciclicos es P-completo. i)

6. Conclusiones y perspectivas

En el escrito se ha evidenciado que el modelo de pilas de arena sobre digrafos presenta
un comportamiento complejo, dado que la dindmica del modelo parece no ser predecible
en tiempo polinomial (si las conjeturas enunciadas son ciertas). Por otro lado, aunque
el modelo se comporta mejor sobre digrafos aciclicos, su comportamiento sigue siendo
altamente complejo, dado que, si vemos al modelo como una clase de autématas, esta clase
es universal, y ademés, como se prueba en el escrito, el problema de predecir la dindmica
en el caso aciclico es un problema P-completo. Nosotros consideramos que, resolviendo
las conjeturas propuestas, podremos entender a cabalidad la estructura combinatoria y
algoritmica del modelo sobre grafos dirigidos.
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