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Un paseo por los anillos de bucles
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Resumen. La teoria de anillos de bucles no es solamente una generalizacién
de los anillos de grupos: es una teoria en si misma, con origen y aun en
movimiento. El concepto de anillo de bucles surge en 1944 en los trabajos
de R.H. Bruck con la construccién de anillos no asociativos. En los ultimos
anos esta teorfa se desarrolld ampliamente. Como ejemplo de esto tenemos
la descripcion completa del bucle de los elementos invertibles del Algebra de
Zorn. En este trabajo se hace un recorrido a lo largo del desarrollo de esta
teoria que ha intrigado a matemaéticos de diversas areas.
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A walk through the loop rings

Abstract. The loop ring theory is more that a generalization of group rings;
in fact, it is a theory with its own spirit, with origin and still in development.
The loop rings borns in 1944 with the works of R. H. Bruck about construction
of non-associative rings. In recent years, this theory was developed largely,
and as an example of this we know now the complete description of the loop
of invertible elements of the Zorn algebra. In this paper we travel through the
development of this theory that has intrigued mathematicians from different
areas.
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16 C.R. GIRALDO VERGARA

1. Preliminares

Con el descubrimiento del algebra de los cuaterniones por Hamilton, se ha estudiado
detalladamente lo que hoy llamamos algebras de dimension finita. Los anillos de grupos
aparecieron entonces principalmente como ejemplos, pero luego adquirieron vida propia
desarrollandose asi toda una teoria llamada anillos de grupo. A continuaciéon definimos
este concepto:

Definicion 1.1. Sea R un anillo con unidad y G un grupo. El anillo de grupo RG de G
sobre R es definido como el R-mo6dulo libre sobre los elementos de GG, con la multiplicacion
inducida por la multiplicacion de G, es decir, RG consiste de todas las sumas formales
finitas de la forma

o= Zagg ag € R,
geG

con la suma, multiplicaciéon y multiplicacién por escalar dadas por:
L ZQGG Qg9 + ngG Beg = Egec(ag + ﬁg)g-
ii. (dec agg) (Yhea Brh) =3 .cq 022, donded, = > gh=z Qg B

i A (Zyeq009) = Dpeq Pag)g, A€ R,

Si R es campo, entonces RG es llamada el dlgebra de grupo de G sobre R.

Si identificamos g € G con 1-g € RG, podemos considerar G contenido en RG, y asi los
elementos de G forman una base de RG sobre R. Con esta identificacion, 1 € G es la
unidad de RG.

Decimos que un anillo es alternante si tienen lugar las identidades:

= (z2)y = x(2y),
v y(aw) = (yo)o.

Una propiedad importante de los anillos alternantes es que el subanillo generado por dos
elementos de R es asociativo. Observemos que todo anillo asociativo es alternante; el
reciproco no es verdadero.

En este trabajo estamos interesados en estructuras no asociativas; en este contexto con-
sideramos la siguiente definicion:

Definicion 1.2. Un cuasigrupo es un par (£,-) donde £ es un conjunto no vacio y
(a,b) — a - b es una operacion binaria cerrada en L, con la propiedad de que las
ecuaciones a -z = b e y - a = b tienen tnicas soluciones x e y para todos a,b € L.

Un bucle es un cuasigrupo con elemento identidad bilateral 1. Notemos que un grupo es
un bucle asociativo.

Definicién 1.3. Un subbucle de un bucle (£, -) es un subconjunto H de L, el cual bajo
la operacion heredada de £, es también un bucle. Los elementos identidad de H y £ son
necesariamente iguales, ya que para h € H la ecuaciéon hx = h tiene una tnica solucion
en L.
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Un paseo por los anillos de bucles 17

Un ejemplo trivial de cuasigrupo es (Z, —); mas adelante daremos ejemplos de bucles.

Observemos que la definicién de cuasigrupo es equivalente a afirmar que las aplicaciones

R:awm ax, translacion a la derecha,

L:a— xa, translacion a la izquierda,

son permutaciones de L. Asi, el conjunto de las aplicaciones a la derecha y a la izquierda
generan el grupo M (L) llamado grupo multiplicativo de L.

Con la definicion de bucle en manos, podemos considerar una generalizaciéon del concepto
de anillo de grupo de la siguiente forma:

Definicion 1.4. Sea £ un bucle y R un anillo conmutativo, asociativo con unidad. El
anillo de bucle de £ sobre R, el cual denotamos por RL, es el R-mo6dulo libre de base L,

y para a = deﬁ aggy B = deﬁ Bgg en RL, a4 B y aff son definidas por
i de[) Qg9 + dezj Bgg = dec(ay + B4)g;

ii. (deﬁ %9) (Eheﬁ ﬁhh) = Zg,heﬁ agBhgh =3 cr0:2, donde
52 = Zgh:z agﬂh?

con la multiplicaciéon dada por la extension de la multiplicacion en £ a través de las leyes
distributivas.

Como ejemplo de anillo de bucles tenemos el algebra de los octoniones, que fue el primer
ejemplo de anillo alternante no asociativo y el tinico no asociativo normado con division.
Destacamos que esta algebra, junto con los reales, los complejos y el algebra de los
cuaterniones, son las tnicas algebras alternantes normadas con divisiéon de dimension
finita sobre los reales R.

2. Un poco de historia

Se puede decir que el concepto de anillos alternantes surgié con los trabajos de Ruth
Moufang en 1930, cuando ella establecié una relacion entre esta clase de anillos y planos
proyectivos; veamos un poco de esta historia. A comienzos del siglo 20 las ideas de axio-
matizacion de todas las teorfas matematicas estaban en auge. Uno de los grandes nombres
en este sentido fue David Hilbert, quien establecio 3 axiomas basicos de incidencia para
la Geometria Proyectiva:

1. Por cada dos puntos pasa exactamente una linea.
2. Dos lineas se encuentran en exactamente un punto.

3. Existen cuadrilateros (cuatro puntos tales que tres no estan sobre una linea).
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18 C.R. GIRALDO VERGARA

(0:1:0)

(1:1:0) (0:1:1)

1:1/1)

(1:0:0) (1:0:1) (0:0:1)

Figura 1. Representacion del plano de Fano P2(Fz).

Modelos clésicos para validar estos axiomas aparecieron entonces; el mas conocido es el
plano proyectivo real P2(R), donde los puntos son rectas en R? que pasan por el origen,
y las lineas son planos.

En general, P2(R), con un anillo R con divisién, también es un modelo de plano proyec-
tivo. Si R = Fy, tenemos el plano de Fano P2(F3), que es el menor modelo de plano
proyectivo: tiene 7 puntos y 7 lineas (ver Figura 1).

Observemos que la representacion de la geometria depende del sistema coordenado usa-
do. Asi tenemos una relacion entre la Geometria (plano proyectivo) y Algebra (sistema
coordenado). Para un espacio proyectivo de dimension d, tenemos un conjunto (puntos)
junto con una familia de subconjuntos (lineas) que satisfacen los siguientes axiomas:

P1. Por cada dos puntos distintos pasa exactamente una linea.

P2. Siuna linea corta dos lados de un triangulo, no en su punto de interseccién, entonces
ella corta su tercer lado.

P3. Toda linea contiene por lo menos tres puntos.

P4. El conjunto de todos los puntos es generado por d + 1 puntos y no menos.

Hilbert observo que el hecho de que los planos proyectivos sean mas complejos que los
espacios proyectivos de dimensiéon mayor, es debido a que el siguiente teorema no nece-
sariamente se satisface.

Teorema 2.1 (Teorema de Desargues). Sea F' un campo (o un anillo con division). Dos
tridngulos en PA(F) son perspectivas de un punto si y solamente si ellos son perspectivas
de una recta.

Se dice que una geometria proyectiva es desarguesiana si ella satisface el teorema anterior.
En caso contrario es llamada no desarguesiana.
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o

Figura 2.

Hilbert probé que cualquier geometria proyectiva desarguesiana es un espacio proyectivo
P(F), donde F es un campo o un anillo con divisién. En particular P?(H), donde H es
el anillo de los cuaterniones es desarguesiana.

La idea entonces era encontrar ejemplos de geometria proyectiva no desargueriana. Aqui
aparece como ejemplo P?(0), donde O es el algebra de los octoniones, que es un algebra de
dimension 8 sobre R, cuyos generadores cumplen con la siguiente tabla de multiplicacion:

L1 i [j[kTe[flyg
1)1 4 | 4 | k| e | f | g | h
h
e

1| k | —=j | f | —e
-k | -1 i —g | h
j —i | =11 h g | —f| —e
—fl g | —=h| —i|-1]|k j
—h | —-e| f j | =k -1 1
g f e | =k | —j| —i| -1

Q|| T = =
Q|| TS| =

Ruth Moufang mostré en [12] otros ejemplos a partir de P2(A), donde (4,+,-) es un
anillo no necesariamente asociativo. Ella estaba estudiando planos proyectivos no de-
sarguesianos que satisfacen la propiedad: Para toda recta L en el plano 11, el grupo de
automorfismos que fija todos los puntos de L actia transitivamente sobre 11\ L. Tales
planos son conocidos como Planos de Moufang.

Moufang probé que todo Plano de Moufang es de la forma P?(A), donde (4, +,-) es un
anillo que cumple:

v (zx2)y = z(2y),

= y(za) = (yr)z,
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20 C.R. GIRALDO VERGARA

estableciendo asi una conexion entre anillos alternantes y planos proyectivos de Moufang.
De hecho, para cada plano de Moufang existe una tnica élgebra alternante, y viceversa.
Asi, para estudiar tales planos basta estudiar su sistema coordenado, es decir, el algebra
alternante asociada.

La atencion de Moufang estaba concentrada en la estructura multiplicativa de un anillo
con division, ya que de la misma forma que los elementos invertibles de un anillo con
divisiéon forman un grupo bajo la multiplicacion, los elementos “invertibles” de un anillo
alternante con divisién forman un bucle.

La idea de dejar a un lado la exigencia de la asociatividad y de considerar anillos de
bucles fue de R.H. Bruck, quien mostr6 en [1] que bajo ciertas condiciones el Teorema
de Maschke se satisface en un contexto no asociativo. El Teorema de Maschke es un
resultado fundamental de anillos de grupos, el cual enunciamos a continuacion.

Teorema 2.2 (Teorema de Maschke). Sea R un anillo con unidad y G un grupo. Entonces
RG es semisimple, si y solamente si, se cumplen las siguientes condiciones:

i. G es finito,
ii. |G| es invertible en R,
1. R es semisimple.

Observacidn 2.3. La prueba de este teorema se puede ver en [13].

Para anillos de bucles, Bruck probé el siguiente resultado:

Teorema 2.4 ([1]). Si L es un bucle finito y F' es un campo de caracteristica 0 o de ca-
racteristica positiva relativamente primo al orden del grupo multiplicativo de L, entonces
L es suma directa de dlgebras simples.

Podemos afirmar que en la teoria de anillos de bucles siempre se esta buscando una cierta
asociatividad; se habla entonces de anillos no asociativos que son potencia asociativa, es
decir, anillos no asociativos donde cada elemento genera un subanillo asociativo. Esto
se puede ver en el trabajo de Paige en 1955, cuando prob6 que que si RL es un anillo
de bucles conmutativo sobre un campo de caracteristica diferente de 2 que satisface la
identidad z22% = 23z, entonces £ es un grupo. Mas exactamente:

Teorema 2.5 (Paige; 1955). Sea L un bucle finito y R un anillo conmutativo y asociativo
de caracteristica cero o positiva relativamente primo a 30. Entonces el anillo de bucles
RL es conmutativo y una potencia asociativa si y solamente si L es un grupo.

La prueba de este teorema se puede ver en [8].

En general, no es cierto que anillos de bucles sin ninguna propiedad importante sean
anillos de grupo. Goodaire mostré en [7] que existen algebras de bucle alternantes que
no son algebras de grupo. El estudio las propiedades que deberian tener los bucles para
que sus anillos de bucles cumplan las propiedades alternantes: Supdngase que R es un
anillo conmutativo, asociativo con unidad y de caracteristica diferente de dos. Entonces
RL es alternante si y solamente si:
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i) Si x,y,z € L cumplen la asociatividad en algin orden, entonces la cumplen en
cualquier orden.

it) Si g, h yk son elementos en L que no cumplen la asociatividad, entonces (gh)k =
g(kh) = h(gk).

3. Lazo y anillos de bucles

Dada la gran variedad de bucles, generalmente se estudian bucles que satisfacen alguna
forma débil de asociatividad. En este contexto se dice que un bucle es de Moufang si
satisface alguna de las siguientes identidades equivalentes:

1. ((zy)x)z = x(y(rz)) identidad de Moufang a la izquierda.
2. ((xy)z)y = z(y(zy)) identidad de Moufang a la derecha.
3. (zy)(zz) = (x(yz))z identidad de Moufang media.

Un ejemplo candnico de bucle de Moufang son los elementos invertibles del alge-
bra de los octoniones, conocido como el bucle de Cayley, formado por el conjunto
{1, +i,+7, +k, +e, £ f, g, +h}. De hecho, si consideramos la tabla de multiplicacion
de los generadores del dlgebra de los octoniones dada anteriormente, podemos ver que
este conjunto con la multiplicacién dada forma un bucle, y como el algebra de los oc-
toniones es alternante, dado que sus elementos satisfacen las identidades de Moufang,
entonces este bucle es de Moufang.

Un ejemplo de anillo alternante es el algebra de Zorn definida a continuacion.

Sea R un anillo conmutativo y asociativo con unidad; denotamos por R? el espacio
vectorial de las triplas ordenadas sobre R. El algebra de Zorn sobre R, denotada por
3(R), consiste en el conjunto de matrices 2x2 de la forma

a
{y b } a,beR, xz,y€ R3
dotado de las operaciones suma y multiplicaciéon, donde la suma de matrices 2x2 es
componente a componente y la multiplicacion se da mediante la igualdad

a; I1 az Tz | _ ai1a2 + 1-Yy2 a1T2 + baxy — Y1 XYo
y1 b1 Y2 bo agy1 + b1y2 + 21 xXT2 b1ba + y1-22 ’

donde - y x denotan el producto escalar y el producto vectorial en R3.

Si R es un campo, el algebra de Zorn es precisamente la representacién matricial del
algebra de Cayley-Dickson asociada a R.

La funcion determinante det : 3(R) — R definida por det { Z i } =ab—x -y es

a T

multiplicativa. Asi, un elemento A = [ b

], a,b € R, x,y € R? de 3(R) es invertible

b —x
. . * -1 _ _1
si y solamente si, det(4) € R*, y por tanto A™! = =~ { Y a } )
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22 C.R. GIRALDO VERGARA

El algebra de Zorn es alternante, luego el conjunto de elementos invertibles forma un
bucle de Moufang. Con estos bucles fue desarrollada en [4] una teoria equivalente a la
teoria de grupos de congruencias.

A este bucle lo llamamos general lineal, y lo denotamos por GLL(2, R), es decir,
GLL(2,R) = {A € 3(R)| det(A) € R*}.

Haciendo analogia con el grupo general lineal GL(2, R), definimos el bucle especial lineal
denotado por I' 6 SLL(2, R) como

I = SLL(2,R) = {A € GLL(2, R)| det A =1}.

Se define el subbucle de congruencia principal de ' de nivel n, el cual denotamos por
I'(n), como el conjunto de todas las matrices A de II' tales que A = I (méd n), donde
la congruencia es componente a componente. Se dice que II' tiene la propiedad débil
de Lagrange relativa a £, si existe un subbucle H de indice finito en £ tal que £ y H
satisfacen una de las siguientes condiciones equivalentes:

» HeNHy # &, z,y € L siy solamente si Hx = Hy,

» H(hz) = Hx para todox € Ly h € H.

En [5] se mostr6 que si R es un dominio de Dedekind de ntumeros algebraicos que con-
tiene una unidad de orden infinita, todo subbucle de indice finito £, tal que II" tiene la
propiedad débil de Lagrange relativa a £, contiene un subbucle principal de congruencia.
Una pregunta natural que surge de este resultado es si todo subbucle de indice finito con-
tiene un subbucle normal de indice finito. Si la respuesta a esta pregunta es verdadera,
tendremos entonces que todo subbucle de indice finito es un subbucle de congruencia.
Para R = Z fue probado que existen subbucles de indice finito que no son de congruencia.
Por otro lado, en [2] y [9] fue probado que todo bucle de Moufang finito tiene la propiedad
de Lagrange, es decir, que si ‘H es un subbucle de un bucle £, entonces el orden de H
divide el orden de £. Asi, en el resultado mostrado en [5] la condiciéon impuesta sobre I
de tener la propiedad débil de Lagrange es trivial si £ contiene un subbucle normal de
I" de indice finito.

SLL(2, R) es més que un simple ejemplo de bucle de Moufang. En [11] Liebeck mostro6
SLL(2, F)

— 7 donde F' es un

que todo bucle de Moufang finito y simple es de la forma

campo finito.

I'(n) es un bucle finitamente generado y es un ejemplo de bucles RA, es decir, bucles cuyo
anillo de bucle sobre un anillo R conmutativo, asociativo con unitario y de caracteristica
diferente de 2, es alternante pero no asociativo.

Una exposicion mas detallada sobre subbucles de congruencias puede ser revisada en [4],
y de la teoria de bucles de Moufang y anillos alternantes en [8] y [14].

Observemos que una vez que todo anillo alternante cumple las identidades de Moufang y
L C RL, entonces todo bucle RA es un bucle de Moufang. En 1995 Jespers, Leal y Milies
clasificaron en [10] los bucles RA indescomponibles finitos, mostrando asi que existen 7
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familias distintas de bucles de este tipo, y Garabini mostro6 en [3] que existen 16 familias
no isomorfas de bucles RA indescomponibles finitamente generados.

Otro topico tratado actualmente es el estudio de la estructura del conjunto formado
por las unidades de anillos de bucles sobre los enteros Z. Milies y Goodaire mostraron
resultados al respecto de este bucle de unidades en [6]. En este mismo articulo ellos
mostraron que el problema del isomorfismo tiene respuesta positiva para anillos de bucles
RA de torsion (un bucle es de torsion si todo elemento tiene orden finito) sobre Z; ellos
probaron que si Ly y Lo son bucles RA con Ly de torsion y ZLy ~ ZLs, entonces Ly ~ Ls.

Podemos afirmar que los resultados planteados en este trabajo surgieron de una pregun-
ta natural: ;Qué resultados de la teoria de grupos y de la teorfa de anillos de grupos se
pueden “extender” cuando consideramos estructuras no necesariamente asociativas? Vi-
mos por ejemplo el Teorema de Maschke en un contexto no asociativo; tenemos también
que el teorema de Higman: si G es un grupo de torsion, entonces las unidades de ZG son
triviales si y solamente si G es un grupo abeliano de exponente 1,2,3,4, 6 6, o un 2-grupo
hamiltoniano, puede ser generalizado para bucles de torsion L. Podemos entonces seguir
preguntandonos qué otros resultados (Teorema de Cayley, Teorema de Sylow, etc.) son
validos en la teoria de bucles.

Es importante resaltar que la teoria de anillos de bucles no es solo una generalizacion de
los anillos de grupos, sino una teoria en si misma, con origen y en constante movimiento,
que en los ultimos 30 afos ha intrigado a mateméticos en diversas éreas.
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