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El problema de Steklov sobre el cono

OSCAR ANDRES MONTANO CARRENO*
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Resumen. Sea (M™,g) un cono de altura 0 < z,41 < 1en R™*1 dotado con
una métrica rotacionalmente invariante 2ds? + f?(s)dw?, donde dw? repre-
senta la métrica estandar sobre S™7!, la esfera unitaria (n — 1)-dimensional.
Supongamos que Ric(g) > 0. En este articulo demostramos que si h > 0 es
la curvatura media sobre M y vy es el primer valor propio del problema de
Steklov, entonces vy > h.
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The Steklov problem on the cone

Abstract. Let (M™, g) be a cone of height 0 < 2,11 < 1 in R™*1 endowed
with a rotationally invariant metric 2ds? + f2(s)dw?, where dw? represents
the standard metric on "1, the (n — 1)-dimensional unit sphere. Assume
Ric(g) > 0. In this paper we prove that if A > 0 is the mean curvature on
OM and v, is the first eigenvalue of the Steklov problem, then vy > h.
Keywords: Steklov problem, cone, mean curvature.

1. Introduccién

Sea (M™, g) una variedad riemanniana compacta n-dimensional con borde M y lapla-
ciano A,. Dada una funcion u € C*°(0M), sea @ la extension armonica de u:

Agi =0 en M,
14 = u sobre OM.

Sea 7 la conormal unitaria exterior a lo largo de dM. La funcion Dirichlet-a-Neumann
es la funcion
L:C*®0M)— C*(0M)
dada por
o

Lu= =
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L es un operador autoadjunto no negativo con espectro discreto vy < v; < e < wvg < ...
tendiendo a infinito. Los valores propios para este problema fueron discutidos en 1902
por Steklov [11], y son a menudo llamados valores propios de Steklov. Puesto que las
funciones constantes estan en el nucleo de L, el menor valor propio de L es vy = 0. El
primer valor propio no cero v; de L es conocido como el primer valor propio de Steklov

y esta caracterizado variacionalmente por

Vol?d
A\ (1)
eeC [ pido

donde C = {¢ € C°(M) : [,,, ¢do = 0}. Para la bola unitaria B" C R", los valores
propios de la funcién Dirichlet-a-Neumann son v, = k, £ = 0,1,2,..., y las funciones
propias estan dadas por el espacio de polinomios armoénicos homogéneos de grado k
restringidos a la esfera 9B™. En 1954 Weinstock [12] demostr6é que para un dominio
plano simplemente conexo M la cantidad vy - P(OM), donde P(OM) es el perimetro del
dominio, es maximizada tnicamente por un disco. En 1970 Payne [10] demostro, también
para un dominio plano y simplemente conexo M, que si kg > 0 es una cota inferior para la
curvatura k del borde 9M, entonces v; > kg. Posteriormente, en el afio 1997, Escobar [4]
generalizo el resultado de Payne a variedades 2-dimensionales con curvatura de Gauss no
negativa, reemplazando k por la curvatura geodésica k, sobre el borde. En dimensiones
altas para variedades con curvatura Ricci no negativa, en el mismo articulo Escobar
demuestra que v; > %, donde ky > 0, y la segunda forma fundamental sobre el borde
OM satisface que m > koI. El mismo Escobar [5] conjetura lo siguiente:

Conjetura 1.1. Sea (M™, g) una variedad riemanniana compacta con borde y dimension
n > 3. Supongamos que Ric(g) > 0, y que la segunda forma fundamental 7 satisface
7w > kol sobre OM, kg > 0. Entonces

1% Z ko.
La igualdad se tiene solamente para la bola euclidiana de radio kg 1

Una forma préctica de enunciar el problema de Steklov es la siguiente: Encontrar una
solucién de la ecuacion
Agp =0 en M,

2
% = vy sobre OM, @)
on

donde (M™, g) es una variedad riemanniana compacta con borde M y v es un nimero
real.

El problema tiene origenes fisicos. La funcién ¢ representa un estado estacionario de la
temperatura sobre M, donde el flujo sobre el borde es proporcional a la temperatura. El
problema de Steklov fue estudiado por Calderén [1] en conductividad y anélisis armonico.

En [8], cuando g es una métrica rotacionalmente invariante y M es una bola n-
dimensional, nosotros demostramos la Conjetura 1.1. En este articulo demostramos la
Conjetura 1.1 cuando M es el cono n-dimensional, dado por

M={zeR" |2} + - +a22 —20,,=0, 0< 41 <1},
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y ¢ es una métrica rotacionalmente invariante de la forma

2ds* + f2(s)dw?.

2. Preliminares

Sea M el cono n-dimensional en R™+! dado por
M={zeR" [af+ -+ —ap,, =0, 0<zy41 <1}, (3)

con borde
OM ={z e M|z, =1}. (4)

Sea S™! la esfera unitaria encajada en R"*! y parametrizada por

Y(w) =Y (wi, ..., wn—1)

= (Sen Wy, —1 SEN Wy —2 * - * SENL W], ..., SEN Wy, —1 COS Wy—2, COS Wp—1, 0).
Sea X la parametrizacion usual del cono dada por
X(s,w) =s(Y(w)+ent1), 0<s<1, (5)

donde
€n+1 = (07 -0, 1) € Rn+l'

Los campos coordenados son
Xo = XS = Y(’LU) + €n+1, (6)

X;

= = S/;,.:l,"'7 — 1.
8wi S 1 n

Definiciéon 2.1. Diremos que g es una métrica rotacionalmente invariante sobre M si
tiene la forma

2ds® + f2(s)dw?,
donde dw? representa la métrica usual sobre S"~! y f es una funciéon suave con f(0) = 0,
f'0)=1y f(s) >0para0<s<1.

Observacion 2.2. Cuando f(s) = s obtenemos la métrica usual sobre M inducida por la
métrica euclidiana de R 1.

Si g es la métrica usual de S"~1 C R™ ™1 es facil verificar las siguientes relaciones:

gss = 9(Xs, Xs) = 2; (7)
gis = 9(Xi;, X5) =0, i=1,--- ,;n—1; (8)
9 = 9(Xi, X;) = 9(sYi, sY)) = f2(s)g(Y, Y;)
= f2(8)gij» =1, ,n—1; (9)
In—1 n-1 = 9(Xn-1, Xn-1) = f(s). (10)
El determinante de g, |g|, viene dado por
gl =2(f%)""" gl (11)
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2.1. Gradiente
Si ¢ : M — R es una funcion de la forma (s, w) = ¥(s)p(w), entonces,
n—1 y
Vels,w) = Y g9Xi(@0)X
520

_ 1(9()0 S+Z z]X
=1

n—1

1/
= SVeX.+ Z awz (12)

2.2. Laplaciano

Si ¢ : M — R es una funcion de la forma ¢(s, w) = 9 (s)p(w), entonces

Agp(s,w) \/1—58{ \/ﬁ } Zawz{ gjj-}

z_] 1
1% (n—l)f’ago 1
T 2982 + 2 f Os f2A
%  (n—1)f 0¥ Y
{5@“1‘ 5 ?E}¢+f2A¢, (13)

donde A es el Laplaciano sobre S”~ 1.

2.3. Derivada normal sobre el borde

Xs
Vel €S un

Sea ¢ : M — R una funcién de la forma (s, w) = ¢(s)p(w). Puesto que n =
campo normal unitario exterior a M, entonces

dp 1 190¢p 1 Oy¢
an =g(Vep,n) = Noid (2 (%XS,X)

2.4. Conexién y curvatura media

Sea D la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica g. Para los campos coordenados
D satisface la ecuacion

1 1 1
9(Dx; X, Xi) = 5X;39(Xi, Xi) + 5 Xig (X, X) — 5 Xg(Xi, Xj). (15)
La ecuacion anterior implica que

g(DXiX57X5) =0
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1 1 1
9(Dx, X, Xj) = §Xs9(Xqu) + §Xi9(stXj) - §ng(Xi,Xs)

= 2% { av, 0]}
= f1'9(Yi, Y)o!,

y por lo tanto

/
Dx, X, = f7X

En consecuencia, siendo 7 la segunda forma fundamental, se tiene:
Xs
V2
1 1 f
= —9(Dx, X5, Xi) = —g(FXi, Xy
7 ( ) 7 ( 7 )
1 f
\/5( f) ( )

Asi que la curvatura media h sobre M estéa dada por

T‘-(XiaXi) :g(DXiani) :g(DXi( )7X1)

1 _
= Y (X X0 g (Dxn X) = —
=1

[\
~
—

=
N

3. Resultados basicos

o 1 f/(1)

125

(16)

(17)

Proposicion 3.1. El primer valor propio para el operador Laplaciano (Ag) sobre OM es

n—1

N(M) = T

Observacion 3.2. Cuando la métrica es la inducida por la métrica euclidiana, el primer

valor propio es \;y = n — 1.
Demostracion.

-2
A= min —faM ’Vg¢’g s
! Jors 9dog=0  [5,, $*doy

faM Wfl(bf doy

= min
Jons 0dog=0 f2(1)  [5,, #*doy

(
e L oVl £ (o
Jong 0, =0 F2(1) [y @ f1(1)dor
1
(

-2
_ min f8M|V§¢} da?
Jors #dog=0[2(1)  [5, #*dog

n—1

2y
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El siguiente resultado sobre el cono es analogo al obtenido por Escobar en [6] para la
bola n-dimensional.

Proposicion 3.3. La primera funcion propia no constante para el problema de Steklov
sobre M tiene la forma

@(va) = ¢(8)€(w)= (18)

donde e(w) satisface la ecuacion Ae + (n — 1)e = 0 sobre S"~* y la funcion 1 satisface
la ecuacion diferencial

1 " (n B 1) f/ 1 1/) _
51/) —I—T?U) —(n—l)ﬁ =0 en (0,1), (19)
Y1) = V2i(1), $(0) =0. (20)

Demostracion. La ecuacion (19) se obtiene facilmente de la ecuacion (13) y de la Proposi-
cién 3.1. La condicion 9'(1) = v/2v11)(1) se obtiene de la ecuacion (14). El resto de la
prueba es andloga a la del Lema 3 en [6]. v

(1)
o

Proposicién 3.4. Si Ric(g) >0 y h > 0, entonces 1 >

Demostracion. Xia en [14] demostré que A\; > (n — 1)h2. De la Proposiciéon 3.1 y la
ecuacion (17) se obtiene

"_1>(n—1)(f/)2 1

1 LU

> (n — 1)h?
A1_(77' ) ) 2f27 92

4. Teorema principal

Teorema 4.1. Supongamos que M tiene curvatura de Ricci mo negativa y curvatura
media h > 0 sobre OM. Entonces el primer valor propio no cero del problema de Steklov
v1 satisface vy > h.

Demostracion. Las funciones coordenadas son funciones propias del Laplaciano sobre
S7~1. De la ecuacion (18) se sigue que en particular ¢(s,w) = ¥(s)cosw,_1 es una
funcion propia asociada al primer valor propio del problema de Steklov v;. Consideremos
la funcion F = 3 [V|?. Puesto que ¢ es una funcién armoénica y Ric(Vip, Vi) > 0, la
formula de Weizenbock [7],

AF = [Hess(0)|” + 9(Vo, V(Ap)) + Ric(Vip, Vep),
implica que AF > 0, y por tanto F' es una funciéon subarmoénica. Como consecuencia,

el maximo de F es alcanzado en algin punto P(1,0) € dM. El principio del maximo
implica que %—f(l, 0) > 0 6 F es constante. Puesto que

2 2 2
ron =1 {3 (5) o () a0 oot (3) s
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vy F no es una funcién constante, entonces

OF 1 AT
—(1,0) = =¢'¢" cos® 1 + = | = > 0n—1 > 0. 21
8S(,) wa cos 1—|—f(f)sen 1> (21)
oF
Evaluando 8—(5, w) en el punto P encontramos que
Wn—1
OF VAR 3
Jo . (1,0) = <(?) - 5(1& )* | senf,,_1 cosb,_1 = 0. (22)

La ecuacion (22) implica que
¢<1>>2 ) ,
L (22) —Lr(1)2=0,6
(45) - sy
2. senb,_1 =0y cos’b,_1=1,6
3. sen?0,,_1 =1y cosb,_1 =0.

Observacion 4.2. (1) = 0 implica ¢ = 0 sobre OM, y entonces ¢ seria constante sobre
M, lo cual es una contradiccion. Asi que ¥(1) # 0.

A continuacion analizamos caso por caso.

Primer caso. Si )
(43) - 3wwr=o

entonces de las ecuaciones (17) y (20) y de la Proposicion 3.4 se tiene

o= (2~ ) 4 () o

Segundo caso. Sisenf,_1 =0 y cos?#,_; = 1, entonces

1(1
F(laela "'7971—27971—1) - F (17917 "'7911—27 g) = 5 {5(2/]/)2 - (£)2} 2 0

, 2_1<¢’(1)>2 <;)2 1<f’<1>>2_ 12
=2 \vw) =) 22 ) =0
Tercer caso. Si sen?6,_; = 1 y cosf,_1 = 0, puesto que a—F(P) > 0, se tiene

, ds
f <f) > 0, y por lo tanto

I\f
<%> <f”1\/§f+f’¢> _ (%)2 Va1 —h) > 0.

En cualquier caso concluimos que

Vlzh. v
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