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Efecto de la curvatura espacial del universo en

el espectro angular de las anisotropías en la

temperatura de la radiación cósmica de fondo

Gabriel A. Mariño∗ & Yeinzon Rodríguez∗∗

Resumen. El paradigma inflacionario resuelve los tres problemas clásicos
de la cosmología estándar: el problema de planitud, el problema de hori-
zonte y el problema de las reliquias no deseadas. En particular, el problema
de planitud se resuelve al explicar cómo la contribución relativa de la cur-
vatura espacial del Universo K

a2H2 a la densidad total de energía decrece
exponencialmente durante la inflación. Además, el escenario inflacionario
nos ofrece un mecanismo eficiente para generar pequeñas perturbaciones
en la curvatura espacial que explicarían las anisotropías en la temperatura
de la radiación cósmica de fondo (RCF) observadas hoy en día. Los tradi-
cionales modelos inflacionarios que desprecian la contribución relativa K

a2H2

reproducen las recientes observaciones del satélite WMAP sobre el espectro
angular Cl de las anisotropías en la temperatura de la RCF, pero fallan
en los multipolos más pequeños, en donde las observaciones presentan una
inesperada caída. Este extraño comportamiento nos conduce a proponer un
análisis del espectro angular Cl a grandes escalas (pequeños multipolos)
teniendo en cuenta la contribución relativa K

a2H2 , y ofrecer un mejor ajuste
a los datos experimentales, evidenciando así la topología característica del
Universo observado.

Abstract. The inflationary paradigm solves the three classic problems of
the standard cosmology: the flatness problem, the horizon problem, and
the unwanted relics problem. In particular the flatness problem is solved by
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SDSS [4] determinaron el valor del parámetro de densidad del Universo actual como
(Ω − 1) = 0,003 ± 0,010. Físicamente esto se debe al reducido horizonte de partículas
heredado de la inflación, el cual dificulta la apreciación de la curvatura espacial aún
hoy en día, cuando el tamaño de dicho horizonte es mucho más grande que al finalizar la

inflación (por lo tanto deberíamos esperar valores aún más pequeños para
K

a2H2
en épocas

tempranas siguiendo la evolución estándar). Este resultado observacional ha motivado
que muchos modelos tradicionales inflacionarios desprecien el parámetro de la curvatura
espacial del Universo K, razón motivada además por el buen ajuste teórico-observacional
en el espectro angular de las anisotropías en la temperatura de la RCF a pequeñas escalas
que ofrecen los tradicionales modelos con curvatura nula.

2. Efecto de la curvatura espacial en el espectro angular de las
anisotropías en la temperatura de la RCF

Como se pretende demostrar, las observaciones a grandes escalas del contenido del Uni-
verso son las que presentan una mayor desviación de la curvatura espacial (nos intere-
saremos especialmente en las escalas cosmológicas más grandes, en donde se encuentran
los objetos más lejanos observables), y tendrán algún efecto en el espectro angular de las
anisotropías en la temperatura de la RCF, distinto al predicho por el modelo de Universo
plano [5, 6].

El modelo más completo que explica las anisotropías en la temperatura de la RCF es
el de un Universo Friedmann-Robertson-Walker a grandes escalas con perturbaciones
en la densidad de energía, y la curvatura espacial a escalas más pequeñas (pequeñas
inhomogeneidades). Las perturbaciones en la densidad de energía y la curvatura espacial

están relacionadas con las anisotropías en la temperatura de la RCF
δT

T
por el efecto de

corrimiento al rojo gravitacional descrito por Sachs-Wolfe [7], y su espectro angular Cl

está definido mediante el correlador de dos puntos (dado la alta gaussianidad del mapa
de la RCF) entre dos temperaturas medidas en direcciones diferentes del espacio n̂1 y n̂2:

�
δT (n̂1)

T

δT (n̂2)

T

�

=
�

l

2l + 1

4π
Pl(n̂1 · n̂2)Cl , (3)

en donde Pl denota los polinomios de Legendre.

El método más simple para modelar las inhomogeneidades en la densidad de energía
ρ (y la curvatura espacial) supone que estas fueron impresas en el Universo temprano
debido a las perturbaciones cuánticas asociadas a algún campo escalar ψ que describe
dicha densidad de energía. De las ecuaciones de Einstein se obtiene una secuencia de
perturbaciones de la forma δψ → δρ → δgµν → δψ, en donde el tensor métrico perturbado
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explaining how the relative contribution of the spatial curvature of the Uni-
verse K

a2H2 to the total energy density decreases exponentially during infla-
tion. In addition, the inflationary scenario offers us an efficient mechanism
to generate small perturbations in the spatial curvature that would explain
the anisotropies in the temperature of the cosmic microwave background
radiation (CMB) observed nowadays. The traditional inflationary models
that neglect the relative contribution K

a2H2 reproduce the recent WMAP
observations on the angular spectrum Cl of the anisotropies in the tempe-
rature of the CMB, but fail in the lowest multipoles where the observations
show an unexpected suppression. Such a strange behaviour leads us to pro-
pose an analysis of the angular spectrum Cl at large scales (low multipoles)
by taking into account the relative contribution K

a2H2 , and offer a better
adjustment to the observed data, revealing in this way the characteristic
topology of our observable Universe.

1. Introducción

La métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) describe muy bien las propiedades
de nuestro Universo observable, tales como la homogeneidad e isotropía a grandes escalas
y la expansión de Hubble [1, 2]:

ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − a2(t)

1 + Kr2

4

�

dr2 + r2dθ2 + r2 sen2 θdφ2
�

, (1)

en donde a(t) es el factor de expansión y el parámetro K describe la curvatura espacial
de nuestro Universo: un Universo esférico (cerrado) si K > 0, un Universo hiperbólico
(abierto) si K < 0, o un Universo euclidiano (plano) si K = 0.

La ecuación de Friedman [1, 2] relaciona el parámetro de curvatura K de la métrica FRW
con el parámetro de densidad de energía del Universo Ω = ρ

ρcritico
, de la forma:

Ω − 1 =
K

a2H2
, (2)

siendo H = ȧ/a el parámetro de Hubble. Esta ecuación nos dice que si el Universo es
plano, i.e. K = 0, su densidad de energía será igual a la densidad crítica ρ = ρcritico para
cualquier tiempo cósmico t. Si por el contrarioK �= 0, el parámetro de densidad de energía
de nuestro Universo evolucionará con el tiempo al igual que la contribución relativa de

la curvatura
K

a2H2
. En general el valor de esta contribución está dado por el horizonte

de partículas comóvil, el cual proporciona el campo visual para las observaciones a gran
escala del Universo y depende de la expansión del mismo.

En el escenario inflacionario el Universo temprano experimentó una expansión acelera-
da, la cual provocó que el factor de expansión a creciera exponencialmente, mientras
H era constante. Esto predice unos valores muy pequeños para la contribución relativa
de la curvatura espacial K

a2H2 . En efecto, los datos recientes del WMAP [3] y la sonda
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de superhorizonte1. Para el caso de un universo cerrado se obtiene la expresión [6]

Pζ(β) =
H4

∗

2πψ̇
�

1 − |K|
β2

�2 ,
β√
K

= 3, 4, 5 . . . , (8)

mientras que para el caso de un universo abierto se obtiene la relación análoga:

Pζ(β) =
H4

∗

2πψ̇
�

1 − |K|
β2

�2 �

1 + |K|
β2

� ,
β

�

|K|
> 1 . (9)

Figura 1. Espectro angular de las anisotropías de la RCF. Mayores valores del momento mul-
tipolar l corresponden a escalas más pequeñas del Universo (Cortesía del equipo WMAP de la
NASA [11]). La línea continua corresponde al mejor ajuste teórico suponiendo K = 0.

Como se puede observar en la figura 1, el mejor ajuste teórico (línea continua) corres-
pondiente al tradicional modelo inflacionario de materia oscura fría con K = 0, y no
demuestra la extraña supresión a grandes escalas (pequeños multipolos) reportada por
los datos del WMAP. Mediante las expresiones (7), (8), y (9) se puede demostrar que
para el caso del universo cerrado la gráfica para pequeños multipolos presenta una caída

1Con η⋆ se denota el tiempo conformal para el cual las escalas cosmológicas relevantes salen del
horizonte.
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gµν se define mediante las expresión [2, 8]:

gµν(�x, t) =

�

1 + 2A 0

0 − a2

1+Kr2/4 (1 − 2A)δij

�

. (4)

Una perturbación adicional de interés es la del campo escalar δψ, la cual se puede calcular
a partir de la ecuación de Klein-Gordon generalizada [2, 8]:

1√−g ∂µ(
√
−g gµν∂νψ) = −V ′(ψ) , (5)

donde V ′(ψ) denota la derivada del potencial escalar V con respecto a ψ.

Finalmente, es conveniente calcular la perturbación en la curvatura espacial comóvil de
indicador invariante [9], definida como:

ζ = −A−H

�
δψ

ψ̇

�

, (6)

la cual mide la curvatura espacial intrínseca sobre la hipersuperficie de la última disper-
sión (la superficie espacial desde la cual recibimos la radiación cósmica de fondo generada
en un tiempo conformal ηUD) y está relacionada con las anisotropías en la temperatura
de la RCF medidas por un observador en (�x0, η0) mediante la relación de Sachs-Wolfe
[7]:

�
δT (n̂, �x0, η0)

T

�

�k

=
1

5
ζ�k(�xUD , ηUD) =

�

lm

�

β

ζβ(ηUD)Φl
β(|�xUD |)Ylm(n̂) .

En esta expresión se ha hecho una separación de variables en coordenadas esféricas de
la perturbación ζ teniendo en cuenta la contribución de todos los modos, siendo las
funciones angulares Ylm los armónicos esféricos, y las funciones radiales Φl

β las funciones
hiperesféricas de Bessel. Los números de onda canónicos se definen como β =

√
k2 + K

para un universo cerrado, y β =
�

k2 − |K| para un universo abierto.

Un escenario sencillo en el cual se puede calcular el espectro angular dado por la relación
(3) es el escenario del curvatón [10], en el cual se desprecian las perturbaciones en la
curvatura durante inflación (A = 0). En dicho escenario el espectro angular Cl se relaciona
con el espectro de potencias Pζ de la forma

Cl = 4π

�
dβ

25β
|Pζ(β)|2|Φl

β(η0 − ηLS)|2 , (7)

donde

Pζ(β) =
β3

2π2

��
H

ψ̇

�2

|δψβ(η)|2
�

η=η⋆

,

en donde se ha tenido en cuenta el hecho de que ζ es un invariante temporal para escalas
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Oscilaciones acústicas y el espectro de

potencias

L. Castañeda∗ & D. Cáceres∗∗

Resumen. En el paradigma actual de la cosmología, el modelo que goza
de mayor aceptación, dadas las pruebas observacionales, es conocido co-
mo ΛCDM (Cosmic Microwave Background). Este modelo está dominado
principalmente por dos constituyentes acerca de los cuales la física sabe
muy poco: la energía oscura, con un 70%, es la principal componente y
la causante de la expansión acelerada del Universo, mientras que la mate-
ria oscura, con un 25% aproximadamente, es la componente principal de
las estructuras auto-gravitantes. En mucho menos proporción se tiene la
componente bariónica, la principal constituyente de las estrellas y por ende
de la parte luminosa de las galaxias. Otras especies con menor proporción
son las constituyentes relativistas, entre las cuales se tienen los neutrinos
y fotones. Después del periodo de expansión acelerada del universo, de-
nominado periodo inflacionario, debido a las altas temperaturas el plasma
primordial constituído de especies relativistas fue el componente dominante
en el Universo. En ese plasma la materia bariónica se encuentra ionizada
y se acopla a la radiación via dispersión de Compton. Tal plasma caliente
desarrolla inestabilidades mediante la manifiestas en ondas de sonido y ra-
refacciones. Estas perturbaciones son soportadas hasta cuando el Universo
en su expansión se ha enfriado lo suficiente para formar materia neutra.
Después de esta recombinación, la radiación se desacopla formando el mar
de fotones de CMB. Junto con perturbaciones métricas que aparecen por
inflación en el potencial de la materia oscura, las oscilaciones del plasma
quedaron impresas tanto en la temperatura de CMB como en el espectro
de potencias de materia. Aquí se muestra cómo el lensamiento débil puede
ser usado para estudiar estas oscilaciones.

0Palabras y frases claves: cosmología, oscilaciones acústicas, espectro de potencias, lensamiento débil,
ecuación de Boltzmann.
Key words: cosmology, acoustic oscillations, power-spectrum, weak lensing, Boltzmann equation.
PACS: 95.30.Sf, 95.36.+x, 98.62.Py.
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con respecto al mejor ajuste teórico, mientras para el caso de un universo abierto la grá-
fica presenta un ascenso [6]. De allí que los datos experimentales indicarían que nuestro
Universo observable es cerrado [5], y que la curvatura relativa al comienzo de inflación
K

a2iH
2
i

es muy pequeña, de manera que el nuevo mejor ajuste teórico se encuentra dentro

del umbral permitido por la variancia cósmica (zona sombreada).
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