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Perturbaciones de carga en objetos compactos

J. Manjarrés∗, L. A. Núñez∗ & U. Percoco∗∗

Resumen. Se estudia el efecto de las perturbaciones de carga en la estabilidad
de objetos compactos, anisótropos relativistas. Se muestra que, al menos
para las ecuaciones de estado consideradas, esa estabilidad es muy sensible
a fluctuaciones de la carga.

Abstract. The effect of perturbations of charge on the stability of compact
objects is studied. It is shown that, at least for the equations of state
considered, the stability of charged matter configurations is very sensible
to these fluctuations.

1. Introducción

En 1971 Bekenstein [1] generaliza la ecuación de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

para el caso hidroelectrostático, y con ella surge la necesidad de entender el papel que

juega la carga en el colapso gravitacional. A pesar del consenso que existe respecto

a la neutralidad de carga de los objetos astrofísicos [2], recientemente se ha renovado

el interés por el colapso gravitacional de objetos cargados [3] justificando la existencia

objetos compactos cargados a través de ingeniosos mecanismos teóricos [4].

L. Herrera en 1992 introdujo el concepto de fractura (o vuelco “overturning”) para des-

cribir el comportamiento de distribuciones materiales cuando se apartan del equilibrio.

Encontraron que solo perturbaciones conjuntas de densidad y anisotropía local (diferencia
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donde P a es el momentum conjugado. Por lo tanto se tiene que

J = −1

2
c2ts−

λb2r3e2λtrs
4

+

�
λ

2
− c1

�

r2 cos(θ) sen3α(θ)θs+(c1φ + c2) r2 sen2 θφs, (15)

la cual es conservada respecto al parámetro afín. Esta cantidad es la primera integral de

la ecuación de la geodésica.

4. Conclusiones

En este trabajo se ha obtenido un elemento de línea cuasiesférico que admite vectores

de Killing de la familia 1 propuesta por J. Flores et al. [1]. Se encontraron las canti-

dades conservadas asociadas a estos vectores de Killing, y por tanto una primera integral

de las ecuaciones de las geodésicas que describen una partícula libre inmersa en este

tipo espacio-tiempo. Una posible integración de las godésicas con base en esta cantidad

conservada está en desarrollo.

Estos resultados son consecuencia de imponer que espacios de simetría axial (Warped B)

y cuasiesféricos admitan vectores de Killing de variables separadas. En futuros trabajos se

estudiaran las consecuencias que generan sobre estos tipos de espacio-tiempos isometrías

de la familia 2, homotecias, afines y colineaciones de Ricci.
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3. Equilibrio hidroelectrostático

Para derivar la ecuación de equilibrio hidroelectrostático consideremos el elemento de

línea

ds2 =

�

1 − 2m

r
+
Q2

r2

�

dt2 −
�

1 − 2m

r
+
Q2

r2

�−1

dr2 − r2
�
dθ2 + sen2 θdϕ2

�
, (5)

y el tensor de energía-impulso de la forma

T νµ = (ρ + Pt)u
µuν − Ptg

µν + (Pr − Pt) s
µsν +

1

4
π

�

FµαF ν
α − 1

4
gµνFαβFαβ

�

, (6)

donde

sµ =
�

0, e−λ/2, 0, 0
�

, uµ = (1, 0, 0, 0) , F[αβ,γ] = 0 y
�

(−g)
1
2 Fµν

�

;ν = 0. (7)

Tal y como se puede apreciar en (6), el tensor de energía impulso está compuesto por la

superposición de un fluido anisótropo (descrito mediante la presión radial Pr, la presión

tangencial Pt, y la densidad de energía ρ) y la contribución del campo eléctrico generado

por la distribución de cargaQ(t, r). Adicionalmente, Fµν es el tensor de Maxwell asociado

al campo eléctrico. Es inmediato que T µ
1;µ = 0 implica que

−P ′ = −QQ′

4πr4
+ (ρ + P )

�

4πrP − m

r2
+
Q2

r3

��

1 − 2m

r
+
Q2

r2

�−1

− 2
(Pr − Pt)

r
, (8)

donde la prima, ′, indica la derivada ordinaria con respecto a r. La ecuación (8) generaliza

la TOV anisótropa para fluidos anisótropos cargados [1] y puede ser escrita en término

de variables adimensionales como

R = aR =
∂P̃r
∂η

− 8Λ2ξ̃

πτη4
+

�

ζρ̃ + P̃r

��

4πητP̃r + m̃Λ
η2 − χ̃Λ2

η3

�

�

1 − 2Λm̃
η + Λ2χ̃

η2

� − 2∆̃

η
, (9)

donde

Pr = PcP̃r, q = Mq̃, ρ = ρcρ̃, m = Mm̃, r = aη, ∆ = Pc∆̃, χ = q2,

ξ =
1

2

dχ

dr
, τ = a2Pc, ζ = ρc/Pc, y Λ = M/a.

4. Fracturas y perturbaciones de carga

Para iniciar el estudio de objetos cargados induciremos perturbaciones de carga y densi-

dad. Esto es

ξ̃ + δξ̃ implica χ̃
�

ξ̃ + δξ̃, η
�

= 2

� η

0

�

ξ̃ + δξ̃
�

dη̄ ≈ 2χ̃
�

ξ̃, η
�

+ 2ηδξ̃, (10)
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de presiones radiales y tangenciales) logran desestabilizar el sistema [5, 6, 7, 8]. Las

perturbaciones son independientes, pero existía dificultad para establecer sus magnitudes

(absolutas y relativas) por lo cual podrían, eventualmente, estar describiendo situaciones

de fractura físicamente inviables. [5, 7, 8, 9]. Por ello, recientemente se retoma el problema

de las fracturas a través de otro tipo de perturbaciones interpretadas en términos de la

diferencia de velocidades del sonido tangenciales y radiales, δ∆/δρ ∼ v2s⊥ − v2sr [10].

En este trabajo mostramos resultados preliminares con los cuales se ilustra que las per-

turbaciones de carga son un factor influyente en la aparición de fracturas.

2. Fracturas (Cracking)

El concepto de fractura se fundamenta en la identificación de un punto dentro de la

distribución material que registra un cambio de signo en la fuerza radial total, asociada

con las aceleraciones relativas entre dos elementos de fluido contiguos. Consideremos la

expresión para las aceleraciones de marea [7],

aα = hαβu
γ
�
uβ;µ h

µ
ν δx

ν
�

;γ
, (1)

o equivalentemente

aα =

�

−Rα
βγµu

βuµ + hαβ

�
duβ

ds

�

;γ

− duα

ds

duγ
ds

�

hγνδx
ν , (2)

donde hαβ representa el proyector sobre el tres-espacio ortogonal a la cuadrivelocidad uα,

mientras que δxν es el cuadrivector que conecta las dos partículas vecinas y duα

ds ≡ uµuα;µ.

El aporte del concepto de fractura es relacionar, en el instante en el cual la configura-

ción se aparta del equilibrio, la cantidad R (relacionada con la ecuación de equilibrio

hidrostático) con el escalar de expansión Θ para una distribución material esférica des-

crita por el elemento de línea de Schwarzchild, ds2 = eλdt2 − eνdr2 − r2(dθ2 + sen θdφ2)

[7, 8]. Esto es,

R =
dPr
dr

+ (ρ + Pr)

�
m + 4πr3Pr
r (r − 2m)

�

− 2

r
(P⊥ − Pr) , (3)

o bien

R = −eλ(ρ + P )

eν/2r2

� a

0

dr̃ eν/2r̃2
dΘ

ds
. (4)

Si una fractura ocurre para un punto 0 ≤ r ≤ a en una configuración, entonces dΘ
ds se anula

en ese punto. Igualmente, la integral de la expansión en (4) muestra una contribución

no-local de la expansión a la fractura.
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Perfil de densidad M/a Pc × 1015 (1/cm2) ρc × 1015 (1/cm2)

Tolman VI 0.214 – –

NL Stewart 1 0.408 0.088 1.74

NL Stewart 2 0.390 1.910 2.14

Gokhroo & Mehra 0.004 0.299 2.09

Cuadro 1. Todos los parámetros han sido tomados para representar un objeto con a = 10 km.

Figura 1. Fuerza radial total inducida al perturbar la carga y densidad de energía. Los cua-
drantes I, II, III y IV corresponden a los modelos Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart
NL 2 y el Tolman VI, respectivamente. En la parte inferior de cada gráfica se indican los signos
de las perturbaciones. Cuando las perturbaciones son de igual signo, hay cambio de signo en la
fuerza total inducida generando fracturas.

5. Resultados y conclusiones

Tal y como se muestra en la Figura 1, es posible encontrar fracturas en las distribuciones

estudiadas cuando las fluctuaciones de carga y densidad tienen el mismo signo, esto es,

δρ̃ > 0 y δχ̃ > 0, ó δρ̃ < 0 y δχ̃ < 0. Las dimensiones de las perturbaciones de carga
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de donde se sigue que

δχ̃ = 2ηδξ̃ (11)

para la carga, y para la densidad

ρ̃ + δρ̃ implica







P̃r(ρ̃ + δρ̃, η) ≈ P̃r(ρ̃, η) + δP̃r ≈ P̃r(ρ̃, η) + ∂P̃r

∂ρ̃ δρ̃ ,

m(ρ̃ + δρ̃, η) = 4π
� η

0 (ρ̃ + δρ̃)η̄2dη̄ ≈ m(ρ̃, η) + 4π
3 η

3δρ̃ ,

(12)

con lo cual, al expandir alrededor de objetos neutros y sin gradientes de carga, i.e. ξ̃0 = 0

y χ̃0 = 0, se obtiene

R ≈ R0 (ρ, Pr,m,∆, r)
� �� �

R0=0

+ δρ̃
∂R

∂ρ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δP̃r
∂R

∂P̃r

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δm̃
∂R

∂m̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+ δξ̃
∂R

∂ξ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+δχ̃
∂R

∂χ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

. (13)

Tomando en cuenta (10) y (12), R̃ puede ser escrita de la forma

R̃ =




1

2η

∂R

∂ξ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂R

∂χ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0



 δχ̃

+




∂R

∂ρ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂Pr
∂ρ̃

∂R

∂P̃r

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
4

3
πr3

∂R

∂m̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0



 δρ̃. (14)

Al efectuar las respectivas derivadas tendremos que

R̃ = −






�

ζρ̃ + P̃
�

Λ2

η3
�

1 − 2Λm̃
η

� +

�

ζρ̃ + P̃
��

4πτηP̃ + Λm̃
η2

�

Λ2

�

1 − 2Λm̃
η

�2

η2
+

1

16

Λ2

τπη5




 δχ̃+




Z
�

4πτηP̃ + Λm̃
η2

�

�

1 − 2Λm̃
η

� +
4πτ2

3

ζρ̃ + P̃
�

1 − 2Λm̃
η

�



η +
2
�

4πτη3P̃ + Λm̃
�

�

1 − 2Λm̃
η

�





+




4πτηP̃ + Λm̃

η2

�

1 − 2Λm̃
η

� +
4πτη

�

ζρ̃ + P̃
�

�

1 − 2Λm̃
η

�





∂P̃
∂r
∂ρ̃
∂r



 δρ̃. (15)

Para mostrar los efectos que las perturbaciones de carga y densidad de energía tienen en

modelos neutros, anisótropos y en equilibrio, evaluaremos (15) con los valores de ρ, Pr y

Pt de los modelos: Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Tolman VI (para

detalles de los modelos pueden consultar [10]) y con los parámetros de la Tabla 1.
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Tomando en cuenta (10) y (12), R̃ puede ser escrita de la forma

R̃ =




1

2η

∂R

∂ξ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂R

∂χ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0



 δχ̃

+




∂R

∂ρ̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
∂Pr
∂ρ̃

∂R

∂P̃r

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0

+
4

3
πr3

∂R

∂m̃

�
�
�
�

ξ̃0 = 0
χ̃0 = 0



 δρ̃. (14)

Al efectuar las respectivas derivadas tendremos que

R̃ = −






�

ζρ̃ + P̃
�

Λ2

η3
�

1 − 2Λm̃
η

� +

�

ζρ̃ + P̃
��

4πτηP̃ + Λm̃
η2

�

Λ2

�

1 − 2Λm̃
η

�2

η2
+

1

16

Λ2

τπη5




 δχ̃+




Z
�

4πτηP̃ + Λm̃
η2

�

�

1 − 2Λm̃
η

� +
4πτ2

3

ζρ̃ + P̃
�

1 − 2Λm̃
η

�



η +
2
�

4πτη3P̃ + Λm̃
�

�

1 − 2Λm̃
η

�





+




4πτηP̃ + Λm̃

η2

�

1 − 2Λm̃
η

� +
4πτη

�

ζρ̃ + P̃
�

�

1 − 2Λm̃
η

�





∂P̃
∂r
∂ρ̃
∂r



 δρ̃. (15)

Para mostrar los efectos que las perturbaciones de carga y densidad de energía tienen en

modelos neutros, anisótropos y en equilibrio, evaluaremos (15) con los valores de ρ, Pr y

Pt de los modelos: Gokhroo & Mehra, Stewart NL 1, Stewart NL 2 y el Tolman VI (para

detalles de los modelos pueden consultar [10]) y con los parámetros de la Tabla 1.
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Resumen. Se realiza un estudio de fluidos autogravitantes, esféricamente
simétricos, disipativos y localmente anisótropos en las presiones, discutién-
dose la relación que existe entre el tensor de Weyl, el tensor de deformación,
la anisotropía y la inhomogeneidad en la densidad de energía. Además, se
analizan distintos casos particulares de fluidos esféricamente simétricos, in-
cluyendo el caso más general en el cual todas las variables mencionadas son
distintas de cero. En el caso de fluidos perfectos, o fluidos disipativos, pero
localmente anisótropos en el régimen de evolución cuasiestática, la inhomo-
geneidad en la densidad de energía depende exclusivamente del tensor de
Weyl, lo cual refuerza la hipótesis de Penrose [1], la cual considera que los
sistemas autogravitantes tienden a formar inhomogeneidades, definiéndose
así una flecha gravitacional del tiempo. En el trabajo se concluye que en el
caso más general, si se adopta el punto de vista de Penrose entonces esta
flecha gravitacional depende tanto del tensor de Weyl como de la anisotropía
y la disipación.

Abstract. In this paper we study self-gravity, spherically symmetrical, dis-
sipative and locally anisotropic in the pressure fluids; we discuss the rela-
tionship between the Weyl tensor, the deformation tensor, the anisotropy
and inhomogeneities in the energy density. In addition, individual cases
of spherically symmetric fluids, including the more general case in which
all the variables above mentioned are different from zero, are studied. In
the case of perfect fluids, or fluid dissipative but locally anisotropic in the
regime of quasi-static evolution, the inhomogeneities in the energy density
depends exclusively on the Weyl tensor, which reinforces the hypothesis of
Penrose [1], which is based on the fact that the self-gravity systems tend to
form inhomogeneities, defining so a gravitational time arrow. In the paper
we conclude that in the more general case, if the perspective of Penrose
is adopted, then this arrow is as dependent on the gravitational tensor of
Weyl as on the anisotropy of the dissipation.
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y densidad se consideran independientes y se encontraron fracturas con perturbaciones

relativas hasta del orden de 10−8.
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