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1. Introduccién

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subcontinuo es un
continuo que esté contenido en algin espacio topologico. En 1997, Marsh [14] definié algu-
nas generalizaciones o variantes de lo que se conoce como funcién universal. Recordemos
este concepto definido por Holsztyniski [6] en 1964. Una funcion continua f : X — Y entre
los espacios topoldgicos X y Y, es universal si para cada funcién continua g : X — Y,
existe un punto z € X tal que f(z) = g(x). Una de las variantes de funcién universal
definidas en [14] por Marsh es la siguiente. Se dice que la funcién continua f : X — Y
entre los espacios topoloégicos X y Y es semiuniversal si para cada subcontinuo K de X
tal que f(K) = f(X) y para cada funcion continua g : K — X, existe un punto z € K

tal que f(z) = f(g9(x)).

En [2] (véase también [14]) se presenta un estudio acerca de las propiedades que satisfacen
las funciones semiuniversales, y esas propiedades se comparan con las de las funciones
universales. Por ejemplo lo siguiente, que nos indica que ambos conceptos son indepen-
dientes.
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44 J.F. TENORIO

(A) Existe una funcion semiuniversal que no es universal [2, Ejemplo 7, p. 96].

(B) Existe una funcién universal que no es semiuniversal [2, Ejemplo 11, p. 97].

Otra propiedad que contrasta estos conceptos es la suprayectividad, respecto a lo cual
tenemos lo siguiente:

(C) Si f: X — Y es una funcién universal entre espacios topologicos, entonces f es
suprayectiva [7, Proposiciéon 1, p. 433].

(D) Existe una funciéon semiuniversal que no es suprayectiva [2, Ejemplo 7, p. 96].

La propiedad del punto fijo también es un comparativo entre la universalidad y semiuni-
versalidad de una funcién. Recordemos que un espacio topolégico X tiene la propiedad
del punto fijo si para cada funcién continua f : X — X, existe un punto p € X tal que
f(p) = p. En tal caso se dice que p es un punto fijo para f. Se ha demostrado lo siguiente:

(E) Si f:X — Y es una funciéon universal entre espacios topologicos, entonces Y tiene
la propiedad del punto fijo [7, Proposicion 2, p. 433].

(F) Si f: X =Y es una funcion suprayectiva y semiuniversal entre espacios topologi-
cos, entonces Y no necesariamente tiene la propiedad del punto fijo [2, Afirmacion
14, p. 99].

Sin embargo, tenemos lo siguiente:

(G) Un espacio topologico X tiene la propiedad del punto fijo si y solo si la funcion
identidad id : X — X es universal |7, Proposicion 3, p. 433].

(H) Si un espacio topologico X tiene la propiedad del punto fijo, entonces la funcion
identidad id : X — X es semiuniversal [2, Proposicon 18, p. 100], y el reciproco se
cumple cuando X es un continuo [2, Observacion 19, p. 100].

Si bien el anéalisis anterior nos muestra la independencia que puede existir entre las
funciones universales y las semiuniversales, también encontramos propiedades que tienen
en comun estas funciones, de acuerdo con lo siguiente:

(I) Toda funcién continua y suprayectiva f : ¥ — [0, 1], donde Y es un espacio topologi-
co conexo, es universal [7, Proposicion 8, p. 434].

(J) Toda funcion continua f : Y — [0, 1], donde Y es cualquier espacio topologico, es
semiuniversal [2, Proposicion 21, p. 100].

Hacemos notar que las propiedades (I) y (J) no son exclusivas del intervalo cerrado [0, 1],
pues también son validas si en lugar del intervalo [0, 1] ponemos cualquier continuo X que
sea encadenable ([7, Teorema 3, p. 437] y [2, Teorema 24, p. 101]). De hecho, de manera
méas general veremos que las propiedades (I) y (J) se cumplen para cualquier continuo X
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Algunos resultados de funciones semiuniversales 45

con semimargen suprayectivo cero. Mas ain, se ha demostrado que un continuo X tiene
semimargen suprayectivo cero si y solo si toda funcién continua de un continuo Y sobre
X es universal, y esto, a su vez, es equivalente a que toda funcion continua de un continuo
Y sobre X es semiuniversal [14, Teorema 5, p. 1190] (véase también [2, Teorema 25, p.
102]). En este articulo demostramos una equivalencia mas a estas tltimas condiciones, a
saber, que la primera proyeccion del producto X x X sobre X es semiuniversal (Teorema
2.6).

Por otra parte, nuestra segunda aportacion en este articulo la encontramos en el Teorema
2.11, donde demostramos que si las proyecciones de un producto finito de continuos
irreducibles sobre cada uno de los factores son semiuniversales, entonces el producto
tiene la propiedad del punto fijo. Recomendamos al lector la lectura de [15] y [8] para
conocer resultados acerca de productos de funciones universales.

Finalmente, demostramos que, bajo algunas condiciones, como la semiuniversalidad de
una cierta proyeccion, se obtiene que el cilindro, el cono y la suspensién sobre un continuo
poseen la propiedad del punto fijo. Esto lo encontramos en los Teoremas 2.18, 2.19 y
2.20 de este escrito, respectivamente. Cabe mencionar que con los Teoremas 2.18 y 2.19
extendemos, respectivamente, los Teoremas 8 y 7 demostrados por Marsh [14], puesto
que omitimos una de las hipotesis que Marsh requiere en sus resultados. El Teorema 2.20
lo obtenemos de manera analoga al Teorema 2.19.

2. Los resultados

Para presentar nuestro primer teorema, comenzamos recordando las siguientes clases de
continuos, definidas en 1997 por Marsh [14].

Definicion 2.1. Un continuo X pertenece a la Clase(U) (respectivamente X pertenece a
la Clase(SU)) si para cualquier continuo Y y cualquier funcién continua y suprayectiva
f:Y — X se tiene que f es universal (respectivamente f es semiuniversal).

Como lo hicimos notar en (I) y (J), tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Por [7, Proposicion 8, p. 434] y por [2, Proposicion 21, p. 100] queda
garantizado, respectivamente, que el intervalo cerrado [0, 1] pertenece a la Clase(U) y a
la Clase(SU).

Por otro lado, una nocién muy importante de la teoria de continuos es la de semimargen
suprayectivo cero de un continuo, que fue definido en 1977 por Lelek [12]. Denotamos
con Ax la diagonal de X x X, esto es Ax = {(v,2) € X x X 1z € X}, m y mo, la
primera y segunda proyeccion sobre X, respectivamente.

Definicion 2.3. Un continuo X tiene semimargen suprayectivo cero (respectivamente,
margen cero), si para todo subcontinuo Z C X x X tal que m1(Z) = X (respectivamente,
m(Z) = m2(Z)), se tiene que Z N Ax # 0.

Se escribe o4 (X) = 0 para indicar que X tiene semimargen suprayectivo ceroy o(X) =0
cuando X tienen margen cero.

Observacion 2.4. Davis [3] demostro que si o(X) = 0, entonces o5 (X) = 0.
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Ejemplo 2.5. Se sigue de [12, 1.2, p. 36] que el intervalo cerrado [0, 1] tiene semimargen
suprayectivo cero. De manera mas general, en vista de que los continuos encadenables
([16, p. 234]) tienen margen cero (hecho demostrado por Lelek [11, p. 210]), se sigue de la
Observacion 2.4 que cualquier continuo encadenable tiene semimargen suprayectivo cero.

Los Ejemplos 2.2 y 2.5 nos muestran que el intervalo cerrado [0,1] es un continuo con
semimargen suprayectivo cero, y que ademés pertenece tanto a la Clase(U) como a la
Clase(SU). Esto no es una coincidencia, en vista de que se ha demostrado que las tres
clases de continuos son equivalentes. En el siguiente teorema encontramos este resultado
en el cual las equivalencias (1), (2) y (3) fueron demostradas por Marsh [14, Teorema
5, p. 1190] (véase también [2, Teorema 25, p. 102]) y la equivalencia (4) es la primera
aportacion en el presente articulo.

Teorema 2.6. Sea X un continuo. Son equivalentes:

(1) o5(X) =0.
(2) X estd en la Clase(U).
(3) X estd en la Clase(SU).

(4) La proyeccion 71 : X x X — X es una funcion semiuniversal.

Demostracion. De acuerdo con la definicion de Clase(SU) tenemos, evidentemente, que
(3) implica (4). Ahora probamos que (4) implica (1). Para esto, sea Z un subcontinuo de
X x X tal que m1(Z) = X. Consideremos la funcién continua g : Z — X x X definida
por g(z,y) = (y,z), para cada (z,y) € Z. Entonces, como 71 es semiuniversal, existe un
punto (z,y) € Z tal que m1(x,y) = m1(g(x,y)). Es decir, z = m1(g(z,y)) = y. Se sigue
que ZNAx # 0. Con esto, o5(X) = 0. v

Observacion 2.7. Se sigue del Teorema 2.6 y del Ejemplo 2.5 que todo continuo con
margen cero pertenece a la Clase(SU); en particular, todo continuo encadenable, como
el intervalo cerrado [0, 1], pertenece a la Clase(SU).

Ahora vamos a mostrar un teorema de punto fijo para un espacio producto. Como herra-
mienta principal para demostrar este teorema usamos la semiuniversalidad de ciertas
funciones y algunas propiedades de corte en espacios producto.

Dado un espacio conexo X y dados A y B subconjuntos cerrados de X, se dice que
un subconjunto F' C X separa a X entre A y B si existen conjuntos M y N tales
X\F=MUN,ACM,BCN,MNN=0y MnN ={. Este concepto lo podemos
encontrar en [10, p. 154] (también se puede consultar en [15]).

Relacionada con la nocién de separar se encuentra la de cortar débilmente en un espacio
(véase [15, Lema 1, p. 1850]). Esta tltima definicion es debida a Marsh [13].

Definicién 2.8. Sea X un espacio conexo y sean A y B subconjuntos cerrados y ajenos de
X. Un subconjunto cerrado F' C X corta débilmente a X entre A y B si para cualquier
subcontinuo C de X tal que CNA# 0y CNB #(), se tiene que C N F # (.
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Algunos resultados de funciones semiuniversales 47

Para poder demostrar nuestro resultado de punto fijo en un producto nos ayudamos del
teorema siguiente, que es debido a Holsztynski [8, Teorema 4.1, p. 166]. El lector puede
consultar la demostracion en esta referencia original, o bien en [18, Lema 3.15, p. 36].
Enunciamos explicitamente el resultado para seguir con la notacién empleada en este
escrito.

Teorema 2.9. Sea n € N. Para cada i € {1,...,n} sean X; un continuo con mds de un
punto, a;, b; € X;, a; # b; y E; un subconjunto cerrado y no vacio de H?:l X;. Si E;

1—1 1—1 n
separa a [, X; entre (IT=1 X )x{az}x(H] i1 X5) y (L= X)) x<{bik < (I 5= 1 X5,
entonces (\i_, E; # 0.

Como consecuencia del Teorema 2.9 obtenemos lo siguiente.

Teorema 2.10. Sea n € N. Para cada i € {1,...,n} sean X; un continuo con mds de
un punto, a;, b; € X;, a; # b; y F; un subconjunto cerrado y no vacio de H? 1 X Si Fy
corta débilmente a ], X; entre (H;;ll X;) x{a;} x (H] i1 X5) Y (Hl ¢ ) x {b;} x
(ITj=is1 Xj), entonces (i, F; # 0.

Demostracion. Pongamos X = [[I; X;, y para todo i € {1,...,n}, 4, = (HZ LX) x

{ai} x (Il X)) vy Bi = (HZ LX) x {bi} % (ITj=iy1 X;)- Sean Fl, ..., F,, subconjuntos
cerrados no vacios de X, como se indica en las hipotesis. Supongamos que (;_; F; = 0.
Paracadai € {1,..., n}, sea U; un subconjunto abierto de X tal que F; C U; y (1, U; =
(. Por |15, Lema 1, p. 1850|, para cada i € {1,...,n}, existe E; C U; que separa a X
entre A; y B;. Puesto que ﬂ?zl E; = 0, tenemos una contradiccién con el Teorema 2.9.

Asi, ﬂ?:l F, # 0. ]

Previo a nuestro teorema de punto fijo, recordemos que un continuo X es irreducible si
existen puntos p,q € X, con p # ¢, tales que si A es un subcontinuo de X que contiene a
py g, entonces A = X. Escribimos X = irr(p, ¢) para decir que X es irreducible entre los
puntos p y ¢. Por otro lado, para cada i € {1,...,n}, denotamos por 7; : [[;-, X; = X;
la i-ésima proyeccion sobre el factor X;, para cada i € {1,...,n}.

Teorema 2.11. Sea n € N. Si para cada i € {1,...,n}, X; es un continuo irreducible y
cada proyeccion 7; : [ [~ X; — X; es semiuniversal, entonces [[;_, X, tiene la propiedad
del punto fijo.

Demostracion. Pongamos X = [[I_, X; y sea f : X — X una funcién continua. Para
cadai € {1,...,n}, sea

Fy={pe X :m(p) =m(f(p)}
Es claro que para cadai € {1,...,n}, F; es cerrado en X. Ademés, puesto que para cada
ie{l,...,n}, m(X) =X,y m es semiuniversal, existe p; € X tal que m;(p;) = 7 (f(p:))-
Luego, p; € F;. Asi, para cadai € {1,...,n}, F; # 0.
Por otra parte, consideremos, para cada ¢ € {1,...,n}, puntos a;,b; € X; tales que
X;=irr(a;, b;), y los conjuntos A; = ([T;_; X;) x {a:} x ([T} 1 X;) v Bi = (IT)=1 X;) x
{0i} x (TTj=i1 X5)-

Veamos que para cada i € {1,...,n}, ocurre que:
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(d) F; corta débilmente a X entre A; y B;.

Para probar (d), fijemos ¢ € {1,...,n} y tomemos un subcontinuo C' C X tal que
CnNA; #0y CnNB; #0. Ya que a;,b; € m;(C), entonces m;(C) = X;. Consideremos
la funcion restriccion f|o : C — X. Entonces, por la semiuniversalidad de 7;, existe un
punto p € C tal que m;(p) = m;(f(p)). Asi, p € CNF;. Por lo que CNF; # 0y (d) queda
probado.

Se sigue de (d) y del Teorema 2.10 que (;_, F; # 0. En consecuencia, existe un punto
fijo para f. Concluimos que [[;; X; tiene la propiedad del punto fijo. v

Las hipodtesis del Teorema 2.11 estén bien justificadas, como lo vemos a continuacion.

Observacion 2.12. Consideremos el continuo conocido como “circulo con una espiral”,
X =S'US, donde S! es el circulo unitario en R? y S es la espiral dada, en coordenadas
polares, por S = {(r,0) :r =1+ Fle y 6 > 0} ([9, p. 51] o bien [17, Ejemplo 5.14, p.
59]). No es dificil verificar que X = irr(p,q), para p = (2,0) € S y algin ¢ € S*. Por
otro lado, se sabe, y es facil de probar, que X no tiene la propiedad del punto fijo ([17,
Ejemplo 5.14, p. 59]). Luego, por el hecho (G) la identidad id : X — X no es universal.
De donde X no pertenece a la Clase(U). Se sigue del Teorema 2.6 que la proyeccion
m: X XX =X (ym: X xX — X) no es semiuniversal.

Cabe notar, en vista del Teorema 2.11, que si consideramos las proyecciones m; : X X
[0,1] = X y ma : X x [0,1] — [0,1], para X = S U S, entonces se tiene que 71 no es
semiuniversal, mientras que 7 sf lo es.

En esta ultima parte del articulo demostramos otros resultados de punto fijo, ahora para
el cilindro, el cono y la suspension de un continuo. Recordemos las siguientes definiciones.

Definicién 2.13. Sea X un espacio topologico.

1. El cilindro de X es el espacio X x [0, 1].

2. El cono sobre X, denotado por Cono(X), es el espacio cociente (X x [0,1])/(X x
{1}), obtenido del cilindro de X identificando X x {1} a un punto vx llamado el
vértice de Cono(X).

3. La suspension sobre X, denotada por Sus(X), es el espacio cociente (X X
[-1,1])/{X x {-1},X x {1}}, obtenido del espacio X x [—1,1] identificando
X x {—1}y X x {1} a puntos (diferentes) vy' y v¥, respectivamente, llamados los
vértices de Sus(X).

Se sabe que cuando X es un continuo, se tiene que el cilindro, el cono y la suspensiéon
sobre X son continuos. Para estos y otros hechos relacionados con espacios cociente el
lector puede consultar el Capitulo III de [16].

Observacion 2.14. Para un espacio X, se tiene que el subespacio X x [0, 1) del cilindro de
X es homeomorfo a Cono(X) \ {vx}. Por esta razon, un punto de Cono(X) distinto del
vértice se puede denotar por (z,t), donde z € X y ¢t € [0,1). Con argumentos similares,
un punto en Sus(X) diferente de los vértices se puede denotar por (x,t), donde z € X y
te(-1,1).
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Algunos resultados de funciones semiuniversales 49

Dado un espacio X y su cilindro X x [0, 1], denotamos por 7x : X x [0,1] — X la
proyeccién al factor X. En el cono y en la suspension sobre un espacio también podemos
tener una proyeccion sobre X. En vista de la Observacion 2.14, definimos la proyeccion
wx : Cono(X)\{vx} — X, por mx(x,t) = z paracada (x,t) € X x [0, 1) y, similarmente,
la proyeccion mx : Sus(X) \ {vyx',vk} — X, por 7x(2,t) = =z, para cada (z,t) €
X x(-1,1).

Por otro lado, un concepto importante para los espacios conexos es el que se conoce como
s-conexidad. Fue introducido por Marsh [13] en 1983.

Definicién 2.15. Sea X un continuo y sean A y B subconjuntos cerrados y ajenos de X.
El continuo X es s-conexo entre A y B si para cualquier subconjunto cerrado F' C X que
corta débilmente a X entre A y B, existe una componente K de F' que corta débilmente
a X entre A y B. El continuo X es s-conexo si para cualquier par de subcontinuos A y
B de X, se tiene que X es s-conexo entre Ay B.

La nocién de s-conexidad ha sido utilizada, desde su apariciéon, como una herramienta en
las demostraciones de teoremas de punto fijo. Cabe mencionar que los espacios en los que
se han probado dichos teoremas han sido con estructuras diversas, como en hiperespacios,
productos de continuos y conos y suspensiones sobre continuos. El lector puede consultar
[13, 1, 15, 4, 5] donde se presentan estos teoremas, y donde ademés se podrén analizar
las técnicas empleadas en sus demostraciones.

Respecto a la s-conexidad en cilindros, conos y suspensiones se ha demostrado lo que
anotamos en la siguiente observacion.

Observaciéon 2.16. Dado un continuo X, se tiene lo siguiente:

(a) Elcilindro X x [0, 1] es s-conexo entre los conjuntos X x {0} y X x {1}, [5, Teorema
3.3].

(b) Los espacios Cono(X) y Sus(X) son s-conexos [5, Teorema 3.1].

La siguiente definiciéon es debida a Marsh [14].

Definicién 2.17. Decimos que una funciéon f : X — Y es semiuniversal con respecto a
una clase H de subcontinuos de X si para cada K € H tal que f(K) = f(X), y para
cada funcién continua g : K — X, existe un punto p € K tal que f(p) = f(g(p)).

Antes de presentar nuestros tultimos resultados hacemos las siguientes observaciones.

El Teorema 2.18 es el Teorema 8 de [14] sin la hipotesis de que X X [0, 1] es s-conexo. No
hay necesidad de esta hipdtesis, pues, por una parte, solo se requiere que X x [0, 1] sea
s-conexo entre los conjuntos X x {0} y X x {1}, y por otra, esto siempre ocurre como
se indica en la Observacion 2.16-(a).

El Teorema 2.19 es el Teorema 7 de [14], con la omision en las hipotesis de que Cono(X)
es s-conexo. Es superfluo suponer esta condicién, pues esto siempre ocurre, como vemos
en la Observacion 2.16-(b).

Finalmente, el Teorema 2.20 lo obtenemos de manera analoga al Teorema 2.19.

Debido a la similitud que existe entre las demostraciones de los tres resultados siguientes,
omitimos dos y solamente presentamos una de ellas.
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Teorema 2.18. Sea X un continuo. Si la proyeccion wx : X x[0,1] = X es semiuniversal
con respecto a los subcontinuos de X x [0,1] que cortan débilmente a X x [0,1] entre
X x {0} y X x {1}, entonces X x [0,1] tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea f: X x[0,1] — X x [0, 1] una funcioén continua. Sea 73 : X x [0,1] —
[0, 1] la proyeccion sobre el intervalo cerrado [0, 1]. Consideremos el conjunto

H={ze X x[0,1]: m2(f(2)) = m2(2)}.

Como 7y es universal (véase el Ejemplo 2.2), se tiene que H no es vacio.

Ademas, es facil ver que H corta débilmente a X x [0, 1] entre X x {0} y X x {1}. Se sigue
de la Observacion 2.16-(a) que algin subcontinuo K de H corta débilmente a X x [0, 1]
entre X x {0} y X x {1}. Luego nx(K) = X.

Ahora, por hipoétesis, mx es semiuniversal con respecto a K. Entonces, existe un punto
p € K tal que mx(p) = mx (f(p))-

Por otra parte, como p € K C H, se tiene que ma(p) = m2(f(p)). Se concluye que p es un
punto fijo para f. v

Teorema 2.19. Sea X un continuo. Si la proyeccion wx : Cono(X) \ {vx} — X es
semiuniversal con respecto a los subcontinuos del Cono(X) que cortan débilmente al
Cono(X) entre X x {0} y el vértice {vx}, entonces el Cono(X) tiene la propiedad del

punto fijo.

Teorema 2.20. Sea X un continuo. Si la proyeccion mx : Sus(X) \ {vy', vk} — X
es semiuniversal con respecto a los subcontinuos de la Sus(X) que cortan débilmente a
Sus(X) entre los vértices {vy'} y {vk}, entonces la Sus(X) tiene la propiedad del punto

fijo.

El autor agradece las observaciones y comentarios hechos por los revisores, con los cuales
se mejoré la presentacion de este articulo.
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