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1.

Este trabajo versa sobre la relaciéon de independencia condicionada, la cual se describe a
continuacion (ver Definicion 2.5). Sean (€2, F, P) un espacio de probabilidad, G una sub-
o-algebra de F y {&;};cr una familia de clases de eventos. Se dice que la familia {&;};c es
G-condicionalmente independiente (o G-independiente), en simbolos: {&;}ier L G, si para
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166 MARMOLEJO & MUNOZz-TELLO

cada subconjunto finito {i1,42,...,49x} de I y cada escogencia E;, € &3 j = 1,2,...,k,
se cumple que

k k
P((E;, |6) =]]P(E;, |G) cs.
j=1 j=1

La anterior relaciéon juega un papel importante en la probabilidad y en la estadistica. En
particular, la relacién

Fi, FodlG

de la G-independencia de dos sub-o-dlgebras F; y Fo de F interviene en la definicion
y estudio de las familias de o-algebras markovianas, de los procesos markovianos (ver
el Capitulo XIV de Loéve [7]) y de los procesos reciprocos o campos de Markov (ver
Jamison [6]). En estadistica, la G-independencia de dos sub-o-algebras interviene en el
estudio de la relacion entre los conceptos de suficiencia e invarianza (ver Basu y Pereira
[3], Nogales y Oyola [11] y Nogales et al. [12]).

En lo que se refiere a la G-independencia de dos o-algebras: Fy, FolL G, el problema
principal que abordan Van Putten y Van Schuppen [15] es el de dar condiciones necesarias
o suficientes para que al efectuar cierto tipo de operaciones (hacer mas fina o mas gruesa a
F1, hacer mas fina o mas gruesa a G, cambiar la medida de probabilidad P(-)), se preserve
la relacion de independencia condicionada. Ahora bien, si se considera una tercera o-
algebra F3, puede suceder que se verifiquen las relaciones de G-independencia dos a dos:
Fi, Foll G, F1, F3 1L Gy Fo, F31L G, pero que no se verifique la relacion Fi, Fo, F3 1L G.

De otra parte, en el dltimo decenio se han reportado versiones condicionadas de algunos
resultados clasicos de probabilidad que involucran la independencia condicionada de suce-
siones de variables aleatorias, el Lema de Borel-Cantelli, la Desigualdad de Kolmogoérov,
la Ley Fuerte de los Grandes Numeros y el Teorema del Limite Central, entre otros (ver
Majerek et al. [8], Majerek y Zieba [9], [10] , Grzenda y Zieba [5] y Prakasa Rao [14]).

Estos hechos motivan investigar sobre propiedades de la G-independencia de una familia
{Fi:}icr de sub-o-dlgebras, en lugar de dos sub-o-algebras F; y JFa; este es el objetivo
de este trabajo. Asi, de una parte, se busca generalizar algunos de los resultados de
Van Putten y Van Schuppen (caso I = {1,2}) y, de otra, se busca generalizar algunos
resultados conocidos sobre familias de eventos independientes (caso G = {&,Q2}).

El plan del articulo es como sigue: en la Secciéon 2 se revisan las definiciones de inde-
pendencia, independencia condicionada dado un evento e independencia condicionada
dada una o-algebra. La seccién central es la tercera; aqui se aborda el problema de la
invarianza de la relacion de independencia condicionada. En la Subsecciéon 3.1 se con-
sideran los cambios en la familia de clases de eventos {&;}cs, en la Subseccion 3.2 los
cambios en la o-algebra condicionante G y en la Subseccién 3.3 los cambios en la medida
de probabilidad P(-). Finalmente, en la Seccion 4 se presentan algunos resultados sobre
la independencia condicionada de una familia de variables aleatorias.

2. Independencia condicionada

En esta seccion se revisan las definiciones de independencia, independencia condicionada
dado un evento e independencia condicionada dada una o-élgebra. En lo que sigue, los
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Algunas propiedades de la independencia condicionada 167

eventos, las clases de eventos y las variables aleatorias se refieren al espacio de probabili-
dad (Q, F, P), y G es una sub-o-algebra de F. Para indicar que dos variables aleatorias X
y Y son iguales casi seguramente, se escribe X =Y c.s. 0 X =Y P—c.s. (casi seguramente
respecto de la medida de probabilidad P).

Definicion 2.1 (Independencia). Se dice que los eventos F1, Es, ..., E, son independientes
(en simbolos: Ey, Es, . .., E, 1l ) si para cada subconjunto {i1, s, ...,4x} de {1,2,...,n},
donde k > 2, se cumple

Se dice que una familia de clases de eventos {&;},.; es independiente (en simbolos:
{&},c; L) si para cada subconjunto finito {i1,z,...,ir} de I, k > 2, y cada escogencia
Eil S gil,Ei2 S 8i2, Ce ,Eik S gik, se tiene EZI,EQ, .. ,EZkJ_l_

Ahora bien, si B es un evento de probabilidad positiva y P(A | B) = ;’?B) ) indica la

probabilidad condicionada del evento A dado el evento B, entonces (Q, F, P(- | B)) es
también un espacio de probabilidad. La independencia en este tltimo espacio se denomina
independencia condicionada dado el evento B, o independencia local sobre B. De forma
concreta, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.2 (Independencia condicionada dado un evento). Sea B un evento tal que
P(B) > 0. Se dice que los eventos Ey, Fs,---,E, € F son independientes condi-
cionalmente dado el evento B (o localmente independientes sobre B), en simbolos:
Ei,Es,...,E, 1L B, sipara cualquier subconjunto {iy,is,...,ix} de {1,2,...,n}, k > 2,

se cumple
k
ﬂ E;, | B) = H

Se dice que una familia de clases de eventos {&-}i€ ; es localmente independiente sobre
B, en simbolos: {&;},.; 1L B, si para cada subconjunto finito {i,4s,...,ix} de I, k > 2,
y cada escogencia E;, € &,,E;, € &,,...,E;, €&, se tiene E;,, E;,,...,E;, 1l B.

Una cuestion que es importante plantear es la posible relacion entre la independencia y
la independencia condicionada dado un evento. Como se ilustra con el siguiente ejemplo,
una no implica la otra.

Ejemplo 2. 3 Sea (2, F, P) el espacio de probabilidad tal que Q = {1,2,3,4}, F = p(Q)
y P({i}) = 3,1 =1,2,3,4. En estas condiciones, tenemos:

(a) Loseventos Fy = {1,2} y E; = {1, 3} son independientes, pero no condicionalmente

independientes dado B = {2,3}, pues P(E1 N Ez) = 1 = (3)(3) = P(E1)P(E2) y

P(ExNE;|B)=0+# (3)(3) = P(E1 | B)P(E: | B).

(b) Los eventos Ey = {1,2,3} y E; = {2,3,4} son condicionalmente independientes
dado B = {2, 3}, pero no son independientes. En efecto, de una parte se tiene que
P(EiNEz) =35 # (3)(3) = P(E1)P(E2) v, de otra,
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168 MARMOLEJO & MUNOZz-TELLO

P(EyNE,|B)=1= P(E, | B)P(E, | B).

Maés atin, en este caso, los eventos F1 y Fs no son condicionalmente independientes
dado B¢ = {1, 4}, debido a que

A continuacién se da la definicién de esperanza condicionada dada una o-algebra. Para
una revision de esta definicion y de las propiedades fundamentales de la esperanza condi-
cionada, ver Billingsley [4], Shiryaev [17] o Williams [18]. En particular, en la Seccion
3 se hara referencia a la lista de propiedades que aparece en la Secciéon 9.7 de Williams
[18].

En lo que sigue, el término m-sistema se refiere a un sistema S de subconjuntos de € que
sea cerrado para la interseccion; esto es, A, B € S implica AN B € S.

Teorema y Definiciéon 2.4. Sean G una sub-o-dlgebra de F y X una variable aleatoria
integrable. Entonces existe una variable aleatoria Y que es G-medible y tal que para todo
G € G (equivalentemente, para todo G en un w-sistema que contenga a 0 y que genere

a G) se verifica
/ YdP = / XdP.
G G

Maés atin, si Y* es otra variable aleatoria con estas propiedades, entonces Y = Y* c.s. Una
variable aleatoria con las propiedades anteriores se denomina una version de la esperanza

condicionada de X dada G, y se escribe Y = E(X | G).

Si A € F, la probabilidad condicionada del evento A dada la o-algebra G se denota por
P(A | G) y se define por P(A|G) := E(Ia | G).

De acuerdo con la definicion anterior, P(A | G) es una variable aleatoria G-medible tal
que para cada G € G se verifica c.s.

P(AmG):/GIAdP:/GP(A|Q)dP.

En particular, si P(G) € {0,1} para todo G € G, entonces P(A | G) = P(A) c.s., pues
para cada G € G se cumple P(ANG) = P(A)P(G).

Definicién 2.5 (Independencia condicionada dada una o-algebra). Dada una sub-o-élgebra
G de F, se dice que los eventos F1, Fs, ..., E, € F son condicionalmente independientes
dada G (o G-independientes), en simbolos, F1, Fs, ..., E, Il G, si para cada subconjunto
{i1,42,..., ik} de {1,2,...,n}, k > 2, se cumple

k
P( ﬂ Ei, |G)=]]PE;, 19 cs

De manera general, se dice que una familia de clases de eventos {&;},.; es condicional-
mente independiente dada G (o G-independientes), en simbolos,

{gi}iel i 97
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si para cada subconjunto finito {i1,14s,...,4x} del conjunto de indices I, k > 2, y cada
escogencia E;, € &, Ei, € &y, ..., Ei, €&, se tiene E;,, E;y, ..., E;, 1L G.

La G-independencia de una sucesion finita de clases de eventos &1, &a,...,En; n > 2,
también se denota por &;,&,...,E, L G.

Observacién 2.6. Sean {&;}, ; una familia de clases de eventos y G una sub-o-dlgebra
de F. Tenemos:

(1) Las definiciones de independencia y de G-independencia coinciden cuando G =
{2,0} (o cuando P(G) € {0,1} para todo G € G), pues en este caso, para cada
evento A, P(A| G) = P(A) cs.

(2) Si & € G para cada i € I, entonces {&;},.; 1L G, pues en este caso, para ca-
da E; € &; se tiene P(E; | G) = 1pg, cs. Por lo tanto, siempre se cumplen

{E}ier J-I-U(Uiel gi) v {&itier AL F.

(3) Si I = {1,2}, vale la implicacion [ C G6E C G = &1,E 1L G]. En efecto, si
E, €& CGy Ey €&, entonces

P(El N Es | Q) = 1E1P(E2 | g) = P(El | g)P(Eg | g) C.S.

En especial, siempre se cumplen las relaciones &1,& 1l o(&1), £1,E 1L o(&) v
51, EQJ_L 0’(51 U 52)

1 &5 M1 = i N L byoe &y, S , entonces it si y sOlo si

4)Si NG E,NG : E &, G g Eitier LG si lo si
{&; mg}ieIiLg. Esto se sigue del hecho de que para cada FE; NG € & G se
verifica

P(E;NG|G) =16P(E; | G) cs.

3. Propiedades de la independencia condicionada

En la relacién de independencia condicionada intervienen tres objetos, a saber: la familia
de clases de eventos {&;},.;, la o-dlgebra condicionante G y la medida de probabilidad
P(-). En lo que sigue, se dan condiciones necesarias o suficientes para que se preserve
la independencia condicionada, cuando hay modificaciones en cada uno de estos objetos.
Para una revision cuando I = {1, 2}, se remite al lector al articulo de Van Putten y Van
Schuppen [15] y a las referencias ahi citadas. Algunos de los resultados de esta seccion
también se pueden considerar como generalizaciones de los establecidos para clases de
eventos independientes (ver por ejemplo las Secciones 5.1 y 5.2 de Bauer [2]).

3.1. Cambios en la familia de clases de eventos {&;},

Es claro que si {&},c; 1L Gy si A; C & para cada i € I, entonces {A;};.; 1L G. El
siguiente teorema establece que la relaciéon de independencia condicionada se preserva
cuando cambiamos cada clase &; por el sistema de Dynkin generado por ella, esto es,
el menor sistema de Dynkin que contiene a &;. Un sistema D de subconjuntos de € es
un sistema de Dynkin si contiene a € y verifica las condiciones: A,B € DANAC B =
(B — A) € D; para cada sucesion disjunta {A, }nen € D, se cumple |4, .y An € D.
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170 MARMOLEJO & MURN0z-TELLO

Teorema 3.1. Sea {&;},.; una familia de clases de eventos. Si D(E;) es el sistema de
Dynkin generado por &;, entonces {&;},c; 1L G siy solo si {D(E;)},c; 1L G.
Demostracion. (=) Por la definicion de independencia condicionada se puede suponer
que I es finito, I = {1,2,...,n}. Si Dy := {A e F:{A}, &, ..., En L g} , entonces D
es un sistema de Dynkin. En efecto, sea {i1,12,...,4} un subconjunto de {2,3,...,n}ty
sean E;, € &, j=1,2,3,... k.

(1) Q € Dy, pues c.s. se cumple

k k )
P(Qﬂ(OEijﬂg) = P8, 19)=1[[ P&, |9)
k
= QIQH E;, | G).

(2) Si A,B € D; con A C B, entonces B — A € Dy. En efecto, c.s. se verifica

p((B_A)ﬂ(ﬁEij) |g) _P(Bﬂ(ﬁEij)—Aﬂ(ﬁEij) Ig)

=PB|G) [] P(E, |G~ P(AIG ] P(E;|G)

j=1 j=1

k k
= (P(B|G)-PAIG) [ P(E, 16)=PB-A|G) ] PE, |9
j=1 j=1

(3) Si{Am},eny € Di es una sucesion disjunta, entonces (4o, Ap) € Di. En efecto,

m=1
c.s. se tiene

[e'S) k

(HAmm N E)16) = (m@lA N( ﬁE )19))

=1

Il
g
/—\
3
3
Q@
«Q
—
Il
e

’“U
3

Q
::1
E

Por hipétesis, & C D;. De aqui que D(&;) € D1 y D(&1),Es,...,Eq 1L G. Repitiendo el
argumento n — 1 veces, se concluye que D(&1), D(E),...,D(E,) 1L G.

(<) Basta tener presente que & C D(E;) para cada i € I. v

Corolario 3.2. Sea {&;},.; una familia de m-sistemas, & C F, y sea 0(&;) la o-dlgebra
generada por & . Entonces {&;},; LG siy solo si {o(&)};er LLG.

[Revista Integracion



Algunas propiedades de la independencia condicionada 171

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 3.1, pues es conocido (ver el Teorema
1.2.3 de Bauer [2]) que si &; es un w-sistema, entonces o(&;) = D(&;). 4

En el corolario 3.2 no se puede omitir que &; es un w-sistema, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. Sea (2, F, P) el espacio de probabilidad tal que Q = {1,2,3,4}, F =
p(Q) y P({i}) = 1, i=1,2,3,4.81 & = {{1,2}}, & = {{1,3}{1,4}} y G = {2,0},
entonces & y & son independientes, esto es, £1, &> 1l G. También, por el Teorema 3.1,
D(&1),D(E)LL G. Sin embargo, aqui €2 no es un w-sistema, y se puede ver que o(&;)
y o(&2) no son G-independientes; para ello basta tomar los eventos {1,2} € o(&1) y
{3} S 0’(52) = F.

Corolario 3.4. Sean {F;},.; una familia de sub-o-dlgebras de F y F; V G la o-dlgebra
generada por F; UG. Entonces {F;},c; AL G siy sdlo si {F; Vv Glicr 1l G.

Demostracion. Puesto que F; MG = {F, NG : F; € F;,G € G} es un 7-sistema que
genera la o-algebra F; V G, el resultado se sigue del numeral (4) de la Observacion 2.6 y
del Corolario 3.2. ]

Corolario 3.5. Sea {&;},.; una familia de eventos tal que cada &; es un m-sistema y tal
que {&i};c; 1L G. Sea {1;},c; una particion de I, esto es, Ij # & y W, L = 1. Si
Fji= J(U 8-), entonces {F;} 1l G.

iel; ¢i

jeJ

jeJ

Demostracion. Para cada j € J, sea £ el sistema de eventos de la forma E;, N E;, N

-+ N Ej,, donde {i1,d9,...,ix} es un subconjunto finito no vacio de I; y E; € &,

r = 1,2,...,k. Entonces £ es un -sistema tal que o(€f) = F;. Ahora, como

{51'}1‘61 1l G, por la definicién de G- independencia se tiene {E;}jeJ 1l G. Por el Coro-
lario 3.2, {F;},., 1L G. ]

El Corolario 3.5 se usa para demostrar parte del siguiente teorema, donde se dan condi-
ciones equivalentes a la G-independencia de una familia de o-algebras.

Teorema 3.6. Sean G y F;,i € I, sub-o-dlgebras de F. Para J = {i1,ia,...,ix} C I,
k>1, sean Fy:= U(U?Zl fij) y F = J(UZ—GFJ -7:1')- Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

() {Fitier LG

(b) Para cada J = {i1,ia,...,ix} € I, k > 1, y cada escogencia F;; € F;,, j =
1,2,...,k, se cumple

P(éFij |g) :P(éﬂj |gv;fJ) c.5. (1)

(¢) Para cada J = {i1,i2,...,ix} C I, k > 1, y cada variable aleatoria integrable X
que sea Fy-medible, se cumple

E(X|G)=EX|GVF) cs. (2)
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(d) Para cada J = {i1,i2,...,ik} € I, k > 1 y cada conjunto de variables aleatorias
integrables X, , Xy, , ..., Xy, tal que Xy, sea F;;-medible, j = 1,2,...,k, y H?:l Xi;
sea integrable, se cumple

E(ﬁxijm)_ﬁ (X, |G) cs. (3)

Demostracion. [(a) = (b)] La hipotesis y el Corolario 3.5 implican
Firs Figs s Fipn FPALG.

Si€ = {F NG:FecF!/ Ge g}, entonces £ es un 7-sistema que contiene a €2 tal que
o(€) = F’ Vv G. El resultado se sigue del hecho de que para todo E = FNG € £ C o(€)
se tiene

/EP(éFijIQ\/}'J)dP - P((éFij)ﬁE):P((éFij)ﬁFﬂG)
_ / (ﬁ F) mF|g)§p
_ /pF|g f[lp( 1G))ap
- | (IF|g>(:1E(IF 9))dp

I
—
S|
=
=

!:h

&
S
~——

Y

~

j=1
_ /GIF(Jf[lE(IFZ ))ap
k
_ /G ijl;[l E(Ir, | G)dP
k k
_ /EE(]I:[IIE Ig)dP:[EP(JOlF” G)dp

[(b) = (c)] Por hipotesis, la igualdad (2) vale para variables aleatorias de la forma
X = IFilﬂngﬂ NF;, , donde F;, € Fi,, 5 = 1,2,... k. Como el sistema de eventos
{F;,NF;,N---NF;, F €Fi,7=12,..., k} es un 7-sistema que genera a F;, entonces
(2) vale para Varlables aleatorlas de la forma X = I, donde F' € F;. Por la linealidad de
la esperanza condicionada (ver (c), Seccion 9.7 de Williams [18]), (2) vale para variables
aleatorias simples X = 2211 a;1p, que sean Fjy-medibles. Para X arbitraria que sea
Fy-medible, existe una sucesion de variables aleatorias simples X1, X, ..., tales que X,
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es Fy- medible, | X, | < |X]| v X,(w) = X (w) para todo w € Q. Por el Teorema de la
Convergencia Dominada Condicional (ver (g), Seccion 9.7 de Williams [18]) se tiene

E(X|G) = lim E(X, | G) = lim E(X,, |GV FIY=EX|GVF!) cs

[(¢) = (d)] Por la propiedad de la torre de la esperanza condicionada y por hipdtesis, c.s.
se cumple

E(f[lX |g)

B[E (HXZ 1Gva(X.)) 6]

j=1
k

_ E[X“E(HXZJ |GVo(X 11)) IQ}

_ E{XE[E(J]E[Q Xi, |GV FI ) |gva(xi,)] |6}
_ E{XE[E(QX 16) 1Gvo(x.)| 16}

- E[X“E(JliXij|g)|g]

_ “|gE[Jf[2 X, 1.

Continuando con este proceso se llega a

E(ﬁxijw) f[ (Xi, | G) ¢

[(d) = (a)] Basta tomar X;, = I, , donde Fj;, € F;,. ¥

3
Corolario 3.7. Sea {F;},.; una familia de sub-o-dlgebras de F. Si {Fi},c; LG, en-

tonces para cualesquiera i,5 € I, i # j, se cumple F; N F; € G. En particular se tiene

ﬂie]fi cg.

Demostracion. Sean i,j € I, i # j. De la definicion de G-independencia es claro que
F;, F; 1L G. Por el Teorema 3.6 se concluye que para A € F; N Fj,

P(A|G) =P(A[GVF;)=E(a|GVFj)=la,

es decir, 14 es G-medible. v
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3.2. Cambios en la o-algebra condicionante G

En general, al hacer mas fina o mas gruesa la o-algebra condicionante G, la relacion de
independencia condicionada no se preserva; es decir, si G, G* y F; son sub-o-dlgebras de
F, 1€ 1, se tiene:

(1) {Fitier 1l G y G € G* no implican {F;};cr 1L G*.

(ii) {Fi};e; 4L G* y G € G* no implican {F;}icr 1L G.

Esto se ilustra con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.8. Sean (2, F, P) el espacio de probabilidad tal que Q = {1,2,3,4}, F = p()
y P({i})=1,i=1,2,3,4.

(a) Sean E; = {1,2}, B2 = {1,3} vy B = {2,3}. Sean ahora F; = o({F1}),
F2 = oc({Ex}), G = {9,Q} y G* = o({B}). Como los eventos F; y Es son in-
dependientes, entonces F; y JF2 son G-independientes. No obstante, F; y F2 no son
G*-independientes, pues

P(BEyNEBy|G*) = 31pc # (3)(3) = P(E1 | G*)P(E> | G¥).

(b) Sean E; = {1}, B2 = {3} y B = {1,2}. Sean ahora F; = c({E1}), F2 = c({E2}),
G = {9,9} vy G* = o({B}. Como los eventos E; y F3 no son independien-
tes, entonces F1 y F2 no son G-independientes. Sin embargo, F; y F2 son G*-
independientes. Para mostrarlo, es suficiente ver que se cumple la igualdad

P(EyNE;|G*)=0=(31p)(31p:) = P(E1 | G*)P(E2 | G*).

No obstante, la G-independencia de dos sub-o-algebras se preserva cuando hay cierta
relacion entre las o-algebras en cuestion (ver Van Putten y Van Schuppen [15]). En
especial se tienen las propiedades siguientes.

Teorema 3.9. Sean G, G* y F; sub-o-dlgebras de F, i =1,2. Entonces:

(1) Si Fy,Fo VGl , entonces Fi, Foll G.
(2) Si Fr,Foll G y G C G* C Fy, entonces Fy, Foll G*.

Demostracion. (1) Esto es consecuencia del literal (b) del Teorema 3.6, pues para Fy € F;
se tiene P(Fy | Fo vV G) = P(Fy) = P(F1 | G).
(2) Por hipotesis y por el literal (b) del Teorema 3.6, para cada Fy € F; se tiene
P(Fy |G*VF) = PF|F)=PF|GVF)
= P(F|G)=PP(F:|G)|G")
= P(P(F2|F)|G") =P |G"),

lo que, en virtud del Teorema 3.6, significa que F1, Fo L G*. ]
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El siguiente teorema establece que si G es la o-algebra generada por una descomposiciéon

D, entonces la G-independencia equivale a la independencia local sobre cada atomo de
D.

Teorema 3.10. Sean {&;},.; una familia de clases de eventos y D = {Di1,Da,...}
una descomposicion de Q; esto es, D, € F, P(D,) > 0, D, N D,, = & si n#m,
nm=12...y Q=W,,Dn. Si G = o(D), entonces {&};.; LG si y solo si
{&}icr AL Dy paran=1,2,....

icl

Demostracion. Para cada A € F se tiene

P(A|G) =Y P(A|Dy)Ip, cs.

n>1
Asi, para cada subconjunto finito no vacio {i1, 4, ...,ir} de I y cada escogencia E;, € &,
i=12,...k,
k k
P( NE, | g) - ZP( N E, | Dn)IDn c.s.
j=1 n>1  J=1
y
k k
[1PE,19=% (H P(E;, | Dn))IDn cs.
j=1 n>1  j=1

Por lo tanto, la igualdad

k k
P( NE, | g) ~[[ P&, 19 cs.
j=1 j=1

equivale a que, para cada n € N, se cumpla la igualdad

k k
P( N E | Dn) = [[ P&, | D.) cs. e
J=1 j=1
En el Teorema 3.10, puede suceder que {&;},.; sea o(D)-independiente, pero que {&;},;;
no sea o({D,})-independiente para cada n = 1,2,.... Esto se ilustra con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.11. Sean (2, F, P) el espacio de probabilidad tal que Q = {1,2,3,4}, F =
p(Q) y P({i}) = 1, i =1,2,3,4. Sean ahora E; = {1,2,3}, B, = {2,3,4}, & = {E1},
52 = {Eg}, D= {Dl = {1},D2 = {4},D3 = {2,3}}, g = 0'(D3).

Es inmediato verificar que &1, & 1l o(D). Sin embargo, &1 y £ no son G-independientes.
En efecto,

P(ELN Ey | D) = 0# (1/2)(1/2) = P(Ey | D3)P(Ez | D3).

Teorema 3.12. Sean {F;},.; una familia de sub-o-dlgebras de F y G una sub-o-dlgebra
de F. Si {Fi},c; 1L G, entonces para cada subconjunto J := {iy,ia,... ix} de I, k > 2,
se cumple Fiy, Fiyy - Fi, AL GV F7, donde F7 := J(Uidf{] ]-"Z-).
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Demostracion. Sea Fy, € F;; para j =1,2,...,k. Por el Teorema 3.6, c.s. se camplen las
igualdades
k k k
P(O\ R, 1gvF ) =P((F, 16)=T] PR, 1)
Jj=1 Jj=1 Jj=1
k k
~ ] Bx, 16) =[] BEUs, 16) |GV F)
j=1 j=1
k k
= [[ BB, |GV Fih | 6vF) =[] EUr, |GV F)
J=1 Jj=1
K
=[P, |GV F). %

<.
Il
—

Corolario 3.13. Si {F;}icr es una familia independiente de sub-o-dlgebras de F, entonces
para cada subconjunto J := {iy, .ig,...,ir} de I, i > 2, se cumple F;,, Fip,- .., Fi, 1L F7,
donde ' := o (U;er_ s Fi)-

Demostracion. Basta tomar G = {@, Q} en el teorema anterior. v

Observacion 3.14. Para ver que el reciproco del corolario anterior no es valido, es sufi-
ciente tomar F; = F para todo ¢ € I.

El siguiente teorema esté inspirado en el Ejercicio 4.2.2 de Nualart [13], donde se considera
el caso I = {1,2}.

Teorema 3.15. Sean {&;}icr una familia de eventos & C F, {Gn}nen una sucesion
mondtona de sub-c-dlgebras de F y Goo = o(limy 00 Gn). Si {&i}ier 1L G para cada
n €N, entonces {&;}ier L Goo.

Demostracion. Sean {i1,i2,...,i;x} un subconjunto finito no vacio de I y E;, € &,
7 =1,2,... k. Por hipétesis, para cada n € N se cumple

k k
P( NE, | gn) ~[IP(E;16.) cs.
j=1 j=1

De otra parte, si {G, }nen es creciente (respectivamente decreciente), entonces para cada
A € F se verifica que X = {X,, :== E(I4 | Gn)}nen es una {G, }-martingala (resp., {Gp }-
martingala inversa) cerrada (ver Teorema 6.6.2 y Teorema 6.6.3 de Ash y Doléans-Dade
[1]). Por lo tanto

E(IA | gn) — E(IA | goo) C.S.

De esto se sigue que

P(ﬁEij|goo)_ﬁ (B, | Goo) c.5. &
j=

j=1

[Revista Integracion



Algunas propiedades de la independencia condicionada 177

3.3. Cambios en la medida de probabilidad P(-)

Sean Py @ medidas de probabilidad en el espacio medible (Q, F), G una sub-o-algebra
de F y {&:}ier una familia de clases de eventos & C F. En este contexto abordamos
la cuestion de la relacion entre la G-independencia de {&;}icr bajo Py bajo Q. En lo
que sigue, la esperanza con respecto a estas medidas se denotara por Ep(-) y Eqg(:),
respectivamente. También, la G-independencia de {&;};cr con respecto a estas medidas
se denotara por {&-}ie[% Gy {gi}ie]% G, respectivamente.

Lema 3.16. Si Q < P y dQ = YdP, entonces para cada variable aleatoria X que sea
Q-integrable se cumple

Ep(XY | G) = Fo(X | G)Ep(Y | ), P-cs.
Demostracion. Para cada G € G se verifica

/GEP(XY|Q)dP = /GXYdP:/GXdQ:/GEQ(X|g)dQ

/EQ(X|Q)YdP:/ Ep(Eq(X | G)Y | G)dP
G G

= /GEQ(X | G)Ep(Y | G)dP.

De esto se sigue que Ep(XY | G) = Eq(X |G)Ep(Y | G), P-cs. v

Observacion 3.17. Si en el Lema 3.16 se toman Y = % yX=14,donde A,Be Fy
P(B) > 0, entonces se obtiene

P(ANB|G)=Q(A|G)P(B|G), P-cs.
Proposicion 3.18. SiQ < P ydQ =Y dP, donde Y es una variable aleatoria G-medible,
entonces {&}ie[J}l_g implica {&-}ie[% G.

Demostracion. Por el Lema 3.16, y por la G-medibilidad de Y, para cada A € F lo
siguiente se cumple P—c.s.:

YEp(Ia|G) = Ep(IaY |G)=Eqg(Ia|G)Ep(Y |G)
= Eo(i| Q)Y =YEo(I4 | G).

Por tanto, sobre el evento {Y > 0} € G se tiene Eq(la | G) = Ep(Ia | G), es decir,

Eq(a]1G)=FEp(Ia]G) Q-cs. v

Corolario 3.19. SidQ = P?BB) dP y si B € G, entonces {&}iGIJFL_ G implica {&-}ie]J_QI_ Gg.
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En el Corolario 3.19 no se puede omitir que B € G, como se muestra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.20. Sean (92, F, P) el espacio de probabilidad tal que Q = {1,2,3,4}, F =
p(Q) y P({i}) = %, i =1,2,3,4. Sean ahora Ey = {1,2}, By = {1,3}, 1 = o({E1}),

Fo=0({E2}), G ={2,0}, B={2,3} ydQ = %dP.

De acuerdo con el Ejemplo 2.3, los eventos E; y E5 son independientes en (Q, F, P), y
por tanto Fi, ]—'QJIL_ G. Sin embargo, F; y F2 no son G-independientes en (2, F, Q), pues

Q(E1NEy) = P(E\NEy | B) # P(Ey | B)P(E; | B) = Q(E1)Q(E?).

El siguiente resultado involucra una familia finita de clases de eventos y una estructura
especial del evento B.

- ‘ 1
Proposicién 3.21. Si 51,82,...,6’”J}l_g y dQ = D)

B, €& parai=1,2,...,n, entonces 81,82,...,8nJ@|_g.

dP, donde B = (., B; con

Demostracion. Por la hipétesis, P(B | G) = P((Ni_; B; | G) = [I'-, P(Bi | G). De

acuerdo con la Observacion 3.17, para cada F; € &,i=1,2,...,n,
E/|G) = =
QUEN9) = =55 o) P(B; | G)

Ahora, si {il,ig,...,ik} - {1,2,...,71}, k > 2, y Eil S 5¢1,E1'2 S giz)"-aE’ik S 5ik;
entonces

it P(BO (NI Ey,) 1 6)
o819 =—5wrg
L P(E,NBi,|G) L
= 1:[1 “EELG) l:IlQ(Eij |G). v

4. Independencia condicionada de variables aleatorias

En esta seccién se usan los resultados previos para establecer algunas propiedades de la
independencia condicionada de una familia de variables aleatorias.

Definicion 4.1. Se dice que una familia de variables aleatorias {X;}icr es G-
independiente, en simbolos: {X;}icr L G, si la familia de o-algebras {o(X;)}icr gene-
radas por ellas es G-independiente.

Proposicion 4.2. Sea {X;}icr una familia de variables aleatorias integrables. Entonces:
(1) {E(X: | G)}ier L G.
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(2) {Xi}ier L G = {X;, — E(X; | G)}ics L G.

Demostracion. (1) Esto se sigue del literal (2) de la Observacion 2.6.

(2) [=] Por la hipotesis y por el Corolario 3.4, {o(X;)V G}ics 1L G. El resultado se sigue
de la inclusion o(X; — E(X; | G)) C o(X;) VG.

[«=] Por La hipotesis y por el Corolario 3.4, {o(X; — E(X; | G))VG}ics 1L G. El resultado
se sigue de la inclusion o(X;) C o(X; — E(X; | G)) VG. v

Proposicion 4.3. Para una familia {X;}icr de variables aleatorias las siguientes afirma-
ciones son equivalentes.

(1) {Xitier L G.
(2) Para toda familia de funciones borelianas {gi}ier, {9i(Xi)}ier L G.
(3) {m (X)) }ierdL G, donde n(X;) := {{X; <=z}; =€ R}.

(4) Para cada J = {iy,ia,...,ix} C I, k > 1, y cada conjunto de variables aleato-
rias integrables Vi, ,Yi,, ..., Y, , tal que Y;, sean o(X;;)-medible, j = 1,2,... k, y
H?:l Y:, integrable, se cumple

E(HY 16) =[50, 19) e

j=1
Demostracion. [(1) = (2)] Por la definicién de G-independencia, pues para cada ¢ € I,
o(9:(Xi)) € o(X5).
[(2) = (1)] Basta tomar g;(x) =z, i € I.

[(1) & (3)] Esta equivalencia se sigue del Corolario 3.2, pues w(X;) es un m-sistema que
genera a o(X;).

[(1) & (4)] Este resultado se sigue del literal (e) del Teorema 3.6. v
Observacion 4.4. Segun la Proposicion 4.3, la G-independencia de la familia de variables
aleatorias {X;};cr equivale a la condicion de que para cada subconjunto {i1,42,...,ix}
de I y cada escogencia x1, 3, ..., € R, k > 2, se verifica

k k
P( N{xXi, <5} g) ~[[Px;, <2;19) cs.
j=1 j=1

Esta equivalencia también aparece en Roussas [16]; su demostracion, que la divide en
tres lemas, usa argumentos de clases monotonas.

Conclusiones

En este articulo se han establecido algunas propiedades generales de la relaciéon de in-
dependencia condicionada que, junto con las especiales de Van Putten y Van Schuppen
[15], conforman una lista suficiente para abordar diversos problemas que involucran la
nocién de independencia condicionada.
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