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Introduccidén

En las tres ultimas décadas el tema de la ensenanza y el aprendizaje de la demostracion
en matemaéticas en los niveles de primaria, secundaria y universitaria se ha puesto en
consideracion por parte de los investigadores en educacién matemaética, principalmente
por los miltiples cuestionamientos que se han hecho en torno a su ensefianza y su apren-
dizaje. Evidencia de ello son la revista International Newsletter on the Teaching and
Learning of Mathematical Proof (http://www.lettredelapreuve.it/), los resultados de la
Conferencia del 192 ICMI Study [49] y las numerosas publicaciones en otros libros y re-
vistas, parte de las cuales describimos en este documento. La ensenanza y el aprendizaje
de la demostracion son también importantes para los profesores de los diferentes niveles
educativos, sobre todo de educacién secundaria y de universidad. Un ejemplo destaca-
do son las dos ediciones de los Principios y Estindares para las Matemdticas Escolares
[81, 82|, publicaciones de transcendencia mundial, en donde se incluye el razonamiento
y la demostraciéon como uno de los cinco estdndares de procesos que los estudiantes de-
berian conocer y ser capaces de usar con mas perfeccion y complejidad a medida que
progresan en su escolarizacion. En la mas reciente de dichas publicaciones se sugiere que
los programas de ensenianza en todos los niveles desde educacion infantil hasta educacion
secundaria deberian capacitar a los estudiantes para:

e “reconocer el razonamiento y la demostracion como aspectos fundamentales de las
matemaéticas;

formular e investigar conjeturas matemaéticas;

desarrollar y evaluar argumentos matematicos y demostraciones;

elegir y utilizar varios tipos de razonamiento y métodos de demostracion” [83, p. 59].

La mayoria de investigaciones sobre la ensenanza y el aprendizaje de la demostracion
se han realizado en el dominio de la geometria euclidiana, varias de ellas apoyadas en
el uso de programas informéaticos de geometria dinamica [3, 8, 9, 18, 27, 31, 45, 59, 62,
67, 79, 78, 91, 103]. Otras investigaciones estan enmarcadas en el dominio de la teoria
de nameros [2, 28, 41, 52, 102], el algebra [11, 58, 89| o el razonamiento probabilistico
[23]. En anos recientes han surgido corrientes acerca de las concepciones de los profesores
sobre la demostracion y sus competencias en el proceso de demostrar [97, 98, 102, 104]
y sobre el aprendizaje de la demostracion visto como una practica sociocultural que se
lleva a cabo y se condiciona por la comunidad en la que se inscribe [27, 29, 60].

Los estudios acerca de la ensenanza y el aprendizaje de la demostracion se han desarro-
llado desde perspectivas diferentes, que incluyen aspectos histéricos, epistemologicos,
psicolégicos, cognitivos, curriculares y didécticos, lo que da lugar a diferentes clasifi-
caciones o estructuras organizativas para la presentaciéon de las principales corrientes
investigativas en el campo. En el presente documento ofrecemos una revision de impor-
tantes publicaciones que dan cuenta de investigaciones sobre el aprendizaje y la ensefianza
de la demostracion matemaética. La revision esté organizada en cinco lineas de trabajo,
derivadas de las caracterizaciones realizadas por Mariotti [76], Harel y Sowder [56] y
Boero [24]. Mariotti [76], desde una postura epistemologica de la demostracion, que le
atribuye responsabilidades en la validacion y la comprension de ideas mateméaticas, hace
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una recopilacién de estudios presentados durante 30 anos en los congresos del Interna-
tional Group for the Psychology of Mathematics Education (PME), organizandolos segtn
que traten aspectos curriculares, cognitivos o de ensenanza. Mariotti apunta que, deba-
jo de cualquiera de estos aspectos educativos, estd presente la tension entre diferentes
concepciones de la demostracion, que tienen su paralelismo histérico si se comparan las
posturas basadas en los Elementos de Euclides y las basadas en la nueva concepcién
sobre la verdad mateméatica que surgi6é a partir del final del siglo XIX. También senala
que un aspecto comun a ambas concepciones es el reconocimiento de la relacién entre
comprension y aceptabilidad de las afirmaciones matemaéticas.

Por su parte, Harel y Sowder [56] se enfocan en asuntos cognitivos referidos a los es-
quemas de demostracion'. Estos autores definen un esquema de demostracion de una
persona o una comunidad como lo que le permite asegurarse (eliminar sus propias dudas
sobre la veracidad de una afirmacién matemaéatica) y persuadir (eliminar las dudas de
otros sobre esa afirmacion). En [55] Harel y Sowder presentan los resultados de diversos
experimentos de los que extraen un conjunto de categorias de demostraciones empiricas y
deductivas, que detallamos un poco mas en otra secciéon de este articulo. Harel y Sowder
en [56] revisan una variedad de factores que influyen en el aprendizaje de la demostracion,
organizados desde los puntos de vista mateméatico e historico-epistemoldgico, cognitivo y
educativo y socio-cultural.

En la introduccion a Boero [24], el editor plantea la necesidad de desarrollar nuevas
formas de ensenanza de la demostracion en los niveles preuniversitarios que se adapten a
las condiciones actuales de los centros de ensefianza, de los profesores y de los estudiantes.
Para analizar esta problematica, el libro se centra en aspectos histérico-epistemolégicos,
cognitivos y didacticos de la demostracién, vista como producto.

Un aspecto interesante en la definicion de esquema de demostracion es la consideracion
explicita de una comunidad como unidad de elaboraciéon de demostraciones, ya que para
ello es necesario que los individuos que la integran se pongan de acuerdo en aspectos
cruciales como qué es demostrar, como se demuestra una afirmacién matemética o qué
caracteristicas debe poseer un argumento para ser reconocido como una demostraciéon
valida. En la actualidad existe consenso generalizado en reconocer que las matematicas
son una produccion social realizada por un grupo de expertos (los mateméaticos pro-
fesionales) que se ponen de acuerdo sobre ciertas normas. Ademaés, investigadores en
educacion matematica llevan estas ideas al mundo de la ensenanza y proponen conside-
rar los grupos de estudiantes de un aula como una comunidad que puede adoptar sus
propios acuerdos para construir su concepcién de demostraciéon matematica. Un ejemplo
de ello lo tenemos en [27]. Desde este punto de vista, con el que coincidimos, la actividad
de producir una demostracién es una practica social cuyas caracteristicas dependen del
ambito institucional en donde se lleva a cabo.

La recopilacién de investigaciones que presentamos en este documento intenta ser mas
abarcadora que cada una de las tres mencionadas antes, y profundizar en lineas que se
mencionan tangencialmente en los estudios de referencia. Cabe aclarar que la division del
texto en estas cinco secciones no genera grupos disjuntos, pues las lineas de investigacion
se articulan estrechamente.

L Algunos investigadores usan el término “esquemas de prueba” como traducciéon de “proof schemes”

K

pero de acuerdo a la definicién de demostracion de Harel y Sowder, decidimos usar el término “esquemas
de demostracion”.
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Investigaciones en la linea histdrico-epistemoldgica

Las investigaciones en la linea historico-epistemolégica se centran en indagar por la na-
turaleza de la demostracion y su estatus en el conocimiento matematico. Buscan crear
conciencia de que la demostracion ha sido vista bajo diferentes perspectivas por los
matematicos en las escuelas de pensamiento de las comunidades académicas en diferen-
tes culturas y épocas historicas [24, 44| y también responder a interrogantes como jqué
es la demostracion y cudles son sus funciones? [31], jcomo son construidas, verificadas
y aceptadas las demostraciones en las comunidades de matematicos? [80], jcuales son
algunas de las fases criticas en el desarrollo de la demostraciéon en la historia de las
matematicas? [56].

La linea de investigacion se sustenta con planteamientos como los de Balacheff en [15],
quien propone que las diferentes concepciones sobre la demostracion matematica deben
ser explicadas y relacionadas para lograr una comprension global acerca de la naturaleza
de la demostracion, una coherencia en el discurso acerca de esta y significados compartidos
entre investigadores en educaciéon mateméatica. La forma en que se responde a preguntas
sobre la naturaleza de la demostracion, el estatus en la actividad matematica y sus
relaciones con los contenidos matematicos y los contextos de uso determinan la vision
de lo que es una demostracion matematica desde el punto de vista de la ensenanza y el
aprendizaje.

Como un aporte a la distincion acerca del estatus otorgado a la demostracion por diversos
investigadores, Balacheff en [15] distingue cinco posiciones diferentes:

e La demostracion matemdtica es un tipo universal y paradigmdtico de validacion del
conocimiento. En ese sentido, la demostraciéon matematica podria ser vista, debido
a sus relaciones privilegiadas con la légica, como una referencia para procesos de
validacién en otros &mbitos y como el mejor ejemplo de racionalidad. Esto parece
haber sido sistematizado de manera bastante radical por los educadores matemati-
cos estadounidenses de la primera parte del siglo pasado, dando lugar a un formato
de representacion a dos columnas, a favor de un enfoque analitico que facilita la
evaluacion de la demostracion por el estudiante y el profesor [15].

e La demostracion matemdtica tiene una naturaleza idiosincrdsica y particular, liga-
da al contenido matemadtico. El esquema de demostraciéon de una persona es algo
completamente subjetivo, que puede variar de una persona a otra, de una cultura a
otra y de una generacién a otra. Asi, los esquemas de demostracion son idiosincrasi-
cos y varfan de un campo a otro, incluso dentro de las matemaéticas [55]. Esta vision
de la demostraciéon ha sido utilizada o adaptada por algunos investigadores para
proponer modelos para el estudio de la demostracién en la educacién matemética
[3, 37, 38, 65, 78, 95, 96].

e La demostracion es una prdctica matemdtica por excelencia ubicada en el corazon
de la matemdtica misma. La demostracion es connatural al pensamiento matemati-
co y el razonamiento deductivo, que sustenta el proceso de validar y diferencia
las matematicas de las ciencias empiricas. El proceso de construccién de una de-
mostraciéon es claramente complejo y riguroso: se trata de partir de lo que se sabe,
las propiedades matematicas que ya se conocen o se pueden asumir, identificar lo
que se va a deducir y organizar un conjunto de transformaciones necesarias para
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inferir lo segundo a partir del conjunto inicial de propiedades, usando esquemas
de razonamiento logico [55]. Esta vision ha sido compartida y complementada por
investigadores ingleses [64, 70, 100].

e La demostracion es una herramienta necesaria para las matemdticas, cuya utilidad
se percibe en sus aplicaciones. La demostracion adquiere significado en el juego
dialéctico entre formular una demostracion y comunicar su significado [50]. Esta
dialéctica deberia explotarse en la ensenanza combinando procesos sociales de ve-
rificacién con la elaboraciéon de demostraciones en el marco de sistemas teéricos.
En ese sentido, la contribuciéon més importante de la demostraciéon a la educaciéon
matematica es la comunicacién de la comprensién matemética. Un curriculo de
matematicas que tiene como objetivo reflejar el verdadero papel de la demostracion
rigurosa de las matematicas debe presentarla como una herramienta indispensable
de las matematicas, y no en la esencia misma de la ciencia [50].

o La demostracion es un campo autonomo especifico de las matemdticas. Un teorema?

solo es aceptable porque es sistematizado en una teoria, con una total autonomia de
cualquier verificacion o argumentacion a nivel empirico [74]. Esta posicion se basa
claramente en el reconocimiento de un caracteristica especifica de las matematicas:
la organizacion teorica de acuerdo a axiomas, definiciones y teoremas [15].

Con el animo de dilucidar la naturaleza de la demostracién matematica, y con un
planteamiento de base filosofica, Arsac en [4, 5| analiza diferentes hipotesis elaboradas
por los historiadores acerca del origen de la demostracion en las matematicas griegas. En
particular, tiene en cuenta presupuestos referidos a las necesidades internas del desarrollo
de las matemaéticas o los referidos a influencias externas del desarrollo de la sociedad y
la cultura griega (en particular, la filosoffa griega). Afirma que cualquier investigacion
educativa sobre la demostraciéon debe remitirse a la historia de la misma, como sucede
con cualquier concepto matematico, incluso si la demostracién no es precisamente un
concepto sino un proceso o una técnica. Atendiendo a esta recomendacion, en [53] se
menciona que la estructura psicologica de los esquemas de demostracion [55] fue revisada
y replanteada con un enfoque basado casi exclusivamente en consideraciones historicas
y filosoficas. Los esquemas de demostracion son un ejemplo de como se pueden explotar
la historia y la epistemologia de las mateméticas para desarrollar herramientas que son
dtiles en la investigacion educativa, a fin de analizar actuaciones de los estudiantes en el
ambito de la demostracion.

Por su parte, De Villiers en [31] propone como funciones de la demostracion la verifica-
cion, explicacion, sistematizacion, descubrimiento y comunicacion. El analisis se efectta
con base en consideraciones epistemologicas y en el testimonio personal de matematicos
activos. Plantea que la conviccién de un hecho no se consigue exclusivamente con una
demostracion, ni la tnica funciéon de la demostracion es la de verificacion/conviccion;
esta funcién no tiene sentido para los estudiantes en los casos evidentes o facilmente
verificables, mientras que la funciéon de explicacion es mas significativa. Segun el autor,
en el ambito educativo debe ponerse més atencion a las funciones de descubrimiento y
comunicaciéon. La funcién de sistematizacion debe dejarse para niveles mas avanzados y
deberia ser omitida en un curso introductorio de la demostracion.

24Unidad compuesta de un enunciado matematico, una demostracién y una teoria matematica, donde
la forma condicional del enunciado desempefia un papel principal” [77].
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Arzarello en [6] examina el significado de la demostracion comparando las contribuciones
de diferentes corrientes filoséficas acerca de la naturaleza del conocimiento matemaético,
aunque senala que saber lo que es una demostracion no es suficiente para abordar el
problema didactico de su aprendizaje en la clase. En su trabajo, Arzarello aborda la di-
cotomia formal-informal en matematicas y define la nociéon de consecuencia ldgica como
el nicleo del significado de la demostracion en matemaéticas. El autor critica las posi-
ciones cuasi-empiristas, que reconocen cada vez mas las matemaéticas experimentales, y
la invencién de nuevos tipos de demostracién que no encajan dentro del modelo estandar
de demostracion, como aquellas asistidas por computador. La reflexion es compartida por
Hanna en [48], quien sefiala que algunas de las razones que llevaron a que la demostracion
en matematicas quedara relegada en los curriculos de secundaria de Norte América es su
pérdida de importancia dentro de las mismas matematicas.

Por otro lado, Mariotti en [74] plantea un modelo de analisis de la naturaleza de la de-
mostracién en geometria que permite, no solamente la distincién formal entre la verdad
y la validacién de los hechos matemaéticos, sino administrar la complicada relaciéon en-
tre las dimensiones intuitiva y tedrica de la ensenanza y el aprendizaje de la geometria.
Plantea la necesidad de realizar un anélisis profundo para entender los procesos men-
tales involucrados en el razonamiento geométrico, en particular los relacionados con la
naturaleza de las “figuras geométricas” y su papel en las demostraciones. La investigado-
ra incluye la demostraciéon en el concepto de teorema, enunciado que es aceptable s6lo
porque es sistematizado dentro de una teoria, con una autonomia completa de cualquier
verificacion o cualquier argumentacion en un nivel empirico. Con base en su caracteri-
zacion de teorema, Mariotti et al. en [77] realizan un andlisis historico-epistemologico de
los teoremas matematicos, enfocan los teoremas de geometria en este sentido y analizan
las caracteristicas del campo de experiencias, el papel del profesor en la interaccién en el
aula y las funciones de la exploracién dinamica en la generacion de la forma condicional
de los teoremas y el proceso de demostrar.

Investigaciones en la linea de la demostracién en el curriculo

En esta seccidén nos referimos a investigaciones que tienen como meta proporcionar una
descripcion del estatus de la demostracion en la escuela y su relaciéon con el curriculo.
Algunos interrogantes que motivan los estudios investigativos son: jcudl es el estatus de la
demostracion en la escuela? [76], ;qué influencia tienen las concepciones epistemologicas
acerca de la demostracion en las diversas opciones curriculares?, ;qué relacion guardan el
aprendizaje de la demostracion en la escuela y las concepciones de los estudiantes acerca
de la demostracion con supuestos histoéricos y epistemolédgicos subyacentes en el curriculo?
[24]. A continuacién sintetizamos algunos de los principales estudios representativos de
esta linea, sintesis que se puede complementar con la presentada en [92].

Battista y Clements en [20] proponen que el curriculo de secundaria debe estimular a
los estudiantes a refinar su pensamiento gradualmente, conduciéndolos a comprender los
defectos de las justificaciones visuales y empiricas para que descubran y comiencen a
usar componentes criticos del pensamiento formal. Al respecto Godino y Recio en [43]
plantean que la ensenanza de las matemaéticas debe procurar que los estudiantes controlen
y dominen las diversas practicas argumentativas, asi como que sean conscientes de las
relaciones dialécticas entre ellas.
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Healy y Hoyles en [57, 59] presentan los resultados de un proyecto nacional sobre las
concepciones de demostracién que tienen estudiantes entre 14 y 15 anos, en Inglaterra
y Gales. A partir de un cuestionario aplicado masivamente, que incluia preguntas de
algebra y geometria, examinan la relacién entre el curriculo nacional, las concepciones
que manifiestan los estudiantes, asi como su desempeno. Las respuestas del cuestionario
sirvieron a Kiichemann y Hoyles (ver [70]) para sacar conclusiones sobre la influencia del
tema (4lgebra o geometria), el género y el conocimiento matematico general en las con-
cepciones acerca de la demostracion y en el desempeno al demostrar. Los autores senalan
que las respuestas a los items cuyos temas eran més familiares a los estudiantes estaban
sujetas a la influencia de los libros de texto més que al conocimiento matematico general,
mientras que las respuestas a los items menos familiares (geometria), estaban mas sujetas
a la variacion entre clases; en un estudio complementario al anterior, los autores caracteri-
zan las diferentes respuestas de dos estudiantes con diferentes visiones de demostracion
y de mateméticas. En un estudio local, usando la idea de evaluacion propuesta en [70],
Fiallo y Gutiérrez presentan en [39] los resultados cualitativos y cuantitativos de una
evaluacion diagnostica aplicada a 100 estudiantes de 10° grado de bachillerato (14-16
anos) de tres instituciones de Santander (Colombia), mediante el analisis de los tipos de
demostraciones (ver [78]) que realizan los estudiantes al inicio del curso.

Con un objetivo similar, Szendrei-Radnai y Toérok en [99] suministran informacion sobre
la existencia de situaciones alternativas y la influencia de “agentes” externos a la confi-
guracion escolar hingara usual (contextos matematicos y cotidianos) que contribuyen a
proporcionar buenas oportunidades para que los estudiantes puedan hacer frente a una
demostracion de una manera coherente y proporcionan una imagen parcial y relativa de
las concepciones de los estudiantes en Hungria acerca de la demostracién al entrar en la
Universidad, como efecto del acercamiento escolar.

Ibafies y Ortega en [66] realizan un anélisis curricular del tratamiento de las demostra-
ciones trigonomeétricas revisando los libros de texto espanoles de primer curso de ba-
chillerato. Usan como categorias de analisis de contenido matematico las definidas para
ese fin en [65]. Por esta razon, estudian los esquemas de demostracion, las técnicas em-
pleadas en las demostraciones -método, estilo y modo-, las funciones de la demostracion,
la explicitacién de procesos, las expresiones que se utilizan y si en los textos se hacen
consideraciones globales del proceso seguido en la demostracion. En un trabajo similar
Stacey y Vincent [95] usan la definicion de demostracion y los esquemas de demostracion
de Harel y Sowder [56] para analizar los modos de razonamiento explicito en las ex-
plicaciones, justificaciones y demostraciones de varios topicos en cuatro libros de texto
australianos. Concluyen que todos los libros de texto hacen algin intento de explicar
cada proposicion. Ningun libro de texto presenta ‘reglas sin razon”. Sin embargo, parece
ser que el tinico objetivo al deducir una regla es ponerla en practica en ejercicios, en lugar
de utilizar las explicaciones como una herramienta de pensamiento. Las explicaciones son
muy cortas y solo presentan aspectos esenciales del razonamiento formal, por lo que los
estudiantes deben acudir a los profesores para comprenderlas, aunque el material pro-
porcionado requiere de profundizacién en el conocimiento matemético y pedagogico del
contenido por parte de los profesores. Algunos de los recursos electronicos que se agregan,
incluyendo demostraciones geométricas dinamicas y plantillas para la construccién, son
para llenar algunas lagunas en las explicaciones.
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Investigaciones en la linea de concepciones y dificultades de los estudiantes al apren-
der a demostrar

En este grupo ubicamos investigaciones que buscan obtener una mejor idea sobre los
procesos relacionados con el aprendizaje de la demostraciéon y aportan respuestas a
interrogantes como jcuéles son las actuales concepciones de la demostracion de los es-
tudiantes? [56], jcudles son las principales dificultades que encaran los estudiantes en
relacion a la demostracion? y jcuél puede ser el origen de tales dificultades? [56, 76]. A
continuacién presentamos trabajos de investigacion representativos de esta linea.

Balacheff en [13] presenta un estudio experimental acerca de las concepciones de de-
mostraciéon de los estudiantes, desde el punto de vista de las practicas matematicas.
Plantea la siguiente clasificaciéon para las concepciones: empirismo ingenuo, experimento
crucial, ejemplo genérico y experimento mental. Las tres primeras corresponden a de-
mostraciones empiricas y la ultima a demostraciones deductivas informales, La diferencia
entre las demostraciones empiricas es la forma como los estudiantes seleccionan los ejem-
plos: En el empirismo ingenuo, el estudiante busca, muchas veces de manera aleatoria,
uno o varios ejemplos, que son percibidos como casos aislados. En el experimento crucial,
la demostracion se basa en la concepciéon de que todos los ejemplos se comportarén de la
misma manera, por lo que el estudiante elige ejemplos de manera cuidadosa para que no
sean “especiales” y verifica en ellos la conjetura cuya veracidad quiere demostrar. En el
ejemplo genérico, el estudiante hace una biisqueda cuidadosa de ejemplos, que son repre-
sentantes de sus clases y portadores de propiedades abstractas. La principal caracteristica
del experimento mental es que los ejemplos ya no forman parte de la demostracién, sino
que son un complemento que ayuda al estudiante a encontrar propiedades y relaciones
deductivas para construir la demostracion.

El estudio de Balacheff permite ver los procesos de demostracion usados por los estu-
diantes al resolver un problema, revisando cémo los estudiantes llegan a la conviccion
de la validez de la soluciéon propuesta, a través de la discusiéon verbal. Concluye que el
analisis de las caracteristicas lingiiisticas de las expresiones en la demostraciéon es insu-
ficiente para aclarar el nivel de demostracion de los estudiantes. En cambio, cuando se
conoce el proceso de produccion de la demostracién se puede tomar una decisiéon acer-
ca de su validez efectiva y de su nivel. Con base en los resultados de su investigacion,
plantea una ruptura entre los dos primeros tipos de demostracion y los dos tltimos. Es-
ta ruptura puede ser caracterizada como el paso de una verdad asegurada a partir de
una afirmacién del hecho a una verdad asegurada a partir de un razonamiento. También
reconoce una conexion entre el empirismo ingenuo y el experimento crucial, cuando el
altimo es usado en la demostracién por la necesidad de asegurar la generalidad de la
conjetura soportada. Por ejemplo, Ibafies y Ortega en [65] presentan un estudio sobre el
reconocimiento de diferentes procesos matematicos por parte de estudiantes de primer
curso de bachillerato, entre los cuales esta la demostracion. En su estudio muestran que
los estudiantes van evolucionando en el reconocimiento, distincion e identificacién de las
demostraciones matemaéaticas, basados en razones externas al proceso y en las funciones
que le asignan, logrando una caracterizacion cada vez mejor del mismo. Cuando ellos se
fijan en las funciones de la demostracion, la de explicacion es la que més consideran. Los
estudiantes que no han recibido una instruccién especifica sobre la aplicabilidad de los
teoremas no son conscientes de esta posibilidad, e incluso creen que se pueden encon-
trar ejemplos que no satisfagan un teorema ya demostrado. Antonini y Mariotti en [3],
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a partir de la nocion de teorema dada por Mariotti et al. en [77], proponen un modelo
para ser usado en la observacion, el analisis y la interpretacion de asuntos didacticos y
cognitivos relacionados con las argumentaciones y demostraciones indirectas. Plantean
que el uso de las expresiones “demostracion indirecta”, “demostraciéon por contradiccion”,
“demostracion por contraposicion” y “demostracion ad absurdum”. En los libros de texto,
no es claro y uniforme, y puede ser objeto de polémica, incluso entre los mateméticos.
Ademés del anélisis de las dificultades en la comprensiéon y produccion de demostraciones
indirectas, en el articulo se discute la compleja relaciéon entre los argumentos que apoyan
un enunciado y su validacién mediante una demostracién matematica, y se pone en evi-
dencia la necesidad de hacer un anélisis epistemolégico y cognitivo que incluya el proceso
de conjeturar, para analizar e interpretar las dificultades de los estudiantes en el tema
de la demostraciéon indirecta. Los autores senalan la dificultad de algunos estudiantes
para convencerse de la veracidad de alguna conjetura a partir de una demostraciéon por
contradiccion, debido a la complejidad de la argumentacion que soporta la demostracion
y su lejanfa con posibles procesos previos de generaciéon de la conjetura. Dichos autores
detectan también que, para muchos estudiantes, las demostraciones por contradicciéon no
cumplen las funciones asignadas a este proceso.

Por otro lado, Harel y Sowder en [55] consideran que las dificultades para aprender a
demostrar obedecen a la variedad de formas como los estudiantes se convencen a si mismos
o persuaden a otros de la certeza de una observaciéon. Proponen la nocién de “esquema de
demostracién” como una herramienta para analizar las formas de conviccién o persuasion,
y clasifican las demostraciones de los estudiantes en los siguientes esquemas, cada uno
con sus respectivas subcategorias: por conviccion externa, empiricos o analiticos. Dichos
esquemas son mutuamente exclusivos, pues un argumento de demostracién no puede ser
de dos tipos a la vez, pero es frecuente que los estudiantes utilicen mas de una clase de
esquema en diferentes partes de una demostracion. Estos autores argumentan que las
actividades de aprendizaje que educan el razonamiento de los estudiantes acerca de la
demostracion son cruciales en el desarrollo matematico, atin desde los primeros anos. Los
estudiantes deberian aprender que las demostraciones son, primero que todo, argumentos
convincentes, que son un producto de la actividad humana, en la cual ellos pueden y
deben participar y que son parte esencial de la actividad matematica. La meta de la
ensenanza de las matematicas es ayudar a los estudiantes a refinar sus propios esquemas
de lo que constituye una justificacion en matematicas: desde esquemas dominados por
la percepcion, la manipulacién simboélica y los rituales, hasta esquemas basados en la
necesidad logica, pasando por esquemas basados en la intuicién y la conviccién personal.

Arzarello et al. en [7] bosquejan un modelo para interpretar las dificultades en los procesos
de exploracion de situaciones geométricas, cuando se estan formulando conjeturas (fase
ascendente de la actividad) y produciendo sus demostraciones (fases descendente de la
actividad). El modelo esta basado en los diferentes tipos de control del sujeto con respecto
a la situacion, y el paso de una fase a la otra. Estos autores analizan la solucién a un
problema de demostracion poniendo especial atencién al momento en que se pasa de la
fase ascendente, caracterizada por una actividad empirica que apunta a entender mejor
el problema, generar una conjetura o verificarla, hacia una fase descendente, donde se
intenta construir una demostracién deductiva de la conjetura. En un estudio posterior,
Arzarello et al. en [9, 8], analizan el uso del arrastre en sistemas de geometria dinamica
introduciendo una jerarquia de sus funciones. El arrastre se revela crucial en la dialéctica
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entre los aspectos perceptivos y tedricos que se lleva a cabo en el razonamiento geométrico
cuando se plantea en un contexto de geometria dindmica. Estos autores plantean dos
tipologias cognitivas de uso del arrastre que estan relacionadas con los tipos de control
mencionados anteriormente, de manera que las finalidades de los arrastres que se realizan
durante la resoluciéon de un problema suelen estar relacionadas con los sucesivos pasos
dados por los estudiantes a lo largo de la fase ascendente y de la descendente.

Healy y Hoyles en [58] examinan las concepciones de los estudiantes de la demostracion
en algebra, encontrando que los estudiantes sostienen simultdneamente dos concepciones
diferentes de demostraciéon. De un lado, prefieren argumentos que pueden evaluar, que los
convencen, que le proveen una explicacion significativa y que excluyen el dlgebra. De otro
lado, predomina el argumento empirico en las propias construcciones de demostraciones,
aunque la mayoria de estudiantes se da cuenta de sus limitaciones. Otro resultado de
este proyecto es reportado en [64], donde se analizan las respuestas a una pregunta
escrita sobre la equivalencia de dos enunciados de teoria elemental de ntmeros, una
implicacién logica y su reciproca, para evaluar la verdad de las afirmaciones y justificar
sus conclusiones. Distinguen tres estrategias, empirica, empirica enfocada y deductiva
enfocada, que representan cambios en la atencion desde un acercamiento inductivo hacia
uno deductivo. Estos autores presentan también algunas categorias teéricas para clasificar
diferentes tipos de significados que los estudiantes asignan a la implicacién logica y las
razones que sustentan estos significados. Las categorias distinguen respuestas donde un
enunciado de implicacion logica es (o no) interpretado como equivalente a su reciproca,
el antecedente y el consecuente se ven (o no) como intercambiables o las conclusiones son
(0 no) influenciadas por datos especificos.

En [37] Fiallo analiza los tipos de demostracion propuestos por Marrades y Gutiérrez
en [78], que emergen durante la aplicacion de una unidad de ensefianza de las razones
trigonométricas en un entorno de geometria dindmica, enfocdndola ademas hacia el de-
sarrollo de las habilidades de la demostracion en los estudiantes de 10° grado. Con los
datos obtenidos en esta investigacion, Gutiérrez y Fiallo presentan en [46] algunos ejem-
plos de los diferentes tipos de demostracion producidas por los estudiantes y muestran
su progreso durante la unidad de ensenianza.

Investigaciones en la linea de la relacién entre argumentacién y demostracion

Esta linea de investigacion esta relacionada estrechamente con los trabajos sobre concep-
ciones de los estudiantes, dado que los investigadores buscan caracterizar el razonamiento
relacionado con la demostracion. Sin embargo, en esta seccion agrupamos los trabajos
que se centran especificamente en establecer relaciones entre la argumentacion y la de-
mostracion. Los trabajos buscan identificar aspectos cognitivos y sociales que entran en
juego durante la construccién de una demostracién para poner en evidencia ciertas difi-
cultades que los alumnos enfrentan al relacionar los argumentos que producen en el curso
de la resolucion de problemas, y las demostraciones de enunciados que son solucién a los
problemas. En esta linea de investigacion se busca dar respuesta a preguntas como las
siguientes: ;jexiste continuidad o distancia cognitiva entre la argumentaciéon producida
en la construccion de una conjetura y su demostraciéon?; jde qué tipo de continuidad se
trata?; jcomo comparar la argumentacion con la demostraciéon?; ;como identificar la fase
de produccién de una conjetura y la fase de construccion de la demostracion? (ver [87]).
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Desde una perspectiva clasica epistemologica, algunos estudios han planteado, como una
de las fuentes de dificultades, la discrepancia entre la argumentaciéon con base en la
verificacion empirica (tipica de un razonamiento comin) y el razonamiento deductivo
(tipico de un razonamiento teorico). Fischbein en [40] sugiere que la conviccion basada
en una validaciéon empirica y aquella basada en la demostraciéon no estan en el mismo
orden, aunque pueden cohabitar. Balacheff plantea que existe una heterogeneidad de tipo
epistemolégico entre estos dos procesos, debido a que los conocimientos utilizados son
muy diferentes por la diferencia del paso de lo pragmatico a lo tedrico (ver [12]). Este
autor también plantea que el objetivo de la argumentacion consiste en obtener la adhesiéon
del interlocutor sin plantear necesariamente el problema de validez del enunciado.

La discrepancia mencionada en el parrafo precedente es estudiada y radicalizada por
Duval en [34, 35|, quien sefiala la distincion entre diferentes aproximaciones a la de-
mostracion, indicando una oposicion entre argumentacion y demostracion, fundamentada
en la diferencia entre el nivel semantico, donde el valor epistémico de un enunciado es
fundamental, y el nivel teérico donde, en principio, solamente la validez del enunciado es
lo que cuenta.

La suposiciéon de que en el nivel teérico la dependencia logica de un enuncia-
do con respecto a los axiomas y teoremas de la teoria es independiente del
valor epistémico que uno atribuye a la proposicién en juego lleva a Duval a
reconocer una ruptura cognitiva entre argumentacion y demostracion.

(Mariotti 76, p. 182]).

Duval en [34, 35, 36] muestra la distancia cognitiva que separa la argumentacion de la
demostracién, a pesar de una proximidad discursiva a veces muy grande, y se refiere al
problema de reconocer una argumentacion, dada la variedad de las formas discursivas
que puede tomar y la diversidad de sus niveles de organizacion. Duval analiza como
funciona una demostracién para plantear una ruptura entre la argumentacion y la de-
mostracion, afirmando que el razonamiento deductivo es de un carécter diferente al de
la argumentacion espontaneamente aplicada en discusiones o en debates relativos a con-
flictos cognitivos. Una argumentacion no funciona en primer lugar sobre el estatus de las
proposiciones, sino sobre su contenido. La consideraciéon del estatus de las proposiciones
no es esencial.

Douek en [32, 33] toma el anélisis del funcionamiento de la demostracion de Duval como
punto de referencia para subrayar la necesidad de considerar otros aspectos del proceso de
construccion de una demostracion dentro de las mateméaticas. Plantea que, a pesar de la
innegable distancia epistemoldgica y cognitiva entre la argumentaciéon y la demostracion
matematica formal como productos socialmente situados, desde el mismo punto de vista
epistemolégico y cognitivo la argumentacién y la demostraciéon matematica ordinaria
tienen, como procesos, muchos aspectos en comun. Al respecto, Boero et al. en [26] pro-
ponen que, en un contexto educativo adecuado, es posible implementar con éxito un
proceso de produccion de teoremas, caracterizado por un fuerte vinculo cognitivo entre
los procesos de argumentaciéon y de demostraciéon. En una investigacion basada en un
experimento de ensenanza organizado con estudiantes de grado octavo, que tenian que
resolver problemas consistentes en elaborar conjeturas y demostrarlas de manera deduc-
tiva, observaron que los estudiantes que resolvian los problemas con éxito mantenian una
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gran coherencia entre el texto del enunciado producido por ellos y la demostracion deduc-
tiva construida para justificarlo, mientras que los estudiantes que no lograban completar
una demostracion deductiva correcta mostraban diferencias importantes entre la activi-
dad de elaboracién y verificacion de la conjetura y los intentos de demostrarla. Ello lleva
a estos autores a proponer el constructo “unidad cognitiva de teoremas” para destacar
la coherencia (o la falta de ella) entre ambas fases de resolucion de los problemas de
conjetura y demostracion. Garuti, Boero y Lemut en [42] plantean que este constructo
es una herramienta tutil para interpretar y predecir las dificultades de los estudiantes en
la demostraciéon de enunciados de teoremas. Estos autores ilustran con ejemplos las po-
tencialidades de esta herramienta e indican posibles desarrollos futuros relacionados con
la investigacion didactica e implicaciones para una aproximacion a la demostracion en la
escuela. En los ejemplos se destaca que los estudiantes que logran construir conjeturas de
caracter procedimental tienen mas éxito al demostrarlas que aquellos que formulan con-
jeturas de caracter relacional. Cuanto mayor es la brecha entre la exploraciéon necesitada
para apropiarse del enunciado y el proceso de demostracion, mayor es la dificultad del
proceso de demostracion. Antonini y Mariotti en [3] sugieren que el constructo unidad
cognitiva de teoremas también puede ser una herramienta didactica eficiente para dise-
nar situaciones de ensenanza y de aprendizaje enfocadas a introducir las demostraciones
indirectas.

Pedemonte en [86, 87, 88, 89] usa el constructo unidad cognitiva de teoremas para analizar
y mostrar las posibles continuidades y rupturas entre la argumentacion y la demostracion.
Para el analisis cognitivo de la continuidad que puede existir entre los procesos de argu-
mentaciéon que conducen a la explicaciéon de una conjetura y su demostracion, desde el
punto de vista estructural y del sistema de referencia, Pedemonte utiliza una herramienta
basada en el modelo® cK¢ (ver [14, 16]) integrado en el modelo de Toulmin [101]*. El
modelo cK¢ permite analizar el sistema de referencia y el modelo de Toulmin permite
analizar la estructura de la argumentacion.

Son varios los investigadores que han usado el modelo de Toulmin para analizar la estruc-
tura de la argumentacion, entre ellos Knipping en [68]. Esta autora reconstruye y analiza
la racionalidad de los argumentos que se producen durante el proceso de demostracion en
el aula. Propone un método fundamentado en un proceso de tres etapas: reconstruir la
secuencia y los significados de lo discutido en el aula; analizar argumentos y estructuras
de argumentacion; y finalmente comparar estas estructuras de argumentacion y revelar
su fundamento logico. Para la segunda etapa del modelo analiza primero argumentos
locales sobre la base del modelo de Toulmin, y luego analiza la estructura argumentati-
va global del proceso de demostracion. Para ilustrar las relaciones en el analisis global
de la discusion en el aula usa una representacién esquemética de la estructura general
argumentativa. Weber, Maher y Powell en [103] usan el modelo de Toulmin para tratar
el problema de la bisqueda por parte de los estudiantes de “permisos de inferir” validos
para asegurar sus justificaciones o demostraciones, como consecuencia de las objeciones
de otros estudiantes. Observan que los estudiantes desafian con frecuencia los argumentos
que presentan sus colegas. Estos desafios invitan a los estudiantes a ser explicitos acerca

3cK¢: conception, knowing, concept (ver [16, p. 105]).

4Toulmin en [101] elabora un modelo de representaciéon de argumentos en el que identifica seis carac-
teristicas estructurales que se deben analizar y organizar durante el proceso de argumentacién: el enun-
ciado (claim), los datos (data), los permisos de inferir (warrant), el indicador de fuerza del argumento
(modal qualifiers), las refutaciones potenciales (rebuttals) y el soporte del permiso de inferir (backing).
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de qué principios mateméaticos (permisos de inferir) usan implicitamente como base para
sus argumentaciones matematicas. Hollebrands, Conner y Smith en [62] usan el modelo
para analizar la naturaleza de los argumentos de los estudiantes cuando usan el software
NonFEuclid para resolver problemas de geometria no euclidiana.

En [38] Fiallo analiza la existencia de la continuidad o distancia cognitiva entre los proce-
sos de argumentar y demostrar en el desarrollo de demostraciones de propiedades de las
razones trigonométricas. Propone una estructura de analisis de los tipos de demostracion
que se presentan en la escuela secundaria, adaptando el modelo de Pedemonte y el cons-
tructo de unidad cognitiva de teoremas para el anélisis de la unidad o distancia cognitiva
entre el planteamiento de conjeturas y la construcciéon de demostraciones, segin esta
estructura. Plantea cinco categorias de unidad o ruptura cognitiva, las cuales agrupan
los diferentes logros o dificultades detectados en los procesos de argumentacion y de de-
mostracion. Algunas de las dificultades detectadas son las siguientes: el uso de ejemplos
o propiedades observadas en el diagrama dinamico no permite un control teérico que fa-
vorezca el cambio de una concepcién perceptiva-numeérica del proceso de argumentacion
a un marco algebraico o analitico en el proceso de demostracion; dada la continuidad del
sistema de referencia, no es posible la ruptura estructural si las generalizaciones hechas
sobre lo observado no se convierten en axiomas, definiciones o teoremas, y no se com-
prende su importancia en el proceso axiomatico de demostracion; el planteamiento de
conjeturas por analogia y por generalizacién de enunciados y procedimientos realizados
en problemas anteriores, sin ningiin proceso de exploracién o de verificaciéon, no ayuda a
la construccién de una demostracion deductiva; si la ruptura del sistema de referencia se
da por las continuas intervenciones del profesor dentro de un proceso “guiado”, y no por
refutaciones potenciales que invaliden los operadores, de tal manera que el estudiante
reflexione sobre las propiedad matemaéticas y las considere como teoremas que tienen
que ser incorporado a un proceso axiomatico de demostracién, la ruptura estructural no
se logra. Finalmente concluye que si la ruptura cognitiva es causada por la ruptura del
sistema de referencia y se construye una demostracion tipo ejemplo genérico intelectual,
hay maés posibilidades de una ruptura estructural que conduzca a la construcciéon de una
demostracion deductiva, puesto que las generalizaciones que hacen los estudiantes corres-
ponden a una generalizaciéon del proceso en donde logran transformar los operadores y
controles perceptivos en propiedades matemaéticas y controles tedricos.

Investigaciones en la linea de propuestas didacticas

Esta linea de investigacion pretende generar propuestas alternativas para la ensenanza de
la demostracion en diversos contextos educativos, incluso desde la escuela primaria (ver
[24]). Los trabajos buscan dar respuestas a numerosas preguntas abiertas relativas a la
problematica de la ensenanza y el aprendizaje de la demostracion, tales como: ;es posible
superar las dificultades que encuentran los estudiantes en relaciéon a la demostracién?;
;,como pueden ser disenadas intervenciones de ensenanza?; ;qué sugerencias generales se
pueden dar para la ensefianza de las demostraciones? (ver [76]); ;jcomo deberia ensenarse
la demostracion?; jcomo son construidas, verificadas y aceptadas las demostraciones en el
aula?; ;jcuales son las fases criticas en el desarrollo de la demostracion con el estudiante
y dentro del aula como comunidad de aprendizaje?; ;qué entornos de aula son propi-
cios para el desarrollo del concepto de demostracion con los estudiantes?; ;qué formas
de interacciones entre los estudiantes y entre los estudiantes y el profesor pueden fo-
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mentar la concepciéon de demostracion de los estudiantes?; jqué actividades matemaéticas
—posiblemente con el uso de tecnologia— pueden mejorar las concepciones de los estudian-
tes de la demostracion? (ver [56]). A continuacién presentamos estudios representativos
de esta linea de investigacion.

Un aspecto mencionado recurrentemente en los estudios investigativos en esta linea es el
tipo de tareas que se proponen a los estudiantes. Bell es pionero al sugerir que proponer a
los estudiantes tareas de investigar situaciones problema puede conducir a diversas con-
jeturas formuladas por ellos, a la necesidad de resolver conflictos entre puntos de vista
diferentes, a la presentacion de evidencias y a la construccion de argumentos formales (ver
[21]). Esta idea es llevada a la practica, entre otros, por Lampert en [73], Hoyles en [63]
y Martin et al. en [79]; el primero de ellos sugiere que los problemas propuestos incluyan
la observacion de patrones de regularidad, pues esto conduce a la elaboraciéon de argu-
mentos empiricos inductivos y a explicaciones deductivas sobre por qué un patrén puede
continuar. Por su parte, Radford en [91] hace una descripcion més detallada del tipo de
tareas para geometria, proponiendo la reformulacién de teoremas relevantes en términos
de problemas abiertos que dan lugar a una conjetura correspondiente al enunciado del
teorema, seguida de actividades que buscan mostrar que una figura no puede constituirse
en una demostracion y de otras que procuran la comprension del funcionamiento de
una demostracion -las cuales incluyen demostraciones incompletas o cuyos pasos estan
desordenados con la finalidad de completarlas u organizarlas, respectivamente-. Radford
dice que por esa via los estudiantes pueden ver los teoremas como algo significativo y se
motivan a demostrarlos. Evalta el éxito de su propuesta analizando los progresos indivi-
duales en la realizacion de demostraciones. Harel en [51] introduce un elemento nuevo en
la seleccion de teoremas al proponer que estos den lugar a demostraciones ‘explicativas’
(ver [47]), pues son las que motivan a los estudiantes a aprender a demostrar. Adicional-
mente, Marrades y Gutiérrez en [78] y Jones en [67] llaman la atencion sobre la necesidad
de organizar secuencias de ensenanza cuidadosas, graduar los problemas segun el grado
de dificultad y dar suficiente tiempo a los estudiantes para trabajar en los problemas
propuestos.

Ademés de las tareas, otro aspecto al que se presta atencion, especialmente con el ad-
venimiento de los programas informaticos de geometria dindmica, es a los recursos que
se ponen a disposicion de los estudiantes. El trabajo de Groman (ver [45]) es uno de los
primeros enfocados en aspectos sociales del aprendizaje de la demostracion, en donde se
emplea como mediador la geometria dinamica. La investigadora senala que la presencia
de la tecnologia produce un cambio en la forma de hacer el curso, hacia una préctica de
tipo social. A partir de la exploraciéon de figuras geométricas para producir conjeturas
y preguntas de la forma “qué pasa si...”, los estudiantes, futuros profesores, pueden
construir por si mismos significados mateméticos en un ambiente social de investigacion,
donde el profesor es uno mas de los participantes en el proceso. La publicaciéon especial
nimero 44, en el ano 2000, de la revista Educational Studies in Mathematics recoge im-
portantes esfuerzos investigativos encaminados a preparar para la demostraciéon o para
ensenar a demostrar, en donde se enfatiza en el efecto de la mediacion de los progra-
mas informéticos de geometria dindmica. En ella, algunos autores no sélo dan evidencias
empiricas que refutan la idea de que la demostraciéon esté en peligro por el uso de es-
tos programas, sino que caracterizan su importante papel en la interaccion social que
favorece el aprendizaje. Mariotti en [75] presenta un anéalisis de la relevancia de varias
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funciones del programa Cabri al permitir centrar la atencién en los procedimientos de
construccion y en su validez, més que en el resultado de los mismos. La autora ilustra
-mediante episodios extraidos de un experimento de ensenanza realizado con estudiantes
de 15-16 anos- de qué manera aprovecha la correspondencia existente entre los comandos
del menu que ofrece el programa y los axiomas y teoremas que los estudiantes usan en
sus justificaciones, para introducir la idea general de demostraciéon y la necesidad de de-
mostrar siguiendo los principios y reglas de inferencia aceptados por el grupo como parte
de una teoria. Segtin Mariotti, el aprendizaje de la demostracion se favorece cuando una
solucién propuesta por un estudiante se somete a juicio de los demas, con base en las
justificaciones que da. De manera paulatina se va incrementando la necesidad de recurrir
a la demostracion como recurso de validacion. Marrades y Gutiérrez en [78] senalan que
el programa de geometria dinamica permite una exploracién empirica de las representa-
ciones de las figuras geométricas, hecho que influye en una evolucién positiva hacia la
produccion de justificaciones cada vez méas proximas a demostraciones deductivas. Jones
en [67] propone tareas cuya intencion es interesar a los estudiantes en el analisis de
las propiedades geométricas que permiten establecer relaciones entre las figuras. Con-
cluye que cuando los estudiantes intentan explicar qué caracteristicas debe tener una
figura construida en un programa de geometria dindmica para representar una figura
geométrica especifica, juegan implicitamente con la idea de inferencia y se preparan para
comprender como opera una demostracion. El programa de geometria dindmica aporta
un contexto de significado a la tarea de explicar, al disponer de la funcién de arrastre
de los objetos de la construccion; el uso de esta funcién motiva a preguntarse por las
razones de la resistencia de una figura al arrastre o la permanencia de algunas de las
caracteristicas de las figuras bajo el arrastre. Asi, la preparaciéon para la demostracion se
hace con actividades que llevan a los estudiantes a tener conciencia de la dependencia en-
tre propiedades, a partir del cuestionamiento de una propiedad condicionada a la validez
de otra propiedad. Healy y Hoyles en [59] reportan un estudio en el que tienen como
hipétesis que las explicaciones dadas por los estudiantes, derivadas de la interaccién con
un programa de geometria dindmica, son mas faciles de sistematizar en una demostraciéon
deductiva que aquellas producto del trabajo con figuras hechas en papel; esto es debido
a que al usar el programa se presta atencion explicita a los procesos que se llevan a
cabo. Las autoras organizan una serie de actividades en una secuencia de ensefianza
que incluye la construcciéon de figuras geométricas, la identificacién y descripcion de las
propiedades que usan en la construccién, el uso de opciones del programa informéatico
para generar y verificar conjeturas, la formulacion de una explicacion informal de por
qué las conjeturas pueden ser ciertas y la organizaciéon de las explicaciones en cadenas
deductivas, con ayuda del profesor. Las investigadoras encuentran una estrecha relacion
entre el éxito en la resolucion de los problemas y la produccion de argumentos deduc-
tivos. Fiallo en [38] usa archivos construidos en Cabri para que los estudiantes puedan
explorar y comprender que los conceptos y propiedades de las razones trigonométricas se
cumplen para cualesquier angulo entre 0° y +360°. Los archivos, junto con las pregun-
tas propuestas en las gufas de los estudiantes, se constituyen es una gran ayuda para el
aprendizaje de los conceptos y el mejoramiento de las habilidades de demostracion. El
autor senala que los propios estudiantes, sin demasiada intervencién del profesor, son los
que “descubren” dichos conceptos y propiedades. Esto los motiva a querer saber por qué
son verdaderos, y el programa de geometria dindmica les proporciona herramientas nece-
sarias para que exploren los objetos geométricos y las relaciones numéricas y encuentren
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dichas respuestas.

Un tercer aspecto que se analiza en esta linea de investigacion es el tipo de interacciones
que se promueven entre los estudiantes y con el profesor. Bell sefiala en [21] que so-
lo hasta que los estudiantes son conscientes del estatus publico del conocimiento y del
valor de la verificacion social, a través del trabajo cooperativo en clase, aprecian el uso
de demostraciones formales. Por tal razon, sugiere conducir la clase procurando que los
estudiantes puedan argumentar para rechazar o legitimar una afirmacién, independiente-
mente de lo que diga el profesor o esté en un texto, sugerencia que es propuesta también
por Lampert en [73]. Alibert y Thomas en [1] también hacen especial mencion a las es-
trategias didacticas en donde se invita a los estudiantes a negociar sobre lo que constituye
una demostracion aceptable en matemaéticas. Los autores combinan diversos dispositivos
didacticos -procurando constituir en el aula un clima de construcciéon social- tales como
el trabajo individual, el trabajo en grupos y el debate; concluyen, como Hoyles en [63],
que el debate es una via éptima para discutir la validez de los enunciados matematicos,
comprender por qué son validos y querer justificarlos mediante la produccién de una
demostracion. Segin Hoyles en [63], la demostracion como recurso de comunicacion de
ideas, funcion sugerida por de Villiers en [31], se puede concretar en la practica a través
de actividades que propician la formulacion de argumentos para convencer a los pares o
al profesor.

Los trabajos de Perks y Prestage [90] y Sackur, Drouhard y Maurel [93] se enfocan
principalmente en desarrollar un ambiente de interaccion social en el que los estudiantes,
futuros profesores, pueden criticar, asumir posturas y defender ideas con las herramientas
teoricas de que disponen. Ademas de crear un ambiente favorable hacia la demostracion,
resuelven conflictos suscitados por diferentes puntos de vista sobre la demostracion de
un enunciado geométrico. Los autores senalan que los estudiantes avanzan hacia la de-
mostracién deductiva a medida que logran una conviccién propia de los enunciados en
estudio, aunque es a través de la interaccidn social que se crea un entorno 6ptimo para
aprender a demostrar. El ambiente inquisitivo es favorable para que ellos produzcan
argumentos deductivos, pues al ser expuestos al control social se eleva su capacidad de
argumentar mateméaticamente. Por su parte, Camargo en [27] describe y analiza un proce-
so de ensenanza y aprendizaje de la demostracion, de futuros profesores de matematicas,
centrando la atenciéon en las oportunidades y finalidades de participacion legitima de
los estudiantes en una clase de geometria plana que se constituye en una comunidad
de practica. El aprendizaje es visto como sinénimo de participacién en un repertorio de
practicas que guarda semejanza con las précticas de los profesionales en matemaéticas.

Otro aspecto de indagacion tiene que ver con las normas que se establecen en clase con
relacién a los argumentos que son validos. Al respecto, es casi de obligatoria referen-
cia la investigacion de Yackel y Cobb (ver [106]), quienes se centran en el papel de las
interacciones sociales en la construccién de criterios compartidos sobre lo que es una
justificacion aceptable para un enunciado matemaético. Aunque el estudio de estos in-
vestigadores no se enfoca especificamente en el aprendizaje de la demostracion, avanza
en la caracterizacion de las normas sociales y socio-matematicas favorables a la practica
de justificar. Segin Yackel [105], una explicacion matematica aceptable, en nuestro caso
una demostracion, llega a tener sentido para los estudiantes a través de la interaccién de
los participantes en el aula, quienes deciden si la explicacién se ajusta o no a las reglas
adoptadas. El significado de una norma no es preestablecido a fin de ser aplicado, sino
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que se comprende a partir de procesos de negociacion, explicitos e implicitos, que se dan
en la interaccion social en el aula.

Harel [51], Marrades y Gutiérrez [78], Blanton y Stylianou [22] y Martin et al. [79], tam-
bién hacen referencia a las normas en sus investigaciones. Por ejemplo, Harel en [51]
reporta un trabajo con estudiantes de nivel universitario en el que intenta motivarlos
a hacer demostraciones a partir del interés de presentar sus producciones, fruto de la
resolucion de problemas, de manera formal, segin los canones establecidos por el grupo
para comunicar ideas. Marrades y Gutiérrez en [78]| se refieren a la influencia del contrato
didactico que se establece en la clase en torno al significado de justificar una conjetura y
Blanton y Stylianou en [22] y Martin et al. [79] buscan identificar el proceso de evolucion
de las normas de la clase a medida que los estudiantes se apropian de un lenguaje y
un estilo particular de hacer demostraciones. En las conclusiones de sus estudios tanto
Blanton y Stylianou como Martin y otros identifican una influencia directa de las normas
de la clase en el desempeno en la argumentacion requerida para construir demostraciones
mateméaticas. A medida que el semestre progresa, se observa que la calidad de las ex-
plicaciones orales y escritas elaboradas por los estudiantes y la capacidad de expresarse
cambia sustancialmente, evolucionando de formas empiricas y procedimentales a deduc-
tivas y conceptuales y los estudiantes parecen interiorizar la necesidad de justificar en un
lenguaje cada vez més formalizado.

Otro aspecto que se investiga es el papel del profesor en la constitucion de un clima de
interaccion social favorable al aprendizaje de la demostraciéon. La mayoria de los tra-
bajos previamente referenciados hacen alusion a dicho papel (ver [22, 67, 71, 79, 93]).
Por ejemplo, Blanton y Stylianou en [22] concluyen que el parafraseo y la confirmacion
de ideas originadas por los estudiantes son un mecanismo exitoso mediante el cual el
profesor da autoridad y confianza a los estudiantes, procede por el camino sugerido por
ellos y comparte la responsabilidad en el proceso; y mediante la repeticion constante del
requerimiento de justificar los involucra en discusiones que favorecen la transferencia de
la responsabilidad a los estudiantes en la construcciéon de demostraciones. La mayoria de
autores referenciados consideran que la naturaleza y el impacto de las intervenciones del
profesor es esencial en el proceso de acercar a los estudiantes a la demostracion deductiva,
pues aunque se disefien secuencias de ensenanza basadas en una organizacion social —en
la que las soluciones propuestas por unos estudiantes deben ser aceptadas por los otros—
la discusién tiene que ser guiada por el profesor; esto debido a que la construccién de
conocimiento no avanza naturalmente en esa direccion, pues la demostraciéon no es una
via social inmediata de justificar entre los estudiantes. El profesor es el responsable de
impulsar a los estudiantes a explicar su razonamiento, tratar de dar sentido a las explica-
ciones de los companeros y retarse unos a otros en busca de justificaciones. Ademas, él es
la garantia de respeto a las reglas de la discusion establecidas en la clase y tiene la tarea
de guiar la institucionalizacion de la discusién hacia la produccion de demostraciones
deductivas. Esta conclusion corrobora senalamientos hechos por otros investigadores (ver
[30, 50]) quienes afirman que serfa irreal esperar que los estudiantes redescubran métodos
matematicos sofisticados de validar, como la produccién de demostraciones, sin la presen-
cia activa del profesor. A diferencia de la posicion de Harel [51], en lugar de esperar a que
los estudiantes sientan la necesidad de hacer demostraciones por si solos, ellos senalan
que es el profesor quien propone y controla las reglas de justificaciéon que se admiten en
la clase.
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Un grupo de investigadores italianos han realizado diversos experimentos de ensenanza
con el fin de analizar la problematica del aprendizaje de la demostracion en clases ordi-
narias. Varias de esas investigaciones estan resumidas en Boero [24]. Entre ellos, Bartolini
Bussi et al. en [18] presentan el trabajo de investigacion referente al acercamiento a los
teoremas de geometria en la escuela, proporcionando una estructura teoérica unificada de
los estudios de investigacién que usan en investigaciones posteriores. Bartolini Bussi et
al. en [19] reportan un problema de construccion de la geometria del circulo en tercer
grado de primaria, analizando los procesos que han tenido lugar en las aulas como con-
secuencia de la asignacion de esta tarea, abordando algunos aspectos pertinentes, como
la delicada relacién entre las préacticas concretas y el pensamiento teérico, y analizando
como fue intencionalmente provocado el cambio del uno al otro durante la interaccion
en las clases. Boero, Garuti y Lemut en [25] analizan los procesos mentales subyacentes
a la produccién y demostracion de conjeturas en matematicas, dando algunas pistas so-
bre situaciones probleméticas adecuadas para la ensenianza de la demostraciéon y sobre la
mejor forma de manejar el trabajo en clase para una amplia participacion de los estudian-
tes en la construccion de conjeturas y demostraciones. Parenti et al. en [85] presentan las
condiciones peculiares que habilitan la clase para llegar a buenos niveles de participacion
en discursos tedricos y estudian algunos procesos mentales que estan involucrados en
estas actividades. Confirman el importante papel que desempena el profesor en el acer-
camiento a aspectos tedricos de las matemaéticas: en el aula como un mediador cultural,
que plantea y coordina discusiones; en el grupo de investigaciéon, como un miembro que
hace parte de la planificacion de las actividades y en el analisis de los procesos mentales
de los estudiantes.

Comentario final

Aunque la revisién presentada en este documento no pretende ser exhaustiva, si inten-
ta mostrar una amplia panoramica de las investigaciones acerca de la ensenanza y el
aprendizaje de la demostracion. La complejidad de los asuntos implicados hace necesario
enfocar la mirada en algunos aspectos, dejando otros como entreteléon de los estudios
investigativos. Algunas direcciones de investigacion didéctica importantes que hemos
mencionado pero no discutido en profundidad son el aprendizaje de la demostraciéon en
la ensefianza primaria (ver [17, 94]), los aspectos semio6ticos de la demostracion (ver
[10, 84]), la influencia de las formas de escritura de demostraciones en el aprendizaje
(ver [61, 104]), las concepciones de profesores y futuros profesores sobre la demostracion
y su influencia en el aprendizaje de sus alumnos (ver [54, 69]) o el papel que puede ju-
gar la tecnologia, en particular los programas informéticos de geometria dinamica, en
el aprendizaje de la demostracion (ver [56, 72, 76]). En cada una de estas direcciones
de investigacion, los didactas estdn tratando de dar respuestas a diversas cuestiones e
hipétesis. Una vision global de la problemética de la ensenanza y el aprendizaje de la de-
mostracion se puede obtener en varias de las referencias mencionadas (ver, por ejemplo,

[49])-

Creemos indispensable hacer mayores esfuerzos de divulgacion de la investigaciéon so-
bre el tema, pues atn persisten serias dificultades en la ensenanza y el aprendizaje de
la demostraciéon en todos los niveles educativos, pero principalmente en la formacion
de maestros. Es asunto que debe atenderse de manera urgente, pues las experiencias
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académicas de los futuros educadores influyen de marcada manera en la importancia con
la que asuman la ensenanza de la demostracion en la escuela.

En los dltimos anos han cobrado mucha fuerza estudios comparativos e interculturales que
abordan las influencias de las practicas sociales en las concepciones de demostracion y en
sus practicas de ensenanza y aprendizaje. Estos estudios desafian las conceptualizaciones
usuales de lo que significa aprender a demostrar, su utilidad y la pertinencia de incluir
este tema en la escuela. Reconocemos las limitaciones de nuestra presentacion acerca de
esa mirada y esperamos reacciones a nuestro enfoque que contribuyan a complementar
las ideas presentadas.
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