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Geometria y topologia del tronco de cono eliptico

Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ*

Resumen. Se concibe una funcién convexa f : R®> — R para la cual el conjunto
de nivel f=*([0,7]) es un tronco de cono eliptico §, macizo y cerrado, para un
cierto nimero real r > 0. Se calcula su volumen, y en particular, cuando § es
circular, los radios de sus bases. También, dado un tronco de esta naturaleza,
se construye una representacion cartesiana suya. Al trascender la geometria del
solido §, se establece un criterio de concurrencia conica: cuando dos elipses
paralelas en R® son secciones de corte de una hoja cénica, ademés de otros
resultados afines.

Introduccién

El tronco de cono eliptico § es el so6lido comprendido entre dos planos que intersecan
una hoja conica eliptica. Su geometria ha resultado sutilmente evasiva a toda intencion
de abordarla profundamente, y hasta el presente su vision y enfoque han sido solo
clasicos. De por si, un solido que dado su carécter trunco, es de naturaleza compleja
y ain desconocida.

Sin embargo, es gratificante poder compartir y comunicar a lo largo del presente
documento, como la geometria de § se concibe y subyace en nociones muy importantes
del algebra lineal, articuladas profusamente con topologia, analisis convexo y geometria
afin. Un contexto teorico ajeno a toda la geometria tradicional sobre §.

La geometria rigurosa de § se expresa, basicamente, en términos de una matriz
simétrica positivamente definida de orden tres, un vector unitario en R? y una funcion
convexa f sobre R? (Teorema 1.1). El resultado es un modelo matemético que nos
permite trascender la geometria de §, vislumbrando propiedades, atin no establecidas,
sobre la hoja conica eliptica (Seccion 4).

Ademas, utilizando los elementos componentes de f y aplicando un importante re-
sultado de la geometria afin, se calcula el volumen de §, y en particular los radios de
sus bases, cuando es un tronco circular (Teorema 2.1). Igualmente, dado un tronco de
cono eliptico se construye explicitamente su representacion cartesiana (Teorema 3.1),
un resultado hasta hoy ignorado.
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46 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

Las descripciones tedricas anteriores tienen implicaciones relevantes para la hoja
conica eliptica. Asi, se establece que todo corte plano de una hoja conica eliptica,
paralelo a su directriz, es también una elipse, hecho que atane propiedades de colinea-
lidad entre sus centros, focos y apice de la hoja, a la vez correlacionadas con ciertos
elipsoides, en una trama que involucra la nocion obligada de homotecia (Teoremas 4.1
y 4.2).

Rematamos el trabajo consignando una condicién necesaria y suficiente para que
dos elipses paralelas en R3 sean secciones de corte de una hoja conica (Teorema 4.3,
un criterio de concurrencia conica).

Denotaremos con letra imprenta maytscula los puntos o vectores fila de R?, mediante

una cruz x el producto vectorial, v por QT la transpuesta de una matriz arbitraria

Q. En particular, el producto matricial ABT, indicara entonces, el producto interior

usual - de dos vectores (fila) Ay B en R3.

Los Teoremas 1.1, 2.1, 3.1, 4.1, 4.2 y 4.3, consignados en la presente investigacion
son originales. Constituyen aportes concebidos y demostrados por el autor.

1. El tronco de cono eliptico como un conjunto de nivel

Teorema 1.1. Sean Q una matriz simétrica positivamente definida de orden tres, A
un vector unitario en R3, a > 1 yr > 0.

Sea f: R?> — R la funcion representada por
F(X) =max{[(XQ) x A + XQAT, aXQA"T, r—XQAT}, (1)

para todo X € R3.

Consideremos, ademds la region eliptica £ cerrada en R? de centro a~'rAQ™1 re-
presentada por

X02°XT < 2 Yy XQAT = a1y, (2)
donde
c=a"'r/(a—1)7+1; (3)

y la region eliptica & cerrada en R? de centro el origen 0, representada por
xX?xT <¢2  y  XQAT =0. (4)
Entonces, el conjunto de nivel
F={XeR| f(X) <r} ()
es un tronco de cono macizo cerrado eliptico de base menor £ y base mayor E. El

solido proviene de truncar el cono eliptico macizo de dpice rAQ~1 y base &y (ver
Figura 1).

[Revista Integracion
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rAd’

Figura 1. Tronco de cono macizo cerrado eliptico § de bases elipticas paralelas & y &s.
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48 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

Demostracion. Por ser @ una matriz simétrica, positivamente definida, también lo es
Q2 y las desigualdades en (2) y (4) representan elipsoides macizos cerrados concéntri-
cos en 0 [3, pp. 283-285]. Razon por la cual sus intersecciones & y & con los planos
dados en (2) y (4), respectivamente, son, en efecto, regiones elipticas cerradas.

Si X es un punto de &, hagamos

a T
Y = X - A0t
a—1 a—1 2
entonces
a T
YO = X0 — A
Q a—1 < a—1"
Y QAT = i 1XQAT — i 1 (A es unitario)
T T
_ _ - 2
-0 (por (2)).
2 2
YQQYT _ a QXQQXT _ r 5
(a—1) (a—1)
a2c2 r2
< — = r?, (por (2) y (3)),

@17 (a-17
es decir, Y € &. Asi, la funcién g : &1 — & representada por
a r

9(X) = X - AQ7! (6)

a—1 a—1

para todo X € &, esté bien definida. Ademés, es facil probar que es biyectiva, por lo
cual g(&1) = &.

El punto V = 7AQ~! no estd en el plano XQA”T = 0 de &, y por ende el cono
macizo cerrado C de base & y apice V no es degenerado (ver Figura 1).

Por ser X —V # 0, para todo X € & (lo contrario es imposible por ser a > 1),
—
entonces el rayo VX de ecuacién

alt) =V +HX - V), t>0,

es, también, no degenerado. Y se satisfacen, teniendo presente (6), las relaciones

)zaxx

a(0) =V, a(l) =X, a(a—l

consecuentemente el punto X esta entre V' y g(X), un punto de la generatriz Vg (X)
del cono C. Esto significa que la region eliptica cerrada &; es la seccion de corte al
truncar el cono C con el plano XQA”T = a~'r, por lo cual las regiones paralelas &;

y &9 son, en efecto, las bases menor y mayor, respectivamente, de un tronco de cono
macizo cerrado, el cual denotaremos por H. Pero entonces, dada la biyectividad de g,

- |J X0, g

Xeé&
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Si X es un punto de & e Y = g(X), entonces a la luz de (2) y (6), obtenemos

(Identidad de Lagrange)

49

(®)

aX +(1-a)y = ‘;:‘;‘X - (la*_al)”AQ*,
{aX +(1-a)Y}QAT = a lar,
(aX+(1-a)Y}QxA = Z:‘f(xg) x A,
{aX +(1—a)Y}O x A|| = Z:T\/XQQXT I
< r—alar por ((2) y (3)),

para todo a € [0, 1], expresiones que implican, en (1),
feX+(1-a)Y)<r, para todo X € &,

dado que el maximo es la menor de las cotas superiores. Pero entonces

FXY) = f(Xg(X)) <
para todo X € &;, o bien, segtn (5) y (7),
HCF.
Si X es un punto de &, se sigue de (6) la equivalencia

XQ2xT =¢? si y solo si g(X)Q%g(X)T =12,

en otras palabras, X es un punto de la frontera relativa de &; si y solo si g(X) es un
punto de la frontera relativa de &. Bajo estas condiciones Xg (X) es una generatriz

de H; asi, teniendo presente (8), obtenemos

f (X g(X )) = r para todo punto X en la frontera relativa de &;.

(10)

Igualmente, si X es un punto de &, es decir, si X satisface las condiciones en (2),

entonces
(XQ) x AP = [xQ|* - (xQAT)®
— XQ2XT—(XQAT)2
— XQ2XT o (1727'2
< F—a = (r— ailr)2,
[(XQ) x A < r—a'r

I(XQ) x Al +xQAT <
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50 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

aX QAT =, r—XQAT =r—a7r <,

expresiones tultimas que implican f(X) = r, es decir, f(&;) = r. Analogamente se
demuestra que f(£2) = r. De aqui y (10) se desprende que

f(Fr(R)) =,
donde Fr(H) denota la frontera de H. Pero entonces
Fr(H) C Fr(3), (11)
dado que
Fr(3) ={X eR*| f(X) =1}, (12)

por ser f una funcién real convexa (el maximo de tres funciones convexas), propia y
cerrada ([2, pp. 35-36, Theorem 5.5; p. 59, Corollary 7.6.1]).

El punto
p_ aierQfl
2
satisface ,
f(p)= 5(2 - a_l) <r,

por lo cual P es un punto interior de § (ver referencia anterior). Pero también P es
un punto interior del tronco de cono H por ser el punto medio del segmento de recta
que une los centros de sus bases.

Si X es un punto de § ~ H, entonces X es un punto interior de R® ~ H, por
ser H cerrado, y el segmento PX C § (un conjunto convexo) corta a Fr(H) en un
punto U entre P y X, esto es, U € int(F) ([2, p- 45, Teorema 6.1]), y ademds por
(1), U € Fr(g), lo cual es imposible. Por tanto § C H, que al unisono con (9) implica
§=H.

2. Un automorfismo de R? y el volumen del sélido

En un contexto del algebra lineal calcularemos el volumen del tronco de cono §
aplicando un importante resultado de la geometria afin, desafortunadamente ignorado
en nuestro medio.

Teorema 2.1. Sea § el tronco de cono eliptico descrito bajo todas las hipdtesis y partes
del Teorema 1.1. Entonces

(i) El volumen de § es

ga_3r3(3a2 —3a+1)(det Q).

(ii) Si § es un tronco de cono circular, el radio de su base menor es (1 —a~1)p,
donde
p=r]|AQ|['/*(det Q)12

es el radio de la base mayor.
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Demostracion. Sean C 'y C' los conos macizos cerrados de apice comtn rAQ~! y bases
&y y &1, respectivamente (ver Figura 1). Teniendo en mente (2), (3) y (4), si ¢ es
el automorfismo de R? definido por ¢(X) = XQ, para todo X € R?, entonces las
expresiones

le(X)]* = X Q*XxT,
{o(X) — p(0)}p(rAQ™ 1T = rx QAT

{p(X) —o(a™'rAQ }p(rAQ )" = rX QAT —a™'r?

nos ponen de manifiesto que ¢(C) y ¢(C’) son conos de revoluciéon de apice comin
0(rAQ~1) = rA, bases circulares de centros 0 y a~'rA, respectivamente. Entonces
0(X)p(0)p(rAQ=1), es decir, p(X)0(rA), es un tridangulo rectdngulo isosceles con
catetos de longitud r para todo punto X de la frontera relativa de la base & de C. Por
esto el radio (de la base) y la altura de ¢(C) son iguales a r. Analogamente, el radio
y la altura de p(C’) son iguales a

{a™??[(a =1 + 1] = [lp(arAQ Y PP2 = (1 —a™")r.
De este modo, los voliumenes de ¢(C) y ¢(C’) son, respectivamente,
R | B
3
y por ende
vdet Q = gr?’ y v det Q = g(lfafl)?’r?’,

donde v y v’ son los voltmenes de los conos C y C’, respectivamente ([1, pp. 243,
Corollary|). Se infiere que
volumen de F=v—v'.

Ahora, las distancias del apice de C a los planos dados en (4) y (2), son

[(rAQ™") (AQT)]
j4Q]

=r|AQ|™

(r40) (4Q)" —air|
] =@

respectivamente. Ademas, si g : &1 — &; es la biyeccion representada por (6), entonces
g(X) también toma la forma

—a )rllag,

Y =g(X) =

a4 X - a~rAQ 1},

a —

lo que implica
a

Y —o|| = 1X —a™'rAQ7],

a—1
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52 Luis ENRIQUE RuUiz HERNANDEZ
donde, recordemos, 0 y a~'rAQ~! son los centros de las bases & y & de F. Se deduce
de la expresion anterior la siguiente equivalencia:

“Una base de § es un circulo si y sélo si la otra base es un circulo”.

Por tanto, si § es un tronco de cono circular (esto es, £ y & son circulos), entonces
m —1 s _ —1
~irlag) v S (- A

son los volimenes de C y C’, con bases de radio p y p, respectivamente. Igualando
estas expresiones a v y v/, obtenemos p y p’ respectivamente.

3. Representacion cartesiana de un tronco de cono eliptico dado
Teorema 3.1. Sea dado un tronco de cono eliptico macizo cerrado §, tal que

(i) C es el centro de su base menor.
(i) El origen O es el centro de su base mayor.
(iii) El dpice de su cono de procedencia estd a una distancia h de 0.

(iv) Py y Py son dos puntos dados de la frontera relativa de su base mayor, satisfa-

ciendo
A= det(Pl,PQ,C) 7é 0.

Sea W la matriz cuadrada no singular de orden tres, con primera, seqgunda y tercera
columnas
a(P2 X C)T, a(—P1 X C)T7 (Pl X PQ)T7

respectivamente, donde a = h||C||7! > 1.

Tomemos ademds r = 1,
A= |A|TtcoNOT y Q =atA[TtOAOT

donde O es la matriz ortogonal de orden tres, cuyas primera, seqgunda y tercera colum-
nas forman un conjunto completo de vectores propios ortonormales de WW™, corres-
pondientes a sus valores propios A1, A2 Az, y donde

A = diag (\/)\—1, \/)\—2, \/)\73) .

Si para a, v, A y Q asi construidos, consideramos la funcion f : R? — R definida en

(1), entonces
F={XeR [ f(X) <1}, (13)

donde
Fr(g) = f1(1). (14)
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Demostracion. Por ser A # 0 entonces C' # 0, por lo cual a esta bien definido. Si V/
es el apice del cono de procedencia del tronco §, por ser 0, C'y V colineales (C entre
0y V), entonces V = aC con a > 0, y por ende a = ||V[[||C]|~" = A[[C||7! > L.

Dado que?
det W = det W' = a*det(Py x C,—P; x C, Py x Py) = (aA)? # 0,

entonces W es no singular, y asi WW7 es una matriz simétrica positivamente definida
([3, pp- 282]). Mas adelante sera de uso obligatorio la igualdad

XW:(G,X-(PQXC), aX~(—P1><C’), X-(P1><P2)), (15)

para todo X € R3.

De la descomposicion WIWT = OA20T obtenemos a |A|Q = OAOT como la tnica
raiz cuadrada ((a|A|Q)? = WWT) simétrica y positivamente definida de WW7T ([3,
pp. 283-285]). Si tomamos A como en (13), entonces A es un vector unitario y

POAT = o 'AT?P(0NOT)OT =o' ATPPWW T CT
= o 'ATHPW)(CW)T =0, i=1,2,
aplicando (15). Similarmente se prueba que CQAT = a~1. Ademas,

P,Q*Pl = (aA) Y| PWI? =1, i=1,2,

2
CQ*CT =a2A2||CW|P=a"2 < {a1 (1—a)®+ 1} .

De este modo, las expresiones (2), (3) y (4) representan (para a,r, Ay Q asf construidos
aqui), las dos bases elipticas del tronco dado §.

Ahora, el tronco de cono eliptico f~1([0,1]) representado por (1) y (5) para los
citados valores, tiene (de acuerdo al Teorema 1.1) base menor de centro

a'rAQ™! = o Y|A|ITTCONOTHaTHA|TrOAOT} !
= (cornoH){oH)1a"to™1 =,
y ambas bases elipticas representadas, justamente, como las del tronco de cono dado

§. Concluimos asf que § = f~1([0,1]), el conjunto de nivel (13). De (12) se sigue la
igualdad en (14).

4. Implicaciones

En el presente capitulo se pone en evidencia cémo los Teoremas 1.1 y 3.1 nos ayudan
a concebir y a construir demostraciones de algunas importantes propiedades de la hoja
conica eliptica.

IRecuérdese la identidad (A x B) x (C x D) = (A x B-D)C — (A x B-C)D.
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Teorema 4.1. Sea C una hoja cénica eliptica no degenerada de dpice V', directriz la

elipse Ao de centro el origen 0, y focos Fa1, Faa. Si C es un punto del rayo ﬁ, C
entre 0 y V, consideremos la homotecia ¥ : R? — R? representada por

W(X) =V 4 —

(X -V (16)

para todo X € R3, de centro V y razon a(a — 1), donde
a=[[C]7HV]]. (17)
Entonces

(i) Si H es el plano a través de C paralelo al plano de As, entonces la curva
A =CNH es una elipse de centro C, tal que Ao = VU(A;). Es decir, A1 y
Ay son curvas homotéticas (o semejantes).

(i) Los focos de Ay son

—1
Py =N (B) = ——Fy+C. =12 (18)

Es decir, V., Fy; y Fy; son también colineales, Fy; entre V' y Fy; (ver Figura 2).

(i4i) Existen dos elipsoides §1 y Fo de centro comin 0, tales U'(F1) = F2 y A1 es
una seccion eliptica de §;, i = 1,2, donde V' es la homotecia de R® de centro O
Yy razon p*% > 1, donde

p=a""\/(a—1)>+1. (19)

Demostracion. Dado que C es un punto entre 0 y V, entonces 0 < ||C|| < ||V]|, por
lo cual @ > 1 en (17), y por ende la funciéon ¥ en (16) estd bien definida. Ademaés,
V = aC por ser C'y A vectores paralelos y del mismo sentido.

Puesto que C es una superficie reglada coénica, cada generatriz de C pasa por un
punto de su directriz eliptica As, y cada punto de C esta sobre una generatriz. Asi, si
X € Ay entonces el rayo (o generatriz) V—>X interseca Ay en un punto Y, esto es, existe
un escalar ¢ > 0 tal que

Y=V+tX-V). (20)

Siendo también —Y un punto de la elipse Ag, por ser As centralmente simétrica en 0,
entonces la generatriz V(—Y') interseca A; en un punto X’ (ver Figura 2).

Ademas de ser X y X’ puntos del triangulo (—=Y)VY, su mediana VO contiene el
punto C, por lo cual X', C, X estan en el plano del triangulo, como también lo estan
en el plano H (dos planos diferentes, dado que V' ¢ H). Por tanto X', C, X estén en
la interseccion de dichos planos, es decir, X', C' y X, son puntos colineales, C' entre
X'y X tales que X'X y (Y')Y son segmentos paralelos, por ser H y el plano de Ay
paralelos.
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Figura 2. Hoja conica eliptica C de apice V, tiene directriz eliptica A2 homotética a la inter-
seccion A1 = H N C, para todo plano paralelo al plano de As.
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De la semejanza de los triangulos VX'C y V(=Y)0, VCOX y VOY, se establecen las
proporciones
X'c VO COX
(-Y)o Vo oy’
lo que implica, percibiendo que (—Y)0 = 0Y, X'C = CX, y por esto C es el punto
medio del segmento X’X, explicitamente, X’ = 2C — X. En otras palabras, la curva
A1 es centralmente simétrica en C.

Por otro lado, también existe un escalar ¢’ > 0 tal que
Y =V +H(X V),

o bien,

Y =V +H20-X-V).

De esta expresion, (20) y V = aC, obtenemos
{a2 -t —t)+2t'}C+ (t —t')X =0,

lo que implica, por ser C'y X linealmente independientes (C es no degenerada)

a2—t —t)+2t' =0 y t—t =0;
resolviendo aparece t = a;jl’ valor que en (20) nos aporta
Y:V+afl(X_V):\1/(X) (por (16));

de aqui y de la biyectividad de ¥ concluimos que Ay = ¥(A;), es decir, A1 y Ay son
curvas homotéticas (o semejantes).

Ahora, dado que Ay es una elipse de focos Fy1 y Fss, existe una constante ¢ > 0 tal
que
Y = Fo| |+ ||Y — Faof[ =c,

para todo Y € As. Asi las cosas,

c = |[U(X) = Ful| +[|¥(X) — Fl|
[[W(X) = W(F)] + [[¥(X) — U(F2)]|
- af1{||X_F11||+\|X—lel},

para todo X € Aj. Se infiere que A; es, en efecto, una elipse de centro C' y focos Fiq
y Fia. Ademas, de (18) recibimos

a—1

Fy; = By +a™ 'V,

a

una combinacién convexa de Fy; v V. Esto significa que V, Fy; y F5; son colineales,
Fy; entre V y Fy;, para todo i = 1, 2.
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Finalmente, sea § el tronco de cono eliptico, macizo cerrado, de bases las regiones
elipticas cerradas &£ = conv(A;), la envolvente convexa de A;, i = 1,2 ([2, p. 158,
Theorem 17.]). Dadas las hipotesis del presente teorema, siempre podemos tomar dos
puntos P; y P> en As tal que satisfagan

A= det(P1,P2,C) 7é 0.

De este modo el sélido § cumple con todas las hipotesis del Teorema 3.1. Por lo cual,
segtn (19) y de acuerdo al Teorema 1.1 (en todas sus partes y notaciones), si §1 y Fo
son los elipsoides representados por

Xo*xT = y Xo2xT =1,

respectivamente; entonces A; es una seccion eliptica de F;, ¢ = 1,2. Si ademaés
. 1

U’ :R?® — R3 es la homotecia ¥’ (X) = p~2X, para todo X € R? (de centro 0 y

razon p~ ), entonces

V(X0)QW(X)" =y (XQXT) = p = 1,
para todo X € §;. Se infiere que Fo2 = ¥’(F1), por ser ¥ biyectiva.

Reciprocamente, a continuacién probaremos que si dos regiones elipticas cerradas y
paralelas, satisfacen las propiedades en (2), (3) y (4), entonces sus fronteras relativas
son las intersecciones de sus planos con una hoja conica.

Teorema 4.2. Sea Q una matriz simétrica de orden tres, positivamente definida. Si
0<6<1yN esun vector no nulo en R?, consideremos las regiones elipticas cerradas
y paralelas

E:X0xT<s y N-X=1, (21)

E:X0XT<1 y N-X=0, (22)

de centro C y 0, respectivamente.

Entonces las fronteras relativas de &1 y E; son las secciones de corte de los planos
paralelos en (21) y (22) con una hoja cénica C. Explicitamente, C es la hoja cdnica
eliptica no degenerada, de directriz la frontera relativa de €5 y dpice

V= L .
1— (5 —CQCT)?

C. (23)

Demostracion. Denotemos por A; la frontera relativa de &;, i = 1,2. El centro C de
la region eliptica £ estd en su interior relativo, por lo cual en (21) debemos tener
CQCT < 6, lo que implica 0 < § — CQCT < § < 1, y por ende

0<1—(§—CQCT)? <1. (24)

Razon por la cual el vector V en (23) esta bien definido. Por ser C' un punto del plano
de &1, entonces N - C' =1 por (21), asi N -V #£ 0y V no esta en el plano de & dado
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en (22). Esto entrana que la hoja conica eliptica C de apice V' y directriz Ay es no
degenerada.

En nuestro contexto, consideremos la homotecia ¥ : R3 — R3 definida en (16),
siendo aqui (17) la expresion

1
a= - > 1, (25)
1-(6—-CQoCT)?
por (24), en cuyo caso (16) adopta la forma
U(X) = (X - O), X eR. (26)

Dado que A se autorrefleja a través de su centro C, si X € Aj entonces 2C — X € Ay,
por lo cual, segun (21),
(20 - X)Q(2C - X)T =4.

Expandiendo el miembro izquierdo, teniendo presente (ahora y mas adelante) que
XOXT =4, hallamos

coxT =cocT; (27)
por esto,
2
U (X)QU(X) ( 1) oQx —O)T (Por (26))
( 1) (xox” —200x" +CcoCT)
2
( 1) (xXoxT —coch) (Por (27))
( 1) (6—coct) =1 (Por (25)),
' N -¥(X)=0.

En otras palabras, hemos probado que si X es un punto de A; entonces ¥(X) es un
—
punto de la directriz Ay y de la generatriz VX (ver (16)) del manto conico C.

Reciprocamente, si Y € Ay hagamos

X=u1y)="2

Entonces
N.x=2

=1,

dado que Y y C estan en los planos (22) y (21), respectivamente; ademaés

(X —C)Q(X — )T = (a; 1)2YQYT - (a; 1>2,
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o equivalentemente, a la luz de (25) y (27),
xXoxT —coct =s5-coC?t,

si y sélo si
Xox' =4
Igualmente, hemos probado que si Y € Ay entonces ¥~ (Y) € Aj N VY.

Concluimos que, en efecto, A1 y Ao son las secciones de corte de los planos paralelos
en (21) y (22) con la hoja conica C.

Finalmente, se desprende de la parte (%) del Teorema 4.1 y del Teorema 4.2 una
caracterizacion para que dos elipses paralelas en R3 sean secciones de corte de una
hoja coénica.

Teorema 4.3 (Criterio de concurrencia cénica). Sean Ay y A dos elipses paralelas y
diferentes en R3, de centros Cy y Co respectivamente. Entonces, A1 y Ao son secciones
transversales de corte de una hoja conica, si y solo si, Ay y Ao son secciones elipticas
de dos elipsoides Fy y Fa, respectivamente, concéntricos en Cs, tales que W (Fy) = Fo,
donde U es una homotecia de R de centro Co y razén p > 1.

Demostracion. Hagamos
A=A, — Cy, i=1,2,
el trasladado de A; por —C5. Entonces A} y A} son elipses paralelas de centros
C; =Cp—Cy y Cy =0,

respectivamente.

(=) Si Ay y As son secciones transversales de corte de una hoja conica C, entonces
A}y Al son secciones transversales de corte de la hoja conica C — Cs. Por esto, y
de acuerdo a la parte (i) del Teorema 4.1, existen dos elipsoides Fj y F4 de centro
comun 0, y una homotecia ¥ de R3, representada por

U (X) = pX, X e R}
de centro 0 y razoén p > 1, tales que
V' (F) = Fa.

Si
.7:1':]:1'/4'02’ 2'2172,

y W es la homotecia de R? dada por
\I](X):CQ+p(X_CQ)7 XGRB? (28)

de centro Cs y radio p, entonces F; y F> son elipsoides de centro comun Cs, tales que
U (Fy) = Fa, como facilmente puede verificarse.
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(<) Bajo estas hipotesis, A, es una seccion eliptica del elipsoide F; — C2 de centro
0, para todo 7 = 1,2. Existe una matriz simétrica @ de orden tres, positivamente
definida, tal que

(X —C2) Q(X — )" = p2 (29)

es la representacion matricial del elipsoide F7, o equivalentemente,
X0xT = 2

es la representacion matricial de F; — Cs, donde
0<p?<l.

Por hipétesis, la homotecia ¥ de R3 tiene la forma (28). Asi, si Y € F, entonces
Y = U (X) para algin X € Fy, y

(V=) QY —Co)T =p* (X — ) Q(X — o) =1, (por (29)),

es decir,
XoxT =1

es la representacion matricial de F, —Cs. Se infiere del Teorema 4.2 que A} y A}, son las
secciones de corte de dos planos paralelos con una hoja cénica C’, o equivalentemente,
A; = A} — C5 es una seccion transversal de corte de la hoja conica C' + Co, para todo
i=1,2.
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