Revista Integracion

Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander
Vol. 32, No. 1, 2014, pag. 1-18

Modelo unibimodal simétrico-asimétrico con
aplicacion al estudio del RNA VIH-1

GUILLERMO MARTINEZ-FLOREZ?, GERMAN MORENO-ARENAS® *
¢ Universidad de Cérdoba, Departamento de Mateméticas y Estadistica, Monterfa, Colombia.

® Universidad Industrial de Santander, Escuela de Mateméaticas, Bucaramanga, Colombia.

Resumen. Se definen dos nuevas distribuciones de probabilidad: modelo unibi-
modal simétrico con funcion de riesgo proporcional a la distribucion normal
y modelo unibimodal asimétrico con funcion de riesgo proporcional a la dis-
tribucion normal asimétrica. Estos modelos permiten ajustar datos censura-
dos con comportamiento bimodal y altos (o bajos) niveles de curtosis com-
parado con la curtosis de la distribucion normal y altos (o bajos) niveles de
asimetria. Ademas, se estiman los pardmetros de los modelos por maxima
verosimilitud y se determina la matriz de informaciéon observada. La flexibili-
dad de la nueva distribucion se ilustra ajustando un conjunto de datos reales:
el namero de moléculas de ARN VIH-1 por mililitros de sangre medida en
personas con pruebas confirmadas de presencia del VIH.
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Uni-bimodal Symmetric-Asymmetric Model with
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Abstract. We define two new probability distributions, unibimodal symmet-
ric model with proportional hazard function to the normal distribution and
unibimodal asymmetric model with proportional hazard function to the skew-
normal distribution. These models allow adjust censored data with bimodal
behavior and high (or low) levels of kurtosis compared with kurtosis of the
normal distribution and high (or low) levels of asymmetry. The model pa-
rameters are estimated by maximum likelihood and the observed information
matrix is determined. The flexibility of the new distribution is illustrated
by adjusting a set of real data, the number of molecules of HIV-1 RNA per
milliliter of blood measured in individuals with confirmed test of the presence
of HIV.

Keywords: Bimodality, skewness, kurtosis, proportional hazard function, cen-
sorship, limit of detection, HIV-1 RNA, HAART.

* Autor para correspondencia: E-mail: gmorenoa@uis.edu.co
Recibido: 29 de enero de 2013, Aceptado: 03 de febrero de 2014.
Para citar este articulo: G. Martinez-Floérez, G. Moreno-Arenas, Modelo unibimodal simétrico-asimétrico
con aplicacién al estudio del RNA VIH-1, Rev. Integr. Temas Mat. 32 (2014), no. 1, 1-18.



2 G. MARTINEZ-FLOREZ & G. MORENO-ARENAS

1. Introduccién

Los biomarcadores o marcadores biologicos son caracteristicas que se miden y se evaltian
como un indicador de procesos biologicos normales, procesos patogénicos o respuestas
farmacologicas a una intervencion terapéutica objetiva |Biomarkers Definitions Working
Group, 2011]. Los biomarcadores son ttiles para indicar el estadio en que se encuentra el
desarrollo de una enfermedad, evaluar los resultados del uso de los medicamentos o para
detectar el fracaso terapéutico antes de que se desarrollen complicaciones clinicas. En
estudios con biomarcadores es comin tener limites de deteccion por debajo de los cuales
no es posible determinar los valores especificos de la variable de interés. Por ejemplo, en
pacientes que tienen confirmada la presencia del virus de la inmunodeficiencia humana
(VIH), la carga viral es medida por la cantidad de moléculas de ARN VIH-1 presentes en
la sangre; cuando se usa la prueba Amplicor® sélo se detectan valores iguales o superiores
a 50 unidades por mililitro de sangre y con la prueba COBAS® TaqgMan® se detectan
valores iguales o superiores a 20 copias/mL, siendo esta mas sensible.

A los pacientes con VIH se los trata clinicamente con un coctel de medicamentos, cono-
cido técnicamente como Terapia Antirretroviral Altamente Activa (HAART, por sus
siglas en inglés). El uso de estos medicamentos restringe el desarrollo del sindrome de
inmunodeficiencia adquirida (SIDA) y reduce el namero de moléculas de ARN VIH-1
hasta niveles indetectables con las pruebas ultrasensibles actuales. Sin embargo, niveles
indetectables de carga viral no significan que la replicacion viral se ha detenido, y por esto
los laboratorios hacen esfuerzos para elaborar pruebas méas sensibles, con el proposito de
determinar con mayor precision el nimero de moléculas de ARN VIH-1 presentes en la
sangre. En pacientes con buena respuesta a la HAART, el namero de moléculas de ARN
VTIH-1 se puede reducir a valores por debajo de 20 copias/mL, limite actual de las pruebas
ultrasensibles, pero no se puede determinar el nimero exacto de moléculas cuando esta
por debajo de este limite de deteccion, y generalmente se dice que el paciente tiene 20
copias/mL de ARN VIH-1. Este tipo de datos en la literatura estadistica se conoce como
datos censurados por la izquierda; solo se sabe que el paciente superé dicho umbral, pero
no se sabe cudl es la verdadera medida.

Ademas de la presencia de datos censurados, en la poblaciéon de pacientes con VIH se ha
observado que la distribuciéon del numero de moléculas de ARN VIH-1 tiene un compor-
tamiento bimodal. Por ejemplo, Li et al. [15], en un estudio con pacientes diagnosticados
con VIH y bajo la HAART, mostraron que en esta poblaciéon la cantidad de moléculas
de ARN VIH-1 tiene un comportamiento bimodal; Schneider et al. [21] corroboraron el
comportamiento bimodal en la distribucién del nimero de moléculas de ARN VIH-1 en
otra poblacion de este tipo de pacientes. De tal forma que el pico de la izquierda de la
distribucion representa los individuos con la mas alta reduccion en la cantidad de molécu-
las de ARN VIH-1 usando la HAART, y el pico de la derecha refleja los individuos con
respuesta suboptima a los medicamentos de la HAART.

La bimodalidad y la censura estan presentes en otras variables biologicas; por ejemplo,
Lim et al. [16] mostraron que existe bimodalidad en la distribucion del nivel de glucosa
medido en milimoles por litro (mmol/L) de sangre en poblaciones con baja prevalencia
de diabetes y de obesidad; las pruebas del nivel de glucosa tienen limite de deteccion
minimo. La bimodalidad también se encuentra en variables climatologicas; Zhang et al.
[23] indicaron que la distribucion de probabilidad de la cantidad de vapor de agua tropos-
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férico medido en los tropicos (X hPa) tiene comportamiento bimodal, y esta bimodalidad
implica gradientes agudas entre los regimenes secos y hiumedos en el espacio y el tiempo.

En los tres casos expuestos: nimero de moléculas de ARN VIH-1, nivel de glucosa en
la sangre y cantidad de vapor de agua troposférico, los datos fueron modelados con una
mixtura de dos distribuciones normales. A pesar de que la mixtura de distribuciones
normales es frecuentemente usada para modelar comportamientos bimodales, esta tiene
problemas en presencia de distribuciones con altos grados de asimetria y curtosis en
las dos subpoblaciones que componen la distribucion completa de los datos. En algunos
casos, en la mixtura pueden coexistir distribuciones que tienen alto (o bajo) grado de
asimetria en cada componente. En consecuencia, el anélisis de datos es orientado hacia
el uso de distribuciones asimétricas, donde al menos una de las dos componentes de la
mixtura o la distribucién completa deberia ser modelada por una distribucion asimétrica.

Algunas distribuciones como la exponencial, gamma, Gumbel, log-normal y Weibull,
entre otras, han sido tradicionalmente usadas para modelar datos con comportamientos
asimétricos; alternativas recientes como la distribucién normal asimétrica introducida
por Azzalini [3] o distribucion alfa-power definida por Durrans [8] también son utilizadas
para modelar datos con comportamientos asimétricos; pero todas estas distribuciones son
de tipo unimodal.

La funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria Z con distribucion
normal asimétrica esta dada por

F(zN) =20(2)P(N2), AER, (1)

donde ¢ y ® denotan la funcion de densidad y funcion de distribucion de la distribu-
cién normal estandar, respectivamente. Denotamos esta distribucion por Z ~ SN(X).
La asimetria es regulada por el parametro \; cuando A = 0 se obtiene la distribucion
normal. La distribucién normal asimétrica fue introducida inicialmente por O’Hagan y
Leonard [17] como una distribucion apriori para estimar el parametro de localizacion de
la distribucién normal. Posteriormente Azzalini [3] investiga sus propiedades fundamen-
tales y propone algunas generalizaciones y extensiones. La densidad (1) ha sido también
ampliamente estudiada por [5], [9], [10], [13] y [18].

Durrans [8], en un contexto hidrologico, introdujo la distribucion de las estadisticas de
orden con funcion de densidad dada por

pr(z0) =af(){F(2)}*7", a eRT, (2)

donde F' es una funcion de distribuciéon absolutamente continua con funciéon de densidad
f v aes el pardametro de forma que controla la asimetria de la distribucion. El modelo (2)
también es conocido en la literatura como distribuciéon alfa-power.

Cuando en (2), f = ¢ y F = ® tenemos la distribucion llamada power-normal; ademas si
a = 1 obtenemos la distribuciéon normal. Usamos la notacion Z ~ PN(«). En la Figura 1
se puede observar que el pardmetro « controla la curtosis de la distribucion; cuando o > 1
la curtosis es mayor que la curtosis de la distribuciéon normal, y para 0 < a < 1 ocurre
lo contrario.

Notese que las distribuciones normal asimétrica y power-normal ofrecen una alternativa
en el caso de datos que presentan mayor (o menor) asimetria o mayor (o menor) curtosis
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density

Figura 1. Funcion de densidad PN(«) para o = 5 (linea solida), a = 2 (linea de trazos), a = 1 (linea
punteada) y o = 0,5 (linea de trazos y puntos).

que la distribucién normal, pero tienen la caracteristica de ser unimodales. Para modelar
comportamientos bimodales tenemos el modelo definido por Kim [14], que es una exten-
sién bimodal del modelo normal asimétrico, llamado normal asimétrico de dos piezas,
cuya funcion de densidad de probabilidad estd dada por

f(z:0) = kad(2)®(alz]), @ €R, 3)

donde k, = 27/ [r + 2arctan(«)] es una constante de normalizacién. Denotamos el mo-
delo (3) por Z ~ TPSN(«q). Para o > 0, el modelo (3) es bimodal. Una extension del
modelo bimodal de Kim fue presentado por Arnold et al. [2], la funcién de densidad de
probabilidad llamada normal asimétrica extendida de dos piezas esta dada por

f(z0,w) = 2kadp(2)®(alz])R(w2), a €R, wER, (4)
donde w es un pardmetro que controla la asimetria de la distribucién y k, es una constante
de normalizaciéon. El modelo (4) lo denotamos por Z ~ ETPSN(o, w).

Cordeiro y de Castro [7] propusieron una extension del modelo de Durrans, llamada
distribucién Kumaraswamy-G, la cual esta definida mediante la funcion de densidad de
probabilidad

valz;a,b) = ab g(2)G* 1 (2){1 — G2)}*7L, a € RY b e RY, (5)

donde G(z) es una funciéon de distribucion continua arbitraria, g(z) = dG(z)/dz es su
correspondiente funcion de densidad de probabilidad y, a y b son parametros adicionales
de forma. Si Z es una variable aleatoria con densidad (5), escribimos Z ~ Kw — G(a, b).
Cuando a = 1 tenemos el modelo

va(zb) =bg(2){1 - G(2)}*7", 2 €R, (6)
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con funcion de distribucion
Fa(z;b)=1—-{1-G(2)}, z €R,

y funcion de riesgo hg(z;0) = b g(2)/ {1 — G(2)}. Si Z sigue el modelo (6) lo denotamos
por Z ~ PHF(b) (de proportional hazard function en inglés).

Teniendo en cuenta las ideas de [14], [2] y [7], en este trabajo definimos nuevas distribu-
ciones de probabilidad capaces de modelar comportamientos bimodales, sugiriendo que
se puede reemplazar la mixtura de dos distribuciones normales por una tnica distribu-
cién bimodal con mayor flexibilidad de ajuste en términos de asimetria y curtosis en cada
componente de la distribucién y en la distribucion completa. Adicionalmente se incluye la
metodologia de anélisis con presencia de datos censurados. Este articulo esta organizado
de la siguiente forma: en la Seccién 2 definimos un nuevo modelo unibimodal simétrico
con funcién de riesgo proporcional a la distribucién normal, y presentamos la estimacion
de méxima verosimilitud de los parametros de esta distribucion. En la Secciéon 3 defini-
mos el modelo unibimodal asimétrico como una extensiéon del modelo normal asimétrico
flexible estudiado por Gomez et al. [10]. Calculamos los momentos, los estimadores de
méxima verosimilitud de los parametros del modelo y la matriz de informacién observa-
da. Para fines ilustrativos, en la Secciéon 4 aplicamos el nuevo modelo para analizar las
mediciones de ARN VIH-1 en personas con pruebas confirmadas de presencia del VIH
y bajo la HAART, mostrando las diferencias con el ajuste por mixtura de dos distribu-
ciones normales. Por ultimo, en la Seccién 5 hacemos algunas observaciones con relacion
a estos nuevos modelos.

2. Distribucién unibimodal simétrica

Definimos una variable aleatoria continua Z con distribucién unibimodal simétrica con
parametro «, si su funcion de densidad de probabilidad esta dada por la expresion

pa(za) = ag(z) {201 - G2}, a € RY, (7)

donde G(z) es una funcion de distribucion absolutamente continua, g(z) es la correspon-
diente funcion de densidad simétrica alrededor de cero y funcién de riesgo proporcional de-
pendiente de la funcion de distribucion G(z). En adelante se denota por Z ~ UBPHF(«).

2.1. Propiedades de la distribucion UBPHF

Algunas propiedades de la distribucion UBPHF(«) son:

(i) Simetria: Si Z ~ UBPHF(«), entonces el modelo (7) es simétrico.
(ii) Funcién de distribucién: Si Z ~ UBPHF(«), entonces la funcion de distribucion

de Z esta dada por

1 o .
FG(z;a):{2{2GZ)} ) siz <0,

(
~1{20-G(E)° . siz>0
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(iv)

G. MARTINEZ-FLOREZ & G. MORENO-ARENAS

Generador de nameros aleatorios: Si la variable aleatoria Y tiene distribucion
uniforme en el intervalo (0,1), denotado por Y ~ U(0,1), y g(z) es simétrica,
entonces mediante el método de inversion podemos obtener una variable aleatoria
con distribucion Z ~ UBPHF («) mediante la expresion

P G [i(2y)Ve], si Y <1/2,
|G t-ea-y)Ve], s v >1/2

Familia de localizacién y escala: Si Z ~ UBPHF(a) y X = & + nZ, donde
£ € R es el parametro de localizacién y n € RT es el parametro de escala, entonces
la funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria X esta dada por

e(x;€,m,0) = %g (l;g) {2 (lfG( In§’>)}al, aeRt.  (8)

Si una variable aleatoria X sigue el modelo (8), la denotamos X ~ UBPHF(&, 7, a).
Cuando g = ¢y G = ®, escribimos X ~ UBPHN(¢, n, «), esto es, distribucion unibimodal
con funcién de riesgo proporcional a la distribucion normal y pardmetros &, n y a. La
estimacion de los parametros del modelo UBPHN(E, 1, ) se realiza mediante el método de
méxima verosimilitud, es decir, maximizando el logaritmo de la funciéon de verosimilitud
respecto al vector de parametros (&, 7, @).

Si¢&=0yn=1, denotamos Z ~ UBPHN(«). La generacion de una variable aleatoria
UBPHN(«) se puede hacer mediante el siguiente procedimiento:

1.
2.

2.2.

Sea Y ~ U(0,1);
SiY < i entonces Z =&~ (1(2Y)Y*);

. En caso contrario, Z = ®~! (1 — 3(2(1 - Y))/*), donde ! es la inversa de la

distribucién normal acumulada.

Unibimodalidad: Si Z ~ UBPHN(«), entonces su funcion de densidad es uni-
modal para @ > 1 y bimodal para o < 1.

Prueba: Derivando f(z) = a¢(z) {2(1 — ®(|2]))}* " con respecto a la variable z,
e igualando a cero, tenemos que los puntos donde ocurren los maximos y minimos
son las soluciones de las ecuaciones

{mzwwuwvn+maaw»=a sia>1,

(1—a)o(z]) - 21— ®(|z)) =0,  sia<l; ®)

asi, f(z) es unimodal para @ > 1y bimodal para a < 1. Cuando a = 1, corresponde
a la distribucién normal.

Distribucién unibimodal simétrica para datos censurados

Cuando los datos son censurados, la distribucién resultante es una mezcla entre una
distribucion discreta y una continua. Esta idea fue definida por Tobin en [22] y el modelo
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resultante se conoce como Modelo Tobit. Sean X* ~ UBPHF(a) y {X7,X5,..., X }
una muestra aleatoria de tamano n y punto de censura igual a ¢ (o limite de deteccion
inferior cuando hablamos de las pruebas ultrasensibles con biomarcadores). La variable
aleatoria X tomara el valor observado si * es mayor que ¢, y ¢ si * es menor o igual

que c; esto es,

o = {a:;‘, s% xz > c,

c, si z7 <c,

para i = 1,2,...,n; consecuentemente, Prob(z; = ¢) = Prob(z; <c¢), y para z} > ¢ la
distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X es igual a la distribucion de proba-
bilidad de la variable aleatoria X *. Entonces X es una variable aleatoria con distribucion
UBPHF con censura a la izquierda, y la denotamos por X ~ CUBPHF(«). La generali-
zacion con censura a la derecha es trivial.

Tomando g = ¢ y G = ® llegamos de forma natural a una variable aleatoria censurada
con distribucién unibimodal con funcién de riesgo proporcional a la distribucién normal,
la cual denotamos por X ~ CUBPHN(«). La extension del modelo CUBPHN(«) a
modelo de localizaciéon y escala sigue del caso general. Esta extension la denotamos
por CUBPHN(E, 1, ). En la Figura 2 se presenta la forma de la funcién de densidad
CUBPHN con punto de censura ¢ # 0, (a) bimodal para o < 1 y (b) unimodal para
a>1.

(a) a=0,75 (b) @ =1,75
Figura 2. Ejemplos de la funcién de densidad UBPHN(1,5;1; ) con censura a la izquierda (zona en
color gris).

Los momentos de la variable aleatoria X con distribucion CUBPHN son funciones de los
momentos incompletos de la variable

e a/ T é(2) {1 — B(2)}° " Vdz, r =0,1,2,... (10)
y el r-ésimo momento de la variable aleatoria X se da como

E(X") = 2°"14,(0).

Vol. 32, No. 1, 2014]



8 G. MARTINEZ-FLOREZ & G. MORENO-ARENAS

La generacion de una variable aleatoria X con distribucion CUBPHN se puede hacer
teniendo en cuenta que para el modelo UBPHN(«) la funcion de distribucion acumulada
esta dada por

1{20(2)}", si 2z <0,

1-L{201—(2))}", siz>0. (11)

Fy(z;a) = {

La extension de localizacion y escala del modelo CUBPHN(«) sigue de la transformacion
X = £+ nZ. Asi, para un valor z = ¢, tomando n = 1 y variando x;, se obtienen
diferentes proporciones de censura. La variable generada y los indicadores de la censura
se pueden generar a partir de X;" = min(Xj, ¢) e I; = I{x, <.y}, indicando si la observacion
es censurada o no censurada, siendo [; la funcién indicadora. La generacion de esta
variable aleatoria censurada puede hacerse de forma sencilla en cualquier lenguaje de
programacion; el programa R es una buena opcion, dada la sencillez de su lenguaje de
programacion.

2.3. Estimacién de los parametros del modelo CUBPHN(E, 7, o)

Para realizar la estimacion de los parametros del modelo CUBPHN(&, i, &) por méaxima
verosimilitud, vamos a suponer sin pérdida de generalidad que ¢ = 0. Asi, el aporte a la
log-verosimilitud del ¢-ésimo dato censurado o por debajo del limite de deteccion es dado

por .
Prob(z; < 0) =271 (1 - <%)) .

Sean C' = {Conjunto de datos censurados} y B = {Conjunto de datos no censurados},
entonces tenemos que la funcion de log-verosimilitud para la estimacion de los parametros
0= (¢£m,a)", dada X = {X,,...X,}, esta dada por

00;X) = mnylog(a)+nlog(2)(a—1) — nylog(n) + aZlog (1 —®(z0))
iceC
+ D log(é(=i) + (= 1) Y log(1 = (|z4)),
i€B icB

@ —§ ; . ]
donde z; = ———, 29 = &/n y n1 es el namero de observaciones no censuradas. Asi, la

funcién de puntuacion, definida como la derivada de la funcién de log-verosimilitud con
respecto a cada uno de los pardmetros es dada por:

quzo 1 a—1 \zl\)
v = WZ (z0) EZ“ 2 e T gy

i€B

_aé ¢(20) 2 ¢<IZzl
PRI R BICIPRe < ot

zEC i€B i€B

:Zlog(l— ))+—+nlog +Zlog[1— ().

ieC i€B

Igualando estas ecuaciones a cero obtenemos las respectivas ecuaciones de puntuacion,
cuya solucién se debe calcular por métodos numéricos iterativos, llevando a los esti-
madores de maxima verosimilitud de &, 7 y «, denotados por &, ) y .
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2.4. Matriz de informacién observada

Los elementos de la matriz de informacién observada definidos como menos la segunda
derivada de la funcién de log-verosimilitud con respecto a los parametros, y denotados
POT Jegs Jens Jnms Jéas Jna ¥ Jaa, se dan mediante las formulas

. « i a—1 — P
Jee = noﬁwo[wo — 20] + P [u} + sgn(z)zw] ,

. «a 2nq _ a—1
Jen = noﬁwo[—wozo—kzg— 1] +n—2lz+n1 e {—sgn(z)\zm? + sgn(z)z2w — sgn(z)w] ,
) adw n 3N — a—1 — =
Gan = nO%[Q +wozo — 23] — —; + —2122 +ni——y [—2\z|w — 22w? + |z\3w} ,
n n n n
. MWy Ny . nowoé  Ni—— ..m
Jéa = " + n bgn(z)w> Ina = — 772 - F‘Z|w7 Jaa = E’
$(20) ¢(2:) __ XieBWi  __ _ Dliep ZiWi
dond = T &L\ A VI = = >
P Yoty L gy Y (P n : m
2 2,12
_ o w? - - sen(z;)ziw; — o Z5W;
W = Lien i L, sgn(z)zw = Liep SE0(21) i L 22wl = Lien 2V y sgn es la

ni ny ni
funcion signo. Para o = 1 el modelo se reduce al modelo normal censurado.

3. Distribucién unibimodal asimétrica

Una extension asimétrica del modelo UBPHN se puede definir aplicando el siguiente lema
demostrado por Azzalini en [3].

Lema 3.1. Sean fy una funcion de densidad de probabilidad simétrica alrededor de cero
y G una funcion de distribucion tal que G’ existe y es una funcion de densidad simétrica
alrededor de cero; entonces

f(z2) = 2fo(2)G(Az) (12)

es una funcion de densidad para cualquier \ € R.

Usando el Lema 3.1 definimos una extension asimétrica para la distribucion
UBPHN(¢, n, ), la cual llamamos distribucion unibimodal asimétrica con funcion de
riesgo proporcional a la distribucion normal, y la denotamos X ~ UBPHNA(,n, a, §),
cuya funciéon de densidad de probabilidad esta dada por

S [ ) T N

donde 8 € R es un pardmetro de asimetria, £ € R es el parametro de localizacion, n € R*
es el pardmetro de escala y o € RT.

Cuando en (13) a = 1 obtenemos el modelo de localizacion y escala de la distribucion
normal asimétrico, denotado por X ~ SN(&,7,8). Sia =1y 8 = 0, obtenemos el modelo
de localizacion y escala de la distribucion normal, esto es, X ~ N(§, 7).
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3.5. Distribucion unibimodal asimétrica para datos censurados

De la misma forma como se defini6 el modelo CUBPHN en la Seccion 2.2, se define el mo-
delo UBPHNA para datos censurados, el cual denotamos por X ~ CUBPHNA(, 7, «, ).

En la Figura 3 se presentan dos ejemplos de la forma de la funciéon de densidad de la
distribucion CUBPHNA con punto de censura ¢ # 0: (a) para S = —0,25 es bimodal
con el pico mayor a la izquierda; y (b) para 8 = 0,25 es bimodal con el pico mayor a la
derecha.

(a) [ =-0,25 (b) 8 =0,25
Figura 3. Funcién de densidad CUBPHNA(1,5; 1;0,5; 3) con punto de censura a la izquierda (zona en
color gris).

3.6. Estimacion de los parametros del modelo CUBPHNA(E, n, o, 3)

Para realizar la estimacion de los parametros del modelo CUBPHNA (¢, 7, «, ) por mé-
xima verosimilitud, nuevamente suponemos sin pérdida de generalidad que ¢ = 0. Asi, la
contribucién a la verosimilitud de las observaciones menores o iguales a cero esta dada
por

_¢
U(0) = Prob(x < 0) = a2°‘/ ! B(2) {®(2)}* ! ®(B2)dz = a2%¢(0).
Para una muestra aleatoria X = {X1,Xs,...,X,} con X; ~ CUBPHNA(¢, 0, «, 8), la

funcion de log-verosimilitud de 8 = (£,7,«, )T dada X esta dada por

00; X)) = ZZO + nylog(a) + nialog(2) — nylog(n) + Z log(é(2:))
i€C i€B
+ (a=1)) log(l - &(jzl)) + Y log(®(8z)),

i€B i€B

donde z; = Ti=§ y Lo = log(1(0)). Asi, la funcién de puntuacion respecto a cada uno
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de los parametros esta dada por:

ZA§+ Zzz

_olal) _ § 5~ 96
T=a(=]) ni;ﬂﬂzi)’

ieC LGB i€EB
D DR Zu o) ﬁz =
ieC licB (i) 3
ZA +—+nllog +Zloglf (z:])],
ieC i€EB
ZAﬁ+Zzl 62’2
i€C i€EB

donde A, esta definido en el Apéndice 1. I[gualando estas ecuaciones a 0 obtenemos las
respectivas ecuaciones de puntuacion, cuya solucion nos ofrece los estimadores de méxima
verosimilitud &, 7, a y S.

3.7. Matriz de informacién observada

Los elementos de la matriz de informacién denotados por je, ..., js3 estan dados por:

n a—1r1r— ——— 2 —5
jee = Nee + — —ma {wz + sgn(z)zw} + nl% [ﬁz_wl+ w%] ,

U

2n a—1
Jen = Agy+ U—QE +n o [—sgn(z)|z\w2 + sgn(z)z2w — sgn(z)w]

+ n1—nﬂz [52z2w1 + Bzw? — w1] 7
n1 3711

A +—522+n

g g2

+ nl% [522311)1 + Bz2w? — 22’_101} 5
]

1l
Jm = e [—2|z|w - 22w? + |z\3w] - %W}l

. nl———— . nyr—— . ni .
Jea = Aea + ?Sgn(z)ug Jna = Mo — ?‘Z|w Jaa = Moo + o’ Japg = Nag,

. ny — — . ny__ ﬁ [ —
Jpy = Ngn + #[zwl — B23w; — Bz2wl], e = Ape + ?wl - nﬁ [5221111 + z2w?|,

das = Apg +n1[Bz3w + 2 wl] Jap = Ngs + ni[B23w + 22w?],
(Bz)  __  CiepWi  —5  DiepWis

1= —, wi="—"7——y A9j97, son dados en el

donde wy; = @(ﬁzi)’ . { "

Apéndice 1.

La matriz de informacion de Fisher se obtiene calculando los valores esperados de las
expresiones anteriores, y se denota como I(#). Se puede demostrar que |I(0)| # 0; asi
pues, la matriz de informacién de Fisher es no singular. Por lo tanto, para muestras
grandes el EMV 6 de 0 = (§,n, a, ) es asintoticamente normal, esto es,
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03 Ny, 1(6)71), (14)

resultando que la varianza asintética de 0 es la inversa de [ (0).

En consecuencia, con el resultado dado en la Ecuacion 14 se pueden calcular los intervalos
de confianza para cada uno de los pardmetros del modelo.

4. Aplicacién

En esta seccion ajustamos el modelo CUBPHNA usando un conjunto de datos reales.
La base de datos fue proporcionada por la Secretaria de Salud del Departamento de
Santander, Colombia, y corresponde a personas con pruebas confirmadas de presencia
del VIH que han sido reportadas al Sistema Nacional de Vigilancia en Salud Publica
(SIVIGILA). Esta base de datos mantiene absoluta confidencialidad de la identificacion
del paciente y contiene, entre otras variables, la edad, el sexo, la fecha de ingreso al
SIVIGILA, presencia o ausencia del tratamiento HAART, recuentos de CD-4, CD-8 y
carga viral medida como numero de copias de ARN VIH-1 realizadas con la prueba
Amplicor® que tiene un limite de deteccién inferior de 50 copias/mL.

La base de datos contiene informacion de 1275 personas infectadas con el VIH, reportadas
oficialmente al SIVIGILA hasta junio del 2012. En la base de datos existen pacientes
que estan en diferentes etapas de la enfermedad, pero sélo 681 pacientes reciben los
medicamentos de la HAART y tienen mediciones de ARN VIH-1, 206 mujeres y 475
hombres. Para la ilustracion, consideramos un subgrupo de 106 mujeres y 263 hombres
infectados con el VIH que han sido tratados por lo menos un afio con la HAART, dado
que ya deben tener alguna respuesta de mejoria con el uso de esos medicamentos.

Inicialmente ajustamos los datos de carga viral de las 106 mujeres. La proporcion de
mujeres por debajo del limite de deteccion de 50 copias/mL es 34,90 %. La prueba de
multimodalidad, definida por Hartigan y Hartigan en [11] e implementada computa-
cionalmente en Hartigan [12], nos genera el valor D = 0,0686 de la estadistica de prueba
CON UN Pyqlor = 0,0133, rechazandose la hipotesis nula de que la distribucion de la carga
viral es unimodal. En el histograma presentado en la Figura 4-(a) se evidencia la exis-
tencia de bimodalidad en la distribuciéon del conjunto de datos. Cuando la hipotesis nula
es rechazada a un nivel de confianza del 95 %, la bimodalidad es confirmada si y solo si
se pueden observar dos picos “obvios” en la distribucion de los datos (véase Zhang et al.
[23], pag. 2851).

Para el ajuste del modelo CUBPHNA usamos el método de optimizacion optim del pa-
quete estadistico R, el optim del R sirve para maximizar la funcién de verosimilitud. Los
estimadores de méaxima verosimilitud con sus respectivos errores esténdar entre parénte-

~

sis, son: € = 1,502 (0,127), 7 = 0,456 (0,101), @ = 0,117 (0,042) y B = —0,144 (0,127).

La proporcion estimada de datos censurados con el modelo CUBPHNA es 33,9% evi-
denciando un buen ajuste del modelo, dado que el valor en la base de datos es 34,90 %.
Las Figuras 4-(b) y 4-(c) muestran el ggplot y la funciéon de distribucion acumulada del
modelo estimado. Se puede observar en todas las graficas el ajuste adecuado del modelo
CUBPHNA.
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Figura 4. (a) Histograma de la carga viral para mujeres y modelo CUBPHAN ajustado, (b) ggplot y

(c) fda.

Usando los datos de la carga viral de los hombres, en la Tabla 1 estan calculados los
estadisticos descriptivos para las observaciones por encima del limite de deteccion. Los
valores /by y bs corresponden a los coeficientes de asimetria y curtosis de los datos por
encima de log;((50), respectivamente. Indicando que el conjunto de datos presenta alta
asimetria positiva y baja curtosis comparada con el modelo normal, asi que el modelo
normal censurado puede no ser la mejor eleccion para el ajuste de los datos de carga

viral.

v sy Vb1 ba
1,7350 | 1,7397 | 0,5258 | 2,1346

Tabla 1. Estadisticos descriptivos para las observaciones de carga viral de los hombres por encima de

log,(50).
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Para realizar un estudio méas completo con los datos de la carga viral de los hombres
ajustamos también los modelos: normal para datos censurados (CN), normal asimétrica
para datos censurados (CSN) y CUBPHNA. En la Tabla 2 estén los estimadores de los
pardmetros del modelo con sus respectivas desviaciones estandar.

Para comparar los modelos utilizamos el criterio de Akaike (AIC), a saber,

AIC = =2 ((-) + 2p,

donde p es el nimero de parametros para el modelo considerado. El mejor modelo es el
que tiene el menor AIC. En este caso, segtin este criterio el mejor modelo es el modelo
CUBPHNA.

Parametro CN CSN CUBPHNA
AIC 833,615 835,587 818,682

n 0,477(0,137) 1,689(1,147) 1,698(0,080)

o 1,978(0,121) 2,362(0,767) 0,370(0,137)

o -0,861 (1,013) 0,060(0,039)

B -0,142(0,055)

Tabla 2. Parametros estimados (desviacion estandar) de los modelos ajustados de la carga viral de los
hombres.

0.35
|

025 0.30

density

010 015 020
|

0.05
L

0.00
L

log 10 (HIV RNA)

Figura 5. Histograma de la carga viral para hombres y modelos ajustados: CN (linea punteada), CSN
(linea de guiones) y CUBPHNA (linea continua).

El histograma de la Figura 5 ofrece una fuerte evidencia de que el comportamiento de la
variable ARN VIH-1 es bimodal. Los modelos CN y CSN sugieren ajustar adecuadamente
la asimetria presente en la distribucion de los datos, pero no la naturaleza bimodal, que
parece ser mejor captada por el modelo CUBPHNA.
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Otro test para probar la hipotesis de bimodalidad, dado que estos modelos son encajados,
es
Ho: =0 wversus H;: B#0,

el cual compara el modelo CSN contra el modelo CUBPHNA (el modelo es bimodal
cuando § # 0). Podemos hacer uso de la razon de verosimilitudes,

_ Lesn(0)
loupprna(8)

de la Tabla 2 obtenemos
—2log(A) = —2(405,341 — 415,793) = 20,904,

que es mayor que el valor critico de la distribucion ji-cuadrado al 5% con un grado
de libertad, a saber, X?;s% = 3,8414, rechazédndose la hipotesis nula y aceptando la
hipotesis alternativa de que la distribucion de la carga viral de los hombres es bimodal,
dando evidencia de que el modelo CUBPHNA es una buena alternativa para el ajuste de
datos de ARN HIV-1 que tienen comportamiento bimodal.

Generalmente, varios autores utilizan la mixtura de dos distribuciones normales (MN)
para ajustar este tipo de datos. La funcion de densidad de esta distribucion esta dada
por

(@ p1, 01, p2,02,p) = pfi(w, pa, 01) + (1 = p) faw; p2, 02),

donde f; corresponde a la funcién de densidad de la distribucion normal con parametros
(5,05), 7 =1,2y 0 < p < 1. Para datos censurados, denotamos el modelo de mixtura
de dos distribuciones normales por CMN(u1, 01, fi2, 02, p).

El modelo ajustado usando la libreria gamliss.mx del paquete gamlss creado por
Stasinopoulos y Rigby [20] del programa R es

CMN(1,4780;0,903;4,4817;0,921; 0,714),

con AIC=819,8578.

Como se puede observar, este modelo tiene AIC mayor que el AIC del modelo CUBPHNA,
asi que el modelo CUBPHNA ajusta mejor los datos de las mediciones de ARN HIV-1 del
subgrupo de los hombres comparado con el modelo CMN. En la Figura 6-(a) se presenta
el histograma con las graficas de los modelos ajustados CMN y CUBPHNA.

Se resalta que el porcentaje de datos censurados es 39,92 % de la muestra bajo estudio. El
porcentaje estimado de observaciones censuradas bajo el modelo CUBPHNA es 39, 64 %
mostrando indicios de una nueva opcion para ajustar distribuciones de datos censurados
con comportamientos bimodales. En la Figura 6-(b) se presenta el ggplot usando el modelo
CUBPHNA, el cual indica un excelente ajuste para la mayoria de las observaciones.

5. Conclusiones
A pesar de que la mixtura de dos distribuciones normales es frecuentemente usada para

ajustar datos con comportamientos bimodales, esta tiene restricciones para ajustar com-
portamientos asimétricos en uno o los dos componentes de la distribucion. En este trabajo
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Figura 6. (a) Modelos ajustados para la carga viral de los hombres: CMN (linea punteada) y CUBPHNA
(linea solida), (b) ggplot calculado con el modelo CUBPHNA.

presentamos dos nuevos modelos bimodales: modelo unibimodal simétrico con funcion de
riesgo proporcional a la distribuciéon normal y modelo unibimodal asimétrico con fun-
ciéon de riesgo proporcional a la distribucién normal asimétrica. Estas distribuciones
pueden ajustar asimetria y curtosis por fuera de los rangos establecidos con las otras
distribuciones bimodales competentes. Ademaés, estos nuevos modelos pueden tener com-
portamiento unimodal y bimodal. La inclusiéon de un nuevo parametro puede explicar
simultaneamente el comportamiento asimétrico y bimodal de una gran familia de dis-
tribuciones, lo que permite tener un modelo mas flexible que la mixtura de distribuciones
normales. La aplicacion con datos reales de personas infectadas con VIH evidencian que
esta propuesta ajusta mejor los datos de la carga viral que otros modelos ya existentes,
y las pruebas de hipoétesis asi lo confirmaron. En resumen, el modelo CUBPHNA tiene el
potencial de ajustar adecuadamente datos censurados con comportamientos bimodales,
con alta o baja asimetria y con alta o baja curtosis.

Apéndice 1

1
Ag = o Ay = Eeon Aa= 24 108(2) + woan, Ag =woz1,  (15)

s

Wo1 =

3 eV T g (gt _
d (n) {‘I) ( n)} q)( ﬁn) - wl /_ " 2*0(2) {@(2)} " ¢(B2)dz.
¥ ook = 2oy [ () {log[@ ()]} {2()} " @(B2)d=.
Age = 77% [w31 — Bwog — %wm —(a— 1)w00w01} .
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2
Ann = T]% 5&1}04 + fwgl - (i_] + 5(0& - 1)11)()0 - 277) w01:| 3
1
Ao = o2 + Wiy + Woa2, Aps = wiz; + Buwoss,

1
Agy = o [B€nwos — Enwiy + [En(e — Vwoo — 0? + EJwon] ,

Wo1 1
Aeo = " [uo — wo21], A¢g = ﬁ[—fwm — Nwo1Wo31],
_ £ _ £ _
Apo = ?wm[wogl — ug), Apg = 773[7710031 + §woal, Aap = wo21wo31 — Wos,

donde g = log [® (—£) ] v wos = by [ 20(2) loal®(2)]} {#(2)}" " 6(52)dz.
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