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Resumen. En este articulo se formula un modelo matemético simple que descri-
be la interaccion entre bacterias sensibles y resistentes a miultiples antibioticos
de accion bactericida y bacteriostatica de forma simultanea, en el supuesto
de que la adquisiciéon de resistencia bacteriana se da a través de mutaciones
espontaneas y adquiridas por la exposicion a diferentes antibioticos. El analisis
cualitativo revela la existencia de un equilibrio libre de bacterias, un equili-
brio solo con bacterias resistentes y un equilibrio endémico donde coexisten
ambas poblaciones de bacterias.
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102 J. RoMERO & E. IBARGUEN

otro?; es decir, jconduce la adquisicion de resistencia bacteriana a la creacion de nuevos
antibidticos, o viceversa? Se puede pensar, en un principio, que un factor determinante
para la propagacion de la resistencia bacteriana es el mal manejo que los pacientes hacen
del tratamiento antibiético; pero una posible explicacion desde el punto de vista mole-
cular puede ser el hecho de que ellas contienen en su estructura complejas agrupaciones
de genes ligadas a la resistencia a un tipo especifico de antibiotico, y la interaccion entre
estas agrupaciones de genes ocasiona también la aparicion de resistencia a otros antibioti-
cos [12]. Dado que las bacterias poseen la capacidad de asociarse de tal manera que cada
agrupacion de ellas contenga en comin genes mutantes que convierten a la bacteria en
resistente a aquellos antibidticos a los cuales ha sido sometida, y que dicha resistencia
puede diseminarse entre poblaciones de bacterias, no necesariamente de la misma es-
pecie, se espera que en muy poco tiempo los nuevos medicamentos dejen de ser eficaces
en el tratamiento de las enfermedades producidas por ellas. Otro problema importante
y de actualidad es la acumulacion de determinantes de resistencia en una misma cepa
bacteriana; ademés, como algunos genes cromosoémicos de resistencia a antibioticos se
transfieren a los plasmidos para facilitar su diseminacion, se dificulta el tratamiento de
infecciones causadas por este tipo de bacterias. Los mecanismos de resistencia bacteriana
hasta el momento no se han contrarrestado totalmente, y para contener la progresion
de la resistencia, o al menos retardarla, se deben introducir nuevos antibi6ticos que ob-
vien los mecanismos de resistencia ya conocidos; sin embargo, no se puede afirmar que
en el futuro cercano se produzcan antibioticos mas eficaces [23]. En términos generales,
la infeccion bacteriana es un proceso complejo en el que tiene un papel importante no
solo la bacteria infecciosa, sino también el huésped. De hecho, parte importante de los
problemas derivados de la infecciéon se deben a la respuesta del huésped a la misma [17].

Lo anterior pone en evidencia la necesidad de una colaboracién estrecha entre la industria
farmacéutica que investiga en antibidticos y las diferentes areas del conocimiento que
pueden aportar en el entendimiento de diferentes aspectos de la resistencia bacteriana.
En particular desde la biomatemaética se puede aportar a la soluciéon del problema. De
hecho, los modelos mateméaticos han sido utilizados para simular la propagacion de las
bacterias resistentes a los antibioticos (Romero et al., [22]; Bonten et al., [4]; Ibargiien y
Esteva, [15]), para identificar los factores responsables de la prevalencia de la resistencia
bacteriana (Austin y Anderson, [2]), para examinar el comportamiento de las bacterias
ante el uso de diferentes tratamientos con antibioticos (Alavez et al., [1]; D’Agata et al.,
[9]; Bonhoeffer et al., [3]; Sun et al., [24]; Bootsma et al., [5]), para optimizar el uso
de antibioticos (Massad et al., [19]), para ayudar a disenar medidas de control eficaces
(Bonten et al., [4]), para modelar la adquisicion de resistencia desde fuentes externas
(Hellweger et al., [14]), e inclusive se han combinado modelos matematicos con métodos
estadisticos (Gelder et al., [11]).

En el presente modelo se considera la interaccién de bacterias sensibles y resistentes a
n antibidticos de accidon bactericida y m de accion bacteriostética, que la adquisicion de
resistencia es causada por mutaciones naturales y adquiridas, y ademas que la respuesta
inmune del huésped contribuye a la eliminacién de ambas poblaciones de bacterias.

Cabe resaltar que los mecanismos de adquisicion de resistencia, asi como la respuesta
inmune del huésped, son modelados via paramétrica.
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Sobre la resistencia bacteriana hacia antibiéticos de accion bactericida y bacteriostatica 103

2. Formulacién del modelo

En el siguiente modelo se supone que un paciente infectado recibe tratamiento con n an-
tibioticos de accion bactericida y m de accidon bacteriostatica simultaneamente. Se repre-
sentan por S(t) y R(t) las poblaciones de bacterias sensibles y resistentes al tratamiento
con antibioticos en el tiempo ¢, respectivamente, y por A;(t) y Bj(t),coni=1,...,ny
7 =1,...,m, las concentraciones de antibioticos de accion bactericida y bacteriostatica
en el tiempo t, respectivamente.

Con el proposito de modelar el proceso de competencia entre la poblacion bacteriana
se supone que las bacterias sensibles presentan crecimiento logistico con capacidad de
carga constante K (interpretada como el maximo numero de bacterias que el paciente
infectado puede soportar en su organismo), con tasa de reproduccion v. Las mutaciones
especificas que ocasionan resistencia a los antibioticos tienen frecuentemente un costo
biolégico inherente f, el cual puede ser manifestado a través de la disminucion de la
capacidad reproductiva o competitiva de la bacteria [1]. En este modelo se interpretara
dicho costo como la disminucion de la tasa de reproduccion de bacterias resistentes, y
por lo tanto, la tasa de reproduccion de bacterias resistentes sera igual a v1 = fv, con
0< f<l.

La presion selectiva en las bacterias sensibles genera resistencia natural a los antibioti-
cos, expresada por ¢S, donde ¢, representa una tasa de mutacion natural asociada
a barreras de permeabilidad. Durante el tratamiento, el contacto de las bacterias sen-
sibles con el i-ésimo antibidtico de accion bactericida estimula el aumento de bacterias
resistentes debido a las mutaciones; esta situacion se describe mediante el término ¢; A;S,
donde g; representa la tasa de mutacion, mientras que una porcion de bacterias sensibles
a; A;S,i=1,2,...,n,es eliminada. Similarmente, los antibioticos de acciéon bacteriostati-
ca producen resistencia a una porcion de bacterias sensibles, mediante el término p;B; S,
i=12.... m

Finalmente las poblaciones de bacterias sensibles y resistentes son eliminadas por el
sistema inmune del huésped a una tasa per céapita 7, y tienen una tasas de muerte
natural pus y p, con p,. > ps, respectivamente.

Para modelar la disoluciéon del medicamento se usa el modelo de capas de difusion [18] en
los dos tipos de antibioticos, el cual establece que la disolucion de la concentracion del i-
ésimo medicamento A;(t) a través del tiempo dA;/dt es proporcional a la diferencia entre
la tasa de saturacion A; y la concentracion existente A;, con i = 1,2,...,n en cualquier
instante ¢; andlogamente para el j-ésimo medicamento de accién bacteriostatica.

Bajo las hipotesis anteriores se formula el siguiente sistema no lineal ecuaciones diferen-
ciales ordinarias:

ds S+R " m
o =S (1 - T) —vqnatS — ) (@i +@)AiS = 9;B;jS — (v + ps)S,
i=1 j=1
dR S+ R " U
o = R (17 T) + VanatS + > GAS+ Y 5;BiS — (v + )R,
i=1 j=1
dA; _
dtl = kl(Al — Al), 1= 1, , Ny
dB; _
TtJ = i(Bj—=Bj), j=1...,m (1)
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104 J. RoMERO & E. IBARGUEN

Haciendo el cambio de variables

==

S A; .
§= 5T = ,a,L-—ATiyb, = (2)

el sistema (1) se reduce a

ds n m

o = vsll= (s 4] = vnas — Y (@ +aiais = pjbys — (v + ps)s,
i=1 Jj=1

% = I/1T[1—(S+T)]+VQnat5+;qiai5+;pjbjS_(’Y+tu"f)7n7

dai .

Wi m(l—a), i=1,...,n,

7 ki(l—ai), 1 n

db; .

donde

G = GAi, o = 0 Aq, y pi = piB;.

La region de interés biologico del sistema (3) esta definida a través del siguiente conjunto:
Q={zeR"™™2.:0<s<1,0<r<1,0<s+7r<1,0<a; <1,0<b; <1}, (4)

Es importante resaltar que a través del cambio de variables (2) la region € definida en (4)
se transforma en Ri, lo cual garantiza el sentido biologico de las soluciones admisibles.
El siguiente lema asegura que el sistema (3) esta bien planteado; es decir, soluciones que
comienzan en {2 permanecen alli para todo ¢t > 0.

Lema 2.1. El conjunto Q definido en (4) es positivamente invariante para las soluciones
del sistema (3).

Demostracion. A partir de las dos primeras ecuaciones de (3) se obtiene

d(ST;FT) = (l/S‘Fl/l?“) [17(8+T)]*;aiai87(7+ﬂs)37(7+‘ur)r

(vs +u1r) [L = (s +7)]
c(s+r)[1—(s+71)], (5)

IAIA

donde
PR sis+r <1
T v, sis+r>1

En consecuencia, del andlisis cualitativo de la desigualdad (5) se concluye que
s(t) +r(t) <1 para todo t > 0. Por otro lado, la solucion de la tercera ecuacion de
(3) es

ai(t) =1+ (=1 +a;(0)e ™™ i=1,...,n,
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Sobre la resistencia bacteriana hacia antibiéticos de accién bactericida y bacteriostatica 105

donde la condicion inicial satisface 0 < a;(0) < 1, lo cual implica que 0 < a;(t) < 1.

Siguiendo un proceso similar se obtiene que 0 < b;(t) < 1 para j = 1,...,m. Finalmente,
se verifica facilmente que el campo vectorial definido por (3) sobre 92 no apunta hacia
el exterior de ). ]

2.1. Soluciones de equilibrio

Los estados de equilibrio del sistema (3) se obtienen al resolver el siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas:

n m

vs[l—(s+r)] — Vgnats — Z(% + aj)ags — ijbjs —(v+ps)s = 0,
i=1 j=1
n m

vir[1— (s +7)] + vgnars + Z ¢ia; s + ijbjs —(y+p)r = 0,

i=1 j=1
ki(].*ai) = 0,
Li1=b;) = 0. (6)

De la tercera y cuarta ecuacion del sistema (6) se tiene que a; = 1y b; = 1, respectiva-
mente. Reemplazando estos valores en las dos primeras ecuaciones se obtiene:

vs[l—(s+7)] — vgnats — Z(qz + a;)s — ijs — (v + ps)s

= 0,
i=1 j=1
[l = (s +7)] + vgnars + Z qis + ijs —(y+p)r = 0, (7)
i=1 j=1
Factorizando s de la primera ecuacion del sistema (7) se tiene que
n m
|:V [1 - (8 + T)] — VQnat — Z(qz + ai) - ij - (’Y‘FN&)]S =0.
i=1 j=1
De la ecuacion anterior se tiene que s =0 6
n m
v [1 - (S + T)] — Vqnat — Z(ql + ai) - ij - (7 + NS) =0. (8)
i=1 j=1

A continuacién se determinan las soluciones de equilibrio para las cuales el componente
de las bacterias sensibles es cero. Para ello, reemplazando s = 0 en la segunda ecuacion
del sistema (7) se obtiene la siguiente ecuacion cuadratica para r:

= 4 [ = (7 + pur)lr = 0. )
Las soluciones de la ecuacion (9) vienen dadas por r =0y

R, -1
= 1
=t (10)
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106 J. ROMERO & E. IBARGUEN

donde
vy

TS

A partir de (10) se establece que R, > 1 es una condicion necesaria para que r sea
positivo. De esta manera, para s = 0 se obtienen las siguientes soluciones de equilibrio:

T

Py=(0,0,1,...,1) y P1=(0,R%:1,1,,..,1).

Ahora se van a determinar las soluciones de equilibrio para las cuales s # 0. Obsérvese
que la ecuacion (8) es equivalente a

Sp—1

S+r= s
So

(1)

donde Sy esta definido como

14

= n m - 12
V{nat +Zi:1(Qi +04i) +Zj:1 pj+v+ s ( )

De la ecuacion (11) se establece que una condicién necesaria para que s y r sean positivos
es que Sy > 1. Despejando s de la ecuacion (11) se tiene que
~So—1

= . 1
s 5o r (13)

Observemos que s < 1; por otro lado, a partir de (13) se establece que una condiciéon
suficiente y necesaria para que s definido en (13) sea positivo es que r < 7, donde
Sp—1

So

= (14)
Reemplazando s definido en (13) en la segunda ecuacion del sistema (7), y despejando
r # 0 se obtiene

- (VQnat + Z:Lzl(% + ai) + Z;nzl pj)(SO - 1) (15)
So(Ximy (@i + i) + 3270 pj 4 ) = Re(y + )

Por otro lado, reemplazando r definido en (15) en la ecuacion (13) se obtiene

So—1 [anat + i (g ) + 300 Pj} (So—1)

So s {ZL(% tag) + L pi T+ ur] — Ry + )

m

So—1 1 Vinat + iy (¢ + i) + ijl bj
So EZL:I(QL +ai)+Z;n:1 pj+ A+ pr — (RT/SO)('Y+NT)

- 2l Sh (11;)) . (16)

SO V{nat + Z;‘L:l(qi + ai) + Ej:l Py + (’Y + ,LL’I) (]- - }‘;—;)
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Sobre la resistencia bacteriana hacia antibiéticos de accién bactericida y bacteriostatica 107

Finalmente se determinaran las condiciones para las cuales s y r satisfacen las condiciones
de Q. En primer lugar, de (15) se observa que r > 0 cuando

Y+ (17)
Vqnat + Z?:l(qi + ai) + E;'n:l(pj) + v+ "

So >

Por otro lado, reemplazando r definido en (15) en la desigualdad (14) se verifica que
So > R,. (18)

A partir de (17) y (18) se concluye que una condicion necesaria para la existencia de
soluciones de equilibrio no triviales esta dada por (18). Ademas de (11) y (14) se verifica
que r < 1y que

So—1 1

1-—<1. (19)

S+r= S Sy =

Los resultados anteriores sobre existencia de soluciones de equilibrio del sistema (3) se
resumen en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1. El sistema (3) siempre tiene el equilibrio trivial Py = (0,0,1,...,1). Si
R, > 1, ademas de P, existe un equilibrio P; :(0., R}'éflj 1,..., 1). SiSy>1y S > R,
ademas de Py y Py existe un tercer equilibrio P, = (3,7,1,...,1), donde 5y 7 se definen

en (16) y (15), respectivamente.

2.2. Andlisis de estabilidad local de las soluciones de equilibrio

En esta seccion se analiza la estabilidad asintotica local de las soluciones de equilibrio del
sistema (1). Se empieza con el estudio de la estabilidad local de la solucion de equilibrio

trivial Py = (0,0,1,...,1) en la region 2, a través de la linealizacion del sistema (1)
alrededor de una solucion de equilibrio P, la cual esta dada por X = J(P)X, donde
X = (s,7,a1,...,0apn,b1,...,b,)T y la matriz jacobiana J evaluada en P es
JuP)  —vs  gis(P) - Jimen)(P) —p1s - —pPms
Ja(P) Jja(P) @15 - qn$ 1S PmS
0 0 k- 0 0 e 0
TP = 0 0 0 —kn, 0 0 0
0 0 0 0 -1y 0 0
0 0 0 0 0 0 ~lm /)0
(20)
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108 J. RoMERO & E. IBARGUEN

donde
n m
P) = v[l—@s+7)] = [Vanat + Y (i +ai)ai + > _pibj+7+ps |
i—1 j=1
Ji+2)(P) = —(qi+ay)s para i=1,...,n,
J21(P) = —vir 4 Vanat + Z qia; + ijb]v
i=1 j=1
Jo2(P) = wi[l=(s+2r)] = (y+p)
Obsérvese que los valores propios de J(P) estan dados por —ki,...,—kn, —l1,..., —lm,

y los valores propios de la matriz

_( juP) -—vs
Joa(P) = ( j;(P) J22(P) ) ' @1)

En consecuencia, para determinar la estabilidad de los equilibrios Py, P; y P» se utilizara
Ja2(P) definido en (21).

Evaluando Ja3 en Py = (0,0,1,...,1) se obtiene

| Ju(Po) 0
Joz(Po) = ( Jo1(Po)  jao(Po) )7

donde
n(Po) = |vanat+ Y (@i+ai)+ D pi+v+ps|(So—1),
im1 =
j21(P0) = V{Qnat + Z qi + Zpﬂ
i=1 j=1
j2(Po) = (v+pe) (R —1).

Dado que j11(Fy) y ja2(FPo) son negativos cuando Sy < 1y R, < 1, respectivamente, en-
tonces Py es localmente asintoticamente estable. Este resultado se resume en la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.2. Si Sy <1y R, <1, la solucion de equilibrio trivial Ey es localmente
asintoticamente estable en Q. Si Sy > 1 0 R, > 1, Ey es inestable.

Para R, > 1 aparece el equilibrio P; = (0, R’;‘%:l N P 1) en {2; en este caso se tiene

Jo2(Pr) = ( j;gg; jzz?Pl) ) ’
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Sobre la resistencia bacteriana hacia antibidticos de accion bactericida y bacteriostatica ~ 109

donde
) = VQ'ILat+i(qi+ai)+ip'+’y+us ifl
i=1 j=1 ! Ry 7
. Rr -1 = G
]21(P1) - _7/1( Rr )"‘VQnat-i‘;Qi‘f‘jlep
Ja(P1) = (v+mu)(1—Ry).

Los valores propios de la matriz Jaa(Py) estan dados por ji1(P1) y je2(P1), lo cual implica
el resultado resumido en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3. Si R, > 1y Sy < R,, la solucién de equilibrio P; es localmente
asintoticamente estable en Q.

Finalmente, .J2 evaluado en P» estd dado por

Jn(P) = ( s )

A partir de (8) se sigue que
n m
J1(P) =v[1—25+7)] = |vanat + Y (G + )+ > _pj+7+ps | = —v5,
i=1 j=1
y de la segunda ecuacion de (7) se sigue

Joo(P2) = wi[l—(8+27)] = (v+ )

n m —
~ 5
= —|nr+ V%lat“’ZQi‘"ZPj .
i=1 j=1 "
Dado que
n m g
Traza(Joa(P2)) = — [vs + 117+ [ vgnar + Y _ai+ Y _pj | =| <0
i=1 j=1 "
y

det(J22(P2)) J11(P2)j22(Pe) + vsja1(Ps)

m

~ n §
= Vs VQnat+Zqi+ij (1+%>
=1 J

-
> 0,

los valores propios de Jaoo(P2) tienen parte real negativa. El resultado anterior se resume
en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4. Bajo sus condiciones de existencia, la solucién de equilibrio Ps es
localmente asintoticamente estable en Q. Si Sy <1 0 Sy < R,., P3 es inestable.
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110 J. RoMERO & E. IBARGUEN

2.3. Analisis de estabilidad global de las soluciones de equilibrio

En esta seccion se prueba la estabilidad asintotica global de las soluciones de equilibrio
en Q. Obsérvese que las tltimas n + m ecuaciones del sistema (3) son desacopladas
y sus unicas soluciones de equilibrio son a; = 1 para i = 1,...,n y b; = 1 para
j =1,...,m. Reemplazando estos valores en las dos primeras ecuaciones de (3) se ob-
tiene un sistema planar asintéticamente equivalente [7] en la regién 2 = {(s,r) € R? :
0<s<1,0<r<1,0<s+r <1}, dado por

d n

£ = VS[l*(S‘F'I‘)]*I/q,mtSf;qz+()zz Zp]sf (v + ps)s,

d’,‘ m

o = = s+ )]+ Vanars + qus + > pis— (7 +puo)r (22)
i=1 j=1

La estabilidad global de las soluciones de equilibrio de (22) pueden ser probadas usan-
do dos resultados fundamentales de sistemas planares: el Criterio de Dulac y el Teo-
rema de Poincaré-Bendixon (ver [21]). El criterio de Dulac afirma que si existe una
funcion ¢(s,r) real y continuamente diferenciable tal que V - [¢(s,7)X(s,r)], donde
X(s,r) = (f1(s,7), f2(s,7)) es el lado derecho del sistema (22), entonces no existen
orbitas periodicas contenidas enteramente en . Sea

¢(s,7) = — para s>0y r>0;
or

entonces

V- [8(s,7)X(s,7)] :8(({;18‘/5) I 3(£i¢)
_ 9 sl A ) = vanars = 3ica (@ F aa)s = 3o jeapis = (Y F o)
7& ST

tor S

P {ylr[1_(g+7«)}+qug+z L qis Y pis — (Y + pr)r }

10 -
;&{I/[l—(S‘Fr)]_VQnat_Z Qz‘f‘az ZPJ '7+/LS}
i=1
+ 10— s+ +Z -+Z i+
S ar vir (s+7) V@nat qi pj ” (v + pr)

i=1 j=1

Vnat + D iy @i+ 21, D
<V+V1+ 1+ i Z]1J><0,pamtodos>0yr>0.

r s r2

Lo anterior implica que el sistema (22) no posee 6rbitas periodicas en Q. Por otro lado,
el Teorema de Poincaré-Bendixon establece que un conjunto omega limite w(p) es un
punto critico del sistema (22) o una orbita periddica. Dado que este sistema no posee
orbitas cerradas, entonces w(p) es un punto critico. A partir del analisis de estabilidad
local para las soluciones de equilibrio, se verifica que Py es la tnica solucion de equilibrio
localmente asintoticamente estable cuando Sy < 1 y R, < 1, lo cual implica que Py
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Sobre la resistencia bacteriana hacia antibicticos de accién bactericida y bacteriostatica 111

pertenece a un conjunto omega limite, y por lo tanto P es globalmente asintoticamente
estable cuando Sp < 1y R, < 1. Argumentando de manera similar se prueba que P; y
P; son globalmente asintéticamente estables bajo las mismas condiciones de estabilidad
local. Este resultado se resume en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.5. Las soluciones de equilibrio del sistema (3) satisfacen:

1. Si Sy <1y R, <1, entonces la soluciéon de equilibrio trivial Py es asintéticamente
estable globalmente.

2. Si Sy < R,y R, > 1, entonces la solucion de equilibrio P; es asintoticamente
estable globalmente.

3. 515y > Ry Sy > 1, entonces la solucion de equilibrio P, es asintéticamente
estable globalmente.

La siguiente tabla resume el comportamiento dinamico del sistema (3).

Equilibrio | Existencia Estabilidad

Py Siempre existe R, <1lySy<1
Py R, >1 So < R,

P, So>R,ySo>1| So>R,ySp>1

Tabla 1. Condiciones de existencia y estabilidad de los estados de equilibrio del sistema (3).

3. Soluciones numéricas

En esta seccion se presentan graficas de simulaciones numeéricas realizadas con datos de
la Tuberculosis (TB). La TB es una enfermedad infecciosa cuyo agente etiologico es el
Micobacterium tuberculosis (Mtb). En 2012 fue considerada por la Organizacion Mun-
dial de la Salud (OMS), sobre el SIDA, como la enfermedad infecciosa mas peligrosa [26].
El tratamiento para la TB debe incluir diversos farmacos asociados, ya que las muta-
ciones cromos6micas espontaneas pueden dar lugar a resistencia hacia los medicamentos.
El fenotipo multirresistente se debe a la adquisiciéon secuencial de mutaciones [8]. Las
micobacterias son naturalmente resistentes a muchos agentes antibacterianos. Entre los
regimenes de tratamiento recomendados por la OMS se encuentra el tratamiento es-
tablecido por los antibidticos de accion bactericida: isoniazida (INH), rifampicina (RIF)
y pirazinamida (PZA) los primeros dos meses; después, INH y el antibiotico de accion
bacteriostatica etambutol (ETB), hasta completar seis meses de tratamiento [8].

En las simulaciones numéricas se supone que el invididuo no tiene bacterias resistentes
al inicio del tratamiento. Las Figuras 1 y 2 ilustran el crecimiento de la densidad pobla-
cional de micobacterias sensibles y resistentes al tratamiento. Las graficas de la Figura 1
fueron realizadas con los datos de la Tabla 2; en este caso R, = 1,54, Sy = 0,21 y
So < R, lo cual implica progresion bacteriana pero solo con bacterias resistentes. En la
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Figura 1. Curvas de crecimiento de bacterias sensibles y resistentes usando los datos de la Tabla 2. En
este caso Sp = 0,21 y R, = 1,54.

Figura la se observa que en el primer dia las bacterias sensibles son eliminadas casi en
su totalidad, mientras que aparecen bacterias resistentes que presentan un crecimiento
considerablemente grande. Lo anterior se verifica en la Figura 15, en la cual se observa
que las bacterias sensibles son eliminadas por completo y las bacterias resistentes alcan-
zan el 35% de la poblacién bacteriana en 40 dias. Estimulando la respuesta inmune, es
decir tomando v = 0,5 obtenemos R, = 0,94 y Sy = 0,2 lo cual implica la eliminacion de
la poblacion bacteriana, tal como se puede observar en la Figura 2, en donde después de
240 dias es controlada la infeccion.
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Figura 2. Curvas de crecimiento de bacterias sensibles y resistentes usando los datos de la Tabla 2. En
este caso So = 0,2y R, =0,94.
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Parametro | Descripcion Valor Referencia
v tasa de crec. de Mtb sensible 0.8/dia [13]
121 tasa de crec. de Mtb resistente 0.48/dia 1]
f costo relarivo (fitnes) 0.6 1]
Gnat mutaciones naturales 1077 [15]
a1 tasa de mut. de Isoniacida (INH) 1075 mut/gen | [8]
72 tasa de mut. de Rifampicina (RIF) 1078 mut/gen | [8]
ds tasa de mut. de Pirazinamida (PZA) 1072 mut/gen | [16]
1 tasa de mut. de Etambutol (ETB) 107% mut/gen | [16]
a1 tasa de elim. de Mtb sen. debido a INH 0,0039/dia [27]
a2 tasa de elim. de Mtb sen. debido a RIF 0,00375/dia [10]
a tasa de elim. de Mtb sen. debido a PZA | 0,0001625/dia 1]
~y tasa de elim. de Mtb por resp. inm. 0,3/dia 6]
Is tasa de muerte nat. de Mtb sen. 0,012/dia [27]
L tasa de muerte nat. de Mtb rest. 0,012/dia [20]
k1 constante de prop. de INH 0,48 Est. [25]
ko constante de prop. de RIF 0,96 Est. [25]
ks constante de prop. de PZA 3,2 Est. [25]
I constante de prop. de ETB 0,088 Est. [25]
Ay tasa de saturacion de INH 300 mg/kg/dia | [25]
Ay tasa de saturacion de RIF 600 mg/kg/dia | [25]
As tasa de saturacion de PZA 2000 mg/kg/dia | [25]
B tasa de saturacion de ETB 55 mg/kg/dia | |25]

Tabla 2. Las constantes de difusién de los antibiético se estimaron utilizando la formula k = DA/JV,
donde D es el coeficiente de difusion de la sustancia, 6 es la capa limite efectiva de difusion del espesor
adyacente a la superficie de disolucion, A es el area superficial especifica y V' es el volumen del medio de

disolucién. Estos parametros se obtuvieron del Vademecum [25].

Conclusiones

En este articulo se formula un modelo matematico simple sobre resistencia bacteriana
hacia antibioticos, tanto de accion bactericida como bacteriostéatica, considerando los
cambios especificos en la secuencia del ADN bacteriano (mutaciones naturales y espon-
taneas) como los tnicos mecanismos de adquisicion de la resistencia bacteriana, con el
fin de evaluar la eficacia de los tratamientos con antibioticos y el sistema inmune con
respeto a los mecanismos anteriores. Los resultados del modelo sugieren en términos de

los parametros Sy y R, los siguientes escenarios:
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= Cuando Sy < 1y R, <1, la progresion bacteriana es controlada y eliminada.

= Cuando R, > 1y Sy < R,, la progresion bacteriana se presenta tnicamente con
cepas resistentes.

= Cuando Sy > 1y Sp > R,, la progresion bacteriana se presenta tanto con cepas
sensibles como resistentes.

El pardametro Sy se interpreta como el nimero de bacterias generadas por la fraccion
de bacterias sensibles que sobreviven a la respuesta inmune, a la acciéon de los antibioti-
cosos y al efecto de las mutaciones. Analogamente, R, representa el nimero de bacterias
generadas por la fraccion de bacterias resistentes que sobreviven sistema inmune.

En la seccion 5 se realizaron simulaciones numeéricas con dos tratamientos distintos para
la Tuberculosis multirresistente. Aunque la dindmica en ambos tratamientos es similar,
las Figuras 1 y 2 muestran una leve ventaja del tratamiento que combina antibi6ticos
bactericidas y bacteriostaticos con respecto al tratamiento que solo considera antibioticos
bactericidas.
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