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Resumen. Bajo condiciones en el signo de la curvatura de Ricci, encontramos
cotas para el primer valor propio de Steklov en una bola n-dimensional dotada
con una métrica rotacionalmente invariante.
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Rotationally invariant metrics and the Steklov problem

Abstract. Under conditions on the sign of the Ricci curvature, we find bounds
for the first Steklov eigenvalue, in a n-dimensional ball endowed with a rota-
tionally invariant metric.
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1. Introduccién

Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional, compacta, conexa y con borde
suave dM; dada una funcion u € C*°(OM), sea G la extension armonica de u, es decir, @
es la tnica solucion del problema
Ay =0 en M,
4 =wu sobre OM.

El operador Dirichlet-Neumann es el operador definido por

L: C™(dM) — C*(dM),

i
Lu= 2%
“ on’
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118 O.A. MoNTANO CARRENO

donde 7 es la normal unitaria exterior a 9M. L es un operador autoadjunto no negativo
en L?(OM) con espectro discreto

O=ry<r < Sy <oy

con v tendiendo a infinito. Los valores propios para este problema fueron estudiados
en 1902 por Steklov [13] y son a menudo llamados valores propios de Steklov. El primer
valor propio no cero v; de L es conocido como el primer valor propio de Steklov y esta
caracterizado variacionalmente por

Vel?dv [
vi = min {W/ godaz()}. (1)
oM

pec=() | [ops P2do

Para la bola n-dimensional unitaria B;(0) C R™ los valores propios de la funcion
Dirichlet-Neumann son v, = k, £ = 0,1,2, ..., y las funciones propias estan dadas por el
espacio de polinomios armonicos homogéneos de grado k restringidos a la esfera (n — 1)-
dimensional S™~!. Las funciones coordenadas {1, -+, x,} son funciones armonicas con
grado de homogeneidad uno, y ellas son funciones propias correspondientes al primer
valor propio de Steklov sobre la bola unitaria. El primer valor propio de Steklov sobre
la bola n-dimensional de radio r > 0 es v1(B,) = %, y el correspondiente espacio propio
es el generado por las funciones coordenadas.

Una forma préctica de plantear el problema de Steklov es encontrar una funcion
de temperatura @, en estado estacionario sobre M, tal que el flujo en cada punto de
la frontera sea proporcional a la temperatura en dicho punto, es decir, encontrar una
soluciéon del problema

Agp=0en M,
g—;’j = vy sobre M. (2)

Al igual que en el problema de Dirichlet y de Neumann, en el problema de Steklov se
han hecho estimativos geométricos para el primer valor propio; por ejemplo, en dominios
del plano estan los trabajos de Weinstock [14], Kuttler y Sigillito [9] y Payne [12]; en
variedades Riemannianas tenemos los trabajos de Escobar [3, 4, 5], Wang y Xia [15],
[16] e Tlias y Makhoul [8].

Para métricas rotacionalmente invariantes ds? + f2(s) dw?, en la bola n-dimensional,
B,, r > 0, Escobar [2| demostré que, en coordenadas polares, la primera funciéon propia
asociada al primer valor propio de Steklov se puede escribir en la forma

(s, w) = Y(s)e(w),

donde e(w) satisface la ecuaciéon A + (n — 1)e = 0 sobre S"~!, y v satisface la ecuacién

diferencial
T (P VO I N Gl ) () B
i e (PO g = O 0 e )

¢'(r) = v1y(r), ¥(0) =0.
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Meétricas rotacionalmente invariantes y el problema de Steklov 119

Cuando n = 2, la ecuacion se puede resolver explicitamente; en este caso v tiene la forma

s _dt
t

¥(s) = (Cte)ed 7,
1
[y
Para dimensiones mayores, n > 3, Montano [10] demostr6 que si la curvatura de Ricci es
no negativa sobre B, y la curvatura media h(r) es mayor que cero sobre dB,, entonces

y por lo tanto el primer valor propio de Steklov es 11 =

vy > h(r).

Con un argumento distinto al anterior, y curvatura de Ricci no positiva, Montatio [11]
demostro que
141 S h(r)

En este articulo, para métricas rotacionalmente invariantes en la bola n-dimensional B,
encontramos una cota superior y una cota inferior para el primer valor propio del proble-
ma de Steklov, cuando la curvatura de Ricci es no negativa y no positiva, respectivamente.

2.  Preliminares

2.1. Meétricas rotacionalmente invariantes

Sea S"~! C R" la esfera unitaria n-dimensional; llamaremos parametrizacion estandar
de 877! la parametrizacion

y(w) = y(wi, -, wp—1) (3)
= (wl(w)v c ,:cn(w)),
donde
n—1
z1(w) = H senw;,
j=1
n—1
zi(w) = < H sen wj ) cosw;_1,i=2,-+-,n—1,
Jj=i

Zp (W) = COSWy—1.

En esta parametrizacion la matriz de la primera forma fundamental tiene la forma

gin 0 0 0

0 g2 0 0

Gw)= oo ,

0 0 §n72n72 0

0 0 0 1

n—1

Gii(w) = H sen?wj, i =1,..,n— 2. (4)

j=i+1
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120 O.A. MoNTANO CARRENO

Si consideramos coordenadas polares en R”, todo punto x € R™ se puede escribir en la
forma

a(s,w) = sy(w),

con s > 0, siendo y(w) la parametrizacion estandar de S™~1 dada en (3).

Definicién 2.1. Diremos que g es una métrica rotacionalmente invariante sobre R™ si en
coordenadas polares se puede escribir en la forma

ds® + f2(s) dy?, (5)

donde dy? representa la métrica usual sobre S~ y f es una funcién suave con f(0) =0
y f[(0)=1.

Sobre la bola n-dimensional B, (0), diremos que g es rotacionalmente invariante si ademas
satisface la condicion

f(s) >0para0<s<r.

Si g es una métrica rotacionalmente invariante y G es la matriz de la primera forma
fundamental asociada a la parametrizacion z(s,w) = sy(w), entonces

1 0 0
2~
G(s,w) = 0 fian 0
0 0 - fGn1na

Puesto que la conexion de Levi-Civita esta determinada por la relacion
1
(Dy X, Z) :i(X Y, 2)+Y (Z,X)-Z(X,Y)
7<[X7ZLY>7<[Y7Z]X>7<[X7Y]7Z>)7 (6)

entonces para los campos coordenados, correspondientes a la parametrizacion dada por
z(s,w) = sy(w), tenemos

or —
oz f' ox
05 T [ ow ®)
Or Oz\ ‘s
9( %Biwj’a)_iffg”’ (9)

90ty ) =790 s ) 1)

Il =T 1<ijk<n—1 (11)
D denota la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica § de S*~1, y Ffj y ffj denotan
los simbolos de Christoffel de las conexiones D y D, respectivamente.
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Métricas rotacionalmente invariantes y el problema de Steklov 121

2.2. Gradiente

Sea ¢ una funcién suave sobre (B,, ¢g), donde g es una métrica rotacionalmente invariante
y B, esta parametrizada por x(s,w) = sy(w). Entonces el campo gradiente esta dado
por

&pax — i Op Ox
Ve " 0s Os Z dw; dw;”

De la ecuacion anterior se deduce que

wet = (52)" e (32)°

= (50) + Il

donde V denota el gradiente sobre S™ 1.

3. Curvaturas

3.1. Curvatura media

Si (Br,g), r > 0, es la bola n-dimensional con centro en el origen y dotada con una
métrica rotacionalmente invariante g, entonces la curvatura media sobre su frontera esta
dada por

f'(r)

fr)”

En efecto, puesto que d’L( r,w) = y(w) es normal unitario exterior a la frontera de By, la
identidad (8) implica que

(P v ) =95 ) = ()2 (o )

y como consecuencia la curvatura media h(r) esta dada por

h(r) =

1 2 9z Gz \-! or Ox
h(r):7n—1;g<67wi’67wi) g<D%%’6TuZ) (12)
7o)
fr)”

3.2.  Curvatura seccional radial

La curvatura seccional en la direccion radial esta dada por

oxr Ox _*f"(s) o
K<8wi’£>_ 7(s) ,i=1,...,n—1 (13)
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122 O.A. MoNTANO CARRENO

Demostracion. De (8) se sigue que
9y Oy )

9(D g %’%) 179G D

Derivando en la direccion radial y despejando obtenemos
9y Oy

D S P ol )+ 1T (e A

<D8:D06w7 % 8851,) - —g(D i s’ DOT 0s ow;’ Ow;
! !
=g o)+ 5 (G ) + 575G )
n-( Oy 0
= 115G 50y

La igualdad (7) implica que

y por lo tanto
(a%’%) - m {Q(Da%;f’a—ﬁ:g—jv%) *9(9%9%3—3;—;)}

—f 1" Gii

I
_
j{ . v
3.3. Curvaturas seccionales no radiales
593 s By L), 1 # j, estan dadas por

Las curvaturas seccionales no radiales K (
(39: 8_90) _1-(fs)?
ow; dw; /) f2As)

(14,

Demostracion. Empezaremos por encontrar una relacion entre los tensores de curvatura
De la caracterizacion de la conexion de Levi-Civita (6) se tiene
Jr Ox 1
g\ D oz o) oo ) = = Gii g
Qw; awi’ 8wj 2 7

entonces, derivando con respecto a % tenemos
J

ox Oz ox ox 1
Do Do o5 S8 ) 4 g(Dge 55 D ge S0 ) == iy
g( sy vu Ow;” Ow, AN dw;’ 755 dw; 997
Con un argumento similar se tiene
Ox oz 1
> = 595

Jxr Ox
Do D pe o, ) (Dw—,Di—
( 7 : wj 8w1 8wj * g 3awz 8wj 'ﬂ’awi Bwj

wq
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De las dos ultimas ecuaciones obtenemos

R<ax Oz Oz ﬁ>:g<DazﬁDozﬁ>_g<D8”ﬁDaTﬁ> (15)

Ow;” dw;” w;” dw, ow; Qw;’ " v Qw, ow; Qw;” oy Qw;

1
= 5(9iigi + 9ijiai)-

De forma analoga para S™"~! se deduce

é(ay ﬁ dy ﬁ)Z‘g(DayﬂDay ay>—§<bayﬁ,bay 8y> (16)

Ow;” dw;” dw;” dw, dw; Ow;’ " dw; Qw, Buw; Ow; Bw; Ow;
1, ~
= 5(Giigj + Gjgi)-
Puesto que gi;,j; = [2§ii,jj, de las ecuaciones (15) y (16) se obtiene
~ ox ox ox ox
R—fR=g(Dgo 5D g =) = g(Dge 25, D o ) 17
! I ow;’ B ow; Bu: Ow; %'jawj (17

_f { (b@y ay Day ﬁ) <ﬁaJ ay DaJ ﬁ)}

w 8w ow; Qw; w 8w2 2wy Ow;

Por otro lado tenemos:

(0s 0 25) =a(0

ox 5
Bu; 8w Z f] Owy, — 1179 ”8 )

dui Qw;’ Pwi Qw;
Oz
*ZTUQ(D;’J,% 5u) ~9(Pie 5, 5y 10 %)
- _ Oy Oy ~
= k g2 : !
(D 2 ) 1r)
oy = dy
— f2~ 7 7
=/ (Daaif, ow;’ DGGJJJ dw; ) <ff g”) ’
es decir
B W P Gl r
(Daiw ow;’ DBGTZ 8wj) =/ g<D;Ty7: aw]‘7D3“’1 (9w7) (ff ”) ' (18)
Similarmente se deduce que
Ox Ox 9. oy = 9 -
(Daaj, w D;;J 670) f (D 2 B Dfi ij) (F )48y - (19)
De las ecuaciones (17), (18) y (19) se llega a
- dy 8y 2
2
- = 2
R fR= G | 5o g (20)

Dividiendo la relacién obtenida entre los tensores de curvatura por

2
9 , Oy

or oz |? 4
A =
' f 8wi Bwj

Owi ij
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124 O.A. MoNTANO CARRENO

y despejando, obtenemos

R
K= 5
00 Ox
Ow; OQw;
1 R (f?
f? ‘ﬂ PR
Ow; OQw;

1 - "1\ 2

:ﬁK—%g

1— N2

eI .

4. Resultados

Antes de enunciar y demostrar los resultados principales de esta seccion, debemos hacer
la siguiente observacion que seré importante para dichas demostraciones.

Observacién 4.1. La curvatura de Ricci no negativa (respectivamente no positiva) impli-
ca que las curvaturas seccionales radiales son no negativas (respectivamente no positivas).
Para esto basta observar que

. f0x Oz =[x (’)()Tf Oz ade
chcz(a,g)—ZR gy‘ﬁ’gvlﬁ

Ow; Ow;
! Or Ox
f"(s)
fls)”

=—(n—-1)

4.1. Curvatura de Ricci no negativa

Teorema 4.2 (Cota superior). Sea (B, g) una bola en R™ (n > 3) dotada con una métrica
rotacionalmente invariante. Supongamos que B, tiene curvatura de Ricci no negativa.
Entonces el primer valor propio para el problema de Steklov vy satisface

r 1"
v < {—} =.
f(r) r
La igualdad se tiene solamente para la métrica estdndar de R™.

Demostracion. La curvatura seccional radial no negativa implica f”(s) < 0y por lo tanto
f’ es una funciéon decreciente para 0 < s < r. Puesto que f’ es decreciente, entonces
1 = f'(0) > f'(s), lo que implica que f(s) — s es decreciente, y como consecuencia
0=f(0)—02> f(s)—s, es decir,

f(s) < 5. (22)
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De otro lado, puesto que (f — sf’)’ > 0, entonces (f — sf’) es creciente, y por lo tanto
(f =sf) = (f = sf')(0) = 0. La desigualdad anterior implica que (})" = fo >0,y
como consecuencia

1=Im-—— 5 "

B 70 < 760 < 707
De las identidades (22) y (23) se tiene

(23)

JIveldvy [ {5202+ e Vel } 177 (s)dyds

T

a{; o, f sozf”*l(r)dy

n—1 B[ {(89)2+(f(€) ‘vSO! } " 1dyd8

T
<J___
7{ (T)} dngT" Ldy
9B,
) — 2)
r 1Bf{( 2)2 4 ( (1))2%2|V90| }S” Ldyds
- {f(r)} Ty
OB,
' , = 12\ e
R E[ {(%f)QHf(r))zs%W@} }8 Ldyds
< _ r
7{ (T)} [ @?rn—ldy
OB,
. — 2
, n+1bf{(%)2+$ }s" Ldyds
< -
“{in) e

9B,
2
n+1 f ‘V(fo| dU§
B,

:{félo} T ¢Rdos

9B,

donde ¢ es la métrica estandar de R™.
Si ¢ es funcion propia para (B,,d), entonces es admisible para (B;,g), es decir,

/ pdog =0, y por lo tanto de la caracterizacion variacional (1) se sigue que
B

2
Bf Vel s P 1"
B < < — -. 24
Vl( 7‘79)7 ng2dUg 7{]((7‘)} r ( )
OB,
La igualdad se da si f(s) = s, es decir, g es la métrica estandar de R™. v

4.2. Curvatura de Ricci no positiva

Teorema 4.3 (Cota inferior). Sea (B,,g) una bola en R™ (n > 3) dotada con una métrica
rotacionalmente invariante. Supongamos que B, tiene curvatura de Ricci no positiva.
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126 O.A. MoNTANO CARRENO

Entonces el primer valor propio para el problema de Steklov vy satisface

= {f(m }nﬂ E

La igualdad se tiene solamente para la métrica estindar de R™.

Demostracion. Haciendo un razonamiento analogo al usado para deducir las identidades
(22) y (23) se puede demostrar:

f(s) > s, (25)
=l 2 2 (26)

De las anteriores identidades se tiene

Vel v, [ {52 + by Vel £ (s)dys
B, B

i3

[ w?doy I @2 fr1(r)dy
OB, OB,

_— {(%36)2 + ﬁ ’V@’Q} s"Ldyds
B

f (PQTn—ldy
OB,

wn {2+ (i) [V} g

Ty
OB,
L(92)% 4 (755)2 % [V} smtdyds
nle.! {( s) (f(r)) SZ{ 90| } Y

(7}
)
R
{7}
i)

T

Y

9B,
) = 21 .
i1 | {(Tf)z+s%|va }9” Ldyds
B

[ @2rn—ldy
OB,

Si 1 es funcion propia para (B, g), entonces ¢ = ¢1 —a es admisible para (B, J), donde
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f (,Dldo'g
9B , vy por lo tanto

f ‘V<P1|2dvg f ‘VW‘szg
. B,

B, _
6£ pido, afB @QdagfafB a?doy
2
Bf [Vl du, ntl g
> @@ 0> - Z.
o f 902(1(79 a {f(?“)} r
B

-

Vl(B'rag)

La igualdad se da si f(s) = s, es decir, g es la métrica estandar de R™. v
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