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Resumen. Dada una coleccion P de puntos en el plano, una descomposicion
convexa de P es un conjunto I' de poligonos convexos con vértices en P
que satisfacen lo siguiente: La unioén de todos los elementos de I' es el cierre
convexo de P, cada elemento de I es vacio (no contiene a ningtn otro elemento
de P en su interior) y para cualesquiera 2 elementos diferentes en I' sus
interiores son disjuntos (se intersecaran en a lo més una arista). Unicamente
se sabe que existen descomposiciones convexas con a lo mas 77? elementos
para toda coleccion de n puntos. En este trabajo diremos cémo obtener una
descomposiciéon convexa especifica de P con a lo més % elementos.

Palabras clave: Aristas girables en triangulaciones, descomposiciones convexas,
triangulaciones
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A convex decomposition

Abstract. Given a point set P on the plane, a convex decomposition of P is
a set I' of convex polygons with vertices in P satisfying the following condi-
tions: The union of all elements in I' is the convex hull of P, every element
in ' is empty (that is, they no contain any element of P in its interior), and
any given 2 elements in I' its interiors are disjoint intersecting them in at
most one edge. It is known that if P has n elements, then there exists a
convex decomposition of P with at most %" elements. In this work we give
a procedure to find a specific convex decomposition of P with at most 37"
elements.
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1. Introduccién

Comenzaremos con algunos antecedentes de este problema a manera de motivacion. En
1931 Esther Klein prob6 que si tenemos un conjunto de cinco puntos en el plano, de
manera que no haya tres de ellos en una misma linea recta, siempre podemos encontrar
cuatro elementos que son los vértices de un cuadrilatero convexo.

Este problema lo plante6 de manera més general: Dado un entero ¢ > 4, jexiste un
nimero N(c¢) tal que en cualquier coleccion de puntos en el plano con al menos N(c)
elementos, que no contenga 3 de ellos en una misma linea recta, siempre sea posible
obtener un subconjunto de tamafio ¢ formando el conjunto de vértices de un poligono
convexo?

Este problema lo resuelven P. Erdos y G. Szekeres [4] de manera afirmativa con el sigu-
iente resultado, conocido como el Teorema de Erdds-Szekeres:

Teorema 1.1. Sea ¢ > 4 un entero. Entonces existe un natural N(c) tal que, en cualquier
coleccion de puntos en el plano con al menos N(c) elementos, que no contenga 3 de ellos
en una misma linea recta, siempre es posible seleccionar un subconjunto de tamano ¢
formando el conjunto de vértices de un poligono convexo.

Este resultado ha sido muy estudiado por su belleza y por ser un gran reto encontrar
el valor exacto de N(c). Han pasado mas de 60 anos sin que se haya logrado un avance
substancial. Hasta ahora lo que se sabe es que existe una constante « tal que:

2¢ < N(c) < ade.

La cota inferior es del mismo articulo [4], mientras que la cota superior la obtienen G.
Thot y P. Valter [13]. Para otra demostracion del Teorema de Erdds-Szekeres referiremos
al lector al libro de M. Bona [2].

Cabe aclarar que el poligono que nos garantiza el Teorema de Erdds-Szekeres puede
contener algunos elementos de la coleccion en su interior. Asi, si tenemos un conjunto de
puntos P y un poligono v, diremos que 7 es vacio si no contiene ningtn elemento de P
en su interior.

1.1. Poligonos convexos vacios

Desde luego, también podemos plantear el siguiente problema: Sea ¢ > 3 un entero.
(Existe un numero H(c) tal que en cualquier coleccion de al menos H(c) puntos sea
posible seleccionar ¢ de ellos formando un poligono convexo vacio?

Trivialmente tenemos que H(3) = 3. Como podemos encontrar colecciones de 4 puntos
sin que formen un cuadrilatero convexo, H(4) > 5 (véase la Figura 1 (a)). Dado que el
cuadrilatero que nos garantiza el resultado de Esther Klein puede ser vacio, H(4) = 5.

En la Figura 1(b) vemos una coleccion de 9 puntos donde no hay pentagonos convexos,
indicando esto que H(5) > 10. H. Harbort [8] prueba que H(5) = 10.

M. Overmars [12] encuentra una familia de 29 puntos sin hexagonos, hasta que reciente-
mente T. Gerken [7]| prueba que H(6) existe, y que es a lo méas 219. No se conoce el valor
exacto de H(6).
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Por otro lado, J.D. Horton [9] da colecciones de puntos arbitrariamente grandes en las
que no hay heptagonos convexos vacios, ni heptagonos, ni octdgonos, ete, mostrando que
H (k) no existe para k > 7.

(a) (b)

Figura 1. (a) Coleccién de 4 puntos sin cuadrilitero convexo, (b) coleccion de 9 puntos sin pentigono
CONVexo,

Debido a la naturaleza de nuestro problema a estudiar, todas las colecciones de puntos
bajo consideracion estaran en el plano y en posicién general, esto es, no tendran 3 o més
de sus elementos sobre una misma linea recta.

Tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.2. Sea P una colecciéon de puntos. El cierre convero de P es el poligono
convexo més pequeiio que contiene a P. Lo denotaremos como Conv(P).

(a) (b)

Figura 2. (a) Una coleccién de puntos P con 13 elementos y (b) su cierre convexo Conv(P).

2. Descomposiciones convexas

Estudiaremos la cantidad de poligonos convexos que podamos encontrar con vértices en
una coleccién dada de puntos.

Definicién 2.1. Dada una coleccion de puntos P, una descomposicion converal’ de P es
un conjunto de poligonos {¥1.72..... Ym} que cumplen lo siguiente:

(C1) Los vértices de 4; son elementos de P, parai=1,2,....m.

(C2) Todo ; es vacio.

(C3) Para cualesquiera 2 diferentes ~;,7; € I, sus interiores son ajenos.
(C4) 11 Uy U ..Uy, = Conu(P).
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De aqui en adelante P, denotari una coleccién de n puntos y ¢ el niimero de vértices en
Conv(P,). Siempre conn > 5y ¢ > 3.

Un ejemplo muy estudiado de descomposiciones convexas son las triangulaciones. Estas
son descomposiciones convexas en las que cada uno de sus elementos es un triangulo.
Véase la siguiente figura.

(a) (b)

Figura 3. (a) Una coleccién Pz y (b) Una triangulacion de Pps; esta tiene 2(13) — 7 — 2 elementos.

Estamos interesados en encontrar descomposiciones convexas con el menor nimero de
elementos posible. Se puede probar que toda triangulacién de P, tiene 2n—c—2 elementos.
Con esto, trivialmente obtenemos que toda descomposicién convexa de cualquier P,
tendra a lo mas 2n elementos.

Sea g(P,) = min{|I'| : " es una descomposicién convexa de P,}, y sea g(n) el méximo
valor de g tomado de todas las colecciones de n puntos. Urrutia [14] conjeturd que

g(n) < n+1, pero O. Aichholzer y Krasser [1] dan un conjunto @) de n puntos tal que cada

descomposicién convexa de () tiene al menos n + 2 elementos. Posteriormente J. Garcia-

Lépez y C. M. Nicolas [5] dan una coleccion de puntos P, en la cual toda descomposicion
lln

convexa tiene <7+ elementos. Con esto tenemos que g(n) > lll—un, que hasta ahora es la

mejor cota inferior de g.

(a) (b)

Figura 4. (a) Una coleccién Pis y (b) una descomposicién convexa con 12 elementos.

En las Figuras 3(b) y 4(b) mostramos descomposiciones convexas.

V. Neumann, E. Rivera-Campo y J. Urrutia [11] prueban que para toda coleccién P,
siempre existe una descomposicién convexa con a lo més an elementos, cota que K.

Hosono [10] mejora a 7?“ Asi,
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El objetivo principal de este trabajo es dar un algoritmo para obtener en P,, una descom-

posicion convexa especifica con a lo mas 37" — ¢ elementos.

3. Obteniendo la descomposicién convexa

Daremos 3 procedimientos que nos ayudaran a encontrar la descomposiciéon convexa
buscada. Etiquetaremos los elementos de P, de la siguiente manera:

Llamaremos p; = (21, 1) al elemento de P, cuya coordenada en y sea la menor de todas.
De haber dos con esta misma, rotaremos la coleccion de puntos para que no suceda esto.

Todo p € P, \ p1 sera etiquetado con respecto al orden creciente del angulo entre la recta
y = x1 y el segmento de recta pip. Al elemento que haga el i-ésimo angulo mas pequefio
lo llamaremos p;4+1. Ahora, para i = 3,4,...,n — 1, si p; esta en el interior del tridngulo
Conv({p1,pi—1,pi+1}), le anadiremos la etiqueta “—”. De lo contrario, si p; esta en el
exterior de Conv({p1, pi—1,pi+1}), llevara la etiqueta “+”. No llevaran esta etiqueta ps y
Pn. Véase la Figura 5(b).

Figura 5. Etiquetacion de los vértices.

En los algoritmos que daremos a continuacion utilizaremos la notacion de [3]. Correran
sobre la coleccion de puntos ya etiquetados, y o(p;) denotara el signo de p;. Estudiaremos

PR

los bloques consecutivos de puntos, ya sea con etiqueta “+” 6
ENCONTRAR__A;(P,){
k+1
if o(p3) = + then Ay + {p1,p2}
if o(p3) = — then {

Ak {p1,p2,p3}

k+—k+1
}
for i < 3ton—2do {

if o(p;) = + then {

Ay < A U{pi}
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if O‘(pi+1) = — then {
Ap — A U{p1,pit1}
k+—k+1

}
if (o(pi) = — and o(pi+1) = + ) then A < A, U {p;}
}
if (0(pn—1) = +) then Ay « Ay U{p1,pn—1,pn}
if (0(pn—1) = —) then {
k+—k+1
A+ {p1,Pn—-1,Pn}

}

return k

}

En la siguiente figura ilustramos cémo funciona el procedimiento.

Figura 6. Algoritmo ENCONTRAR__A; corriendo sobre una coleccién Pi7.
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Con un algoritmo semejante pero mas simple encontraremos las colecciones B;.
ENCONTRAR _ B;(P,){
k1
if o(p3) = — then By « {p2}
for i < 3 ton—2do {
if o(p;) = — then {
By, <+ Br U {p;}
if o(pi+1) = + then {
By, + B U{pi+1}
k+—k+1

}

if (o(p;) = + and o(p;+1) = —) then {
By < B U{pi}

}

if o(pn—1) = — then By + B U{pn—1,pn}

.. . . vérti - .
Con el siguiente procedimiento obtendremos triangulos con vértices consecutivos de eti
— i vérti 1
ueta “—" compartiendo el vértice

TRIANGULOS _Ap{
Ap « 0
for i < 3 ton—2do {
if (o(p;) = — and o(pi+1) = —) then A < Ap U {pi, pit1,p1}

}

En la Figura 7 mostramos la coleccion P;7 de las Figuras 6 y 7 después de haber ejecutado
los procedimientos ENCONTRAR_A;, ENCONTRAR _B; y TRIANGULOS_ B.

Sea A el conjunto de vértices de etiqueta “+”. Le llamaremos £ al poligono con vértices
AU{p1,p2,pn}, y le lamaremos U a la cerradura de la region (o regiones) Conv(P,)\ L.
En la Figura 8 las regiones en blanco seran U, y en la Figura 9 la regién sombreada.

Agregaremos aristas de tal manera que cada region en U quede dividida en tridngulos.

Obtendremos una descomposicién convexa I' con el procedimiento:

Vol. 32, No. 2, 2014]



176 M. LoMmELi-HarO, V. Boria & J.A. HERNANDEZ

Figura 7. Algoritmo EnconTrAR_B; corriendo sobre una coleccion Pyy.

ENCONTRAR_TI'(P,){
ENCONTRAR_A;(P,)
ENCONTRAR_ Bi(Pn)
TRIANGULOS _AB(P,)

Agregar tantas aristas (con su interior en i) como sea posible.

}

Demostraremos que si P, tiene ¢ vértices en Conv(F,), entonces |[I'| =n+ k —c.

Lema 3.1. Sea P, una coleccion con 3 vértices en su cierre convezo, y k el nmimero de
poligonos obtenidos con el procedimiento ENCONTRAR_A;. Entonces la descomposicion
conveza I' de Py, obtenida de aplicar ENCONTRAR_T es tal que

Il <n+k-3.

Demostracion. Sea P, una coleccién de puntos en posicién general, con 3 vértices
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Figura B. Descomposicioén convexa resultante de aplicar los algoritmos descritos.

en Conv(P,), sea k el nimero de conjuntos A; obtenidos por el procedimiento
ENCONTRAR_A;, y sea I' la descomposicién convexa inducida por ENCONTRAR_T.

Tenemos los siguientes hechos

1. En el procedimiento TRIANGULOS_Ap cada B; genera |B;| — 3 tridngulos (com-
partiendo p1).

2. El ntimero de aristas afiadidas en la linea 4 de ENCONTRAR_T" serd |AU{p2, pn }|—3,
generando [A U {pa,p, }| — 2 tridngulos.

3. Dado que cada A; esti compuesto por |A;| — 3 vértices de etiqueta “+7, |A| =
|A1] =3+ |A2| =3+ ... + |Ax| - 3.

4. Dado que cada B; esta formado por |B;| — 2 vértices de etiqueta “—”, |B| = |By| —
2+ |Ba| —2+ ...+ |Bg-1| — 2.

5. Como cada elemento en el interior de Conv(FP,) tiene etiqueta “+” o etiqueta “—7,

tenemos que la suma [A;| -3+ |Ag| -3+ ...+ |[Ax| =3+ |Bi| -2+ |Ba| —2+... +
|Bk_]|—2 =n-3.

Considerando los k poligonos obtenidos con ENCONTRAR _A; y los k — 1 obtenidos con
ENCONTRAR__B;, y usando los hechos 1, 2, 3 y 4, encontramos que I, la descomposicién
convexa de P, obtenida con ENCONTRAR I, cumple

U] <k+(k—1)+|B1|—3+|Bs| —3+...4 |Br—1| =3+ |A1| =3+ |Aa| =3+ ...+ |Ax| - 3.
Usando el hecho 5 en la ecuacién anterior, tenemos que

P<k+(k-1)+n-3—-(k—-1)=n+k-3.
Con ayuda de este lema demostraremos que |I'| < n + k — ¢, donde ¢ > 3 es el ntimero
de vértices en Conv(FPy).

Teorema 3.2. Sea P, una coleccién tal que Conv(P,) tiene ¢ > 3 vértices, y sea k el
nimero de conjuntos A; obtenidos con el procedimiento ENCONTRAR_A;. Entonces la
descomposicion convexa ' de P, obtenida al aplicar ENCONTRAR_I' cumple

|r|53?“-c.
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Figura 9. Colecciéon P, sin aristas en U.

Demostracion. Sea P, una coleccion de puntos en posicion general, con c vértices
en Conv(P,), sea k el ntmero de conjuntos A; obtenidos por el procedimiento
ENCONTRAR _A;, y sea I' la descomposicion convexa inducida por ENCONTRAR T

Observacioén 1. k alcanza el valor maximo, %, cuando n es par y p; tiene etiqueta “—7,

para i = 3,5,7,...,n— 1, y p; tiene etiqueta “+”, j =4,6,...,n — 2.

Probaremos nuestro resultado por induccion sobre c. El caso base sera ¢ = 3; por el lema
anterior, |[I'| <n+ k — ¢, y por la Observacion 1,
n 3n

IN=n+k—-—c<n+_-—-—c=——c

T Sn+g 5
Supongamos que el resultado se cumple para todo ¢ > 3. Probaremos que también se
cumple para ¢+ 1. Sea P, una coleccion de n puntos con ¢+ 1 en su cierre convexo y I' la
descomposiciéon convexa obtenida de haber aplicado el procedimiento ENCONTRAR T'.
Etiquetaremos los vértices de Conv(P,) en el sentido contrario de las manecillas del reloj
de manera que ¢; = p1, g2 = P2, - , e+1 = Pn. Haremos R = P, N Conv({q1, qc, Ge+1})
y P =(Py\ R)U{q qc}

qu//f"“‘

q2
q1

Figura 10. P, con Py R.
Sea A, el A; tal que g. € Ay, y sea 7y el poligono inducido por A,. Diremos que en P

hay ¢ conjuntos A; y haremos yp = P N~. En cuanto a R, tenemos que hay k — ¢ + 1
conjuntos A; y haremos yg = RN~ (véase la Figura 11).
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Sean I'p y I'g las descomposiciones convexas de P y R respectivamente. Observemos que

I'=Tp\vp)UTR\Vr)U7-

Asi Il = (ITp| — 1) + (]Tr| — 1) + 1. Aplicando inducciéon en P y R, tenemos que
I =(P|+qg—¢)—1+ (|R|+ (k — ¢+ 1) —3) — 1 + 1. Simplificando, y tomando en
cuenta que |P|+ |R| = n+2, tenemos que [I'| =n+2+¢—c+k—q¢—3=n+k—c—1.

[

de+1

q2
q1

Figura 11. P, Ry v =vp U~R.

Finalmente, por la Observacion 1 tenemos que si P, tiene ¢ + 1 vértices en Conv(P,)
entonces |I'| < 2 — (c+1).

Con esto probamos que para toda coleccion P, con ¢ elementos en Conv(P,) el procedi-
miento ENCONTRAR I' arroja una descomposicion convexa I', donde

mg%"—c. @

Este resultado es importante, ya que encontramos una descomposicion convexa especifica
de P, de las cuales, hasta ahora, por [11], se sabia tnicamente de su existencia.

4. Conclusiones

Hemos dado un algoritmo para encontrar una descomposicién convexa especifica de una
coleccion de puntos en el plano en posicion general. Queremos mejorar la cotas de K.
Hosono [10] o al menos igualarla. Daremos las siguientes definiciones para plantear una
idea.

Definicion 4.1. Sea T una triangulacion de P, y e una arista en T. Si e es la arista
comun a dos triangulos cuya union es un cuadrilatero convexo @, entonces llamaremos a
e arista girable. Girar e es borrarla y reemplazarla por la otra diagonal de Q.

Definiciéon 4.2. Sean ¢ y ¢’ dos aristas girables en una triangulacion T, y sean @ y
Q' los cuadrilateros que las contienen respectivamente. Diremos que e y ¢’ son girables
stmultdneamente si los interiores de Q y @’ son ajenos.
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Inicialmente intentamos remover aristas girables simultaneamente. J. Galtier, F. Hurtado,

M. Noy, S. Perennes y J. Urrutia [6] prueban que el namero de aristas es al menos %

G-
Al removerlas obtenemos una descomposiciéon convexa con %” — ¢ — 2 triangulos y §
cuadrilateros, es decir % — ¢ — 2 elementos. Podemos aplicar este razonamiento a U,

pero no tenemos con certeza la cardinalidad del ntimero de triangulos en esta region.
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