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Geometria afin del paraboloide de revoluciéon

Luis ENRIQUE Rulz HERNANDEZ*

Resumen. Dados un paraboloide de revoluciéon P y un plano H normal a su
eje de rotaciéon, se demuestra que todo rectangulo, todo poligono regular y toda
circunferencia en H es la sombra ortogonal de un paralelogramo, de un poligono
regular afin y de una elipse inscritos en P, respectivamente. Reciprocamente,
la interseccién (condicionada) de un plano con P es una elipse cuya sombra
ortogonal sobre H es una circunferencia. Por ende se obtiene que todo teselado
regular o semirregular en H es la proyeccion ortogonal de una superficie poliédri-
ca no acotada de poligonos regulares afines inscritos en P. Estas composiciones
de figuras, asi como otras armoniosas combinaciones con elipses inscritas en P,
ponen de manifiesto las implicaciones de las mencionadas propiedades de P en
el disefio de formas geométricas novedosas en el arte y la arquitectura.

Introduccidén

Al hacer girar una parabola alrededor de su eje se obtiene un paraboloide de revo-
lucion, una superficie de frecuente presencia tanto en el calculo diferencial e integral
como en la geometria diferencial. En estos contextos apenas se la describe cartesiana-
mente haciendo referencia a ella en la aplicacién o ilustracién de una variada gama de
nociones matemaéticas.

Abordaremos aqui el estudio de esta cuadrica desde un punto de vista de la geometria
afin, introduciendo una metodologia allende los métodos estandar que la describen.
Resulta sorprendente el hecho de que hasta el presente no se haya realizado un analisis
del paraboloide de revolucién involucrando los bellos y poderosos conceptos de la
geometria afin.

En efecto, como una alternativa distinta a la geometria diferencial, descubriremos
relevantes propiedades de la mencionada superficie de naturaleza facilmente manifiesta
en los dominios de la geometria afin.

Bajo la nocién de poligono regular afin (Definiciéon 1.2) probaremos que todo poli-
gono regular y rectangulo en R? es la proyeccién ortogonal de un poligono regular afin
y paralelogramo inscritos en un paraboloide de revoluciéon prefijado, respectivamente
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28 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

(Teorema 1.3). Mas adelante demostraremos que toda circunferencia es la proyeccion
ortogonal de una elipse inscrita en dicha superficie (Teorema 3.1), y reciprocamente,
se establece que la interseccion (condicionada) de un plano con la cuadrica en cuestion
es también una elipse (Teorema 4.1) cuyos elementos geométricos son determinados
de manera univoca en pocos caracteres matematicos.

Estas importantes propiedades del paraboloide de revolucién nos conducen a un nu-
mero infinito de variadas combinaciones de figuras afines cuyas sombras ortogonales son
rectangulos, poligonos regulares o circunferencias. En las seccién 2 apenas se exponen
casos particulares de un hecho general y sorprendente: todo teselado regular o semirre-
gular ([6, pp. 35-41]) en R? es la proyeccion ortogonal de una superficie poliédrica de
poligonos regulares afines inscritos en un paraboloide de revolucion predeterminado
(ver figuras 3 y 4).

Asi mismo en la secciéon 5 se realiza una composicion de elipses tangentes inscritas
en un paraboloide de revolucién dado, de tal suerte que su sombra ortogonal es un
paquete de circulos (|6, pp. 34-35]) congruentes (ver figura 6).

Los modelos descritos en los citados capitulos constituyen de hecho escasas mues-
tras de un gran potencial artistico y arquitecténico en el diseno de formas geométricas
de novedosa belleza, como aportes e implicaciones de los resultados teéricos aqui ex-
puestos.

Denotaremos con letra imprenta maytscula los puntos o vectores (fila) de R? o R3,
y por QT la transpuesta de una matriz Q. En particular el producto matricial ABT
indicara el producto interior ordinario de dos vectores A y B en R? 6 R3.

Los resultados y figuras consignadas en las secciones 2 y 3, lo mismo que los teore-
mas 1.3, 3.1 y 4.1, son novedosos en la literatura matematica, y fueron concebidos y
demostrados por el autor.

1. El poligono regular como la sombra ortogonal de un poligono
regular afin inscrito en un paraboloide de revolucién prefijado

Lema 1.1. Consideremos la matriz ortogonal

(1)

Q(a):< cos sen0>’

—senf cosé

la cual representa una rotacion a través del dngulo 8 € R, y para cada punto P(p1,p2)
en R? hagamos

P*=PQ (—g) = (p2, —p1), (2)
que es la rotacion de P en un dngulo de —%. Entonces
(i) Qa+ B) = Q(a)Q(B) = 2(B)Q();
(i) Q)" = Q(-0);
(i) |PRO) = IIP|;
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Geometria afin del paraboloide de revolucién 29

(iv) PQ(OPT = P*Q(6)(P*)" = ||P||* cos;
(v) Q) —I=2sen (%) Q%+ 2),

para todo punto P en R? y todo (a, 3,0) € R3, donde I es la matriz identidad de orden
2.

Demostracion. Es rutinaria.

Definicién 1.2. La imagen de un n-gono regular de plano H bajo una transformacion
afin biyectiva de dominio H se denomina n-gono regular afin (ver figura 1).

W
2 W1
W

Wil

VE

Figura 1. V4 ... V,, es un n-gono regular afin de centroide G.
En el siguiente teorema probaremos que todo poligono regular en el plano es la
sombra ortogonal de un poligono regular afin inscrito en un paraboloide de revolucion

predeterminado.

Teorema 1.3. Sean a #£0, b, ¢ y d constantes reales dadas y consideremos la funcion
f:R?2 =R cuya expresion

f(X) = ax? + ax3 + by + cxy + d, 3)

para todo X (z1,x2) € R?, representa un paraboloide de revolucion de vértice

4a
donde
1
A=——(bc). 5
5 (0.0) (5)
Entonces,
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30 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

(i) Si Wy ... Wy es un rectingulo en R?, entonces
W, f(W)) ... (Wa, f(Wa))
es un paralelogramo inscrito en la grifica de f.

(ii) Si Vi ...V, es un n-gono regular (n > 3) en R? de centro G y circunradio p,
entonces

Vi, f (W) - (Vo f (Vi)

es un n-gono reqular afin inscrito en la grdfica de f, de centroide

2, 2
G= <G,a(52+p2)b re +d> (6)
4a
y de plano -
NX-&T=o0 (7)
donde 6 = |[A—G| y
N = (2a(A-G),1). (8)

(Ver figura 2).

Demostracion. Primero debemos percibir que la representacion de la funcion f en (3)

también puede adoptar la forma

b2 + c?
4a

fFX) =alX A" - +d, 9)

para todo X € R?, donde A aparece en (5).
Si W ... Wy es un rectangulo en R?, entonces
Wi — Wy =Wy — Wi, (10)
y su traslado por —A es el rectangulo
(W1 —A) ... (Wy—A), (11)

por lo cual se cumple la relacion

[Wh = Al = [W2 — Al = [Wy — A — [W5 — A (12)
Entonces,
(Wi, f(W1)) — (Wa, f(W2)) = (W1 — Wa, f(W1) — f(W2))
= (Wi —Ws,a|Wi — A|* — a||[W, — A%) (por (9) v (28))
= (Wi — Wa,a|[Wy — Al —a|Ws - A|%) (por (12))
5 b2+ 5y b2+

= <W4,G||W4—A|| - 1 +d) - (W3,G||W3—A|| - +d)

a 4a
= (Wy, f(Wa)) — (W3, f(W3)) (por (9)),
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Geometria afin del paraboloide de revolucién 31

Figura 2. El poligono regular Vi ... V,, es la sombra ortogonal de un poligono regular afin
inscrito en un paraboloide de revolucion.
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32 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

esto es,

(Wi, f(W1)) ... (W, f(Wa))

es un paralelogramo inscrito en la grafica de f.
Sea V; ...V, un n-gono regular (n > 3) en R? de centro G y circunradio p.

Si G = A, entonces

Pre e PHE

fVe) = allVi =G| - +d, (por (9))

a

yparak=1,...,n,

(Ve F(V)) = (Vi 0) + 0,0, 0) = 0,00+ (00,09 - 25 10

por tanto, (Vi, f(V1)) ... (Va, f(V%)) es un traslado del n-gono regular (V1,0) ... (V4,0),

b+ c?
4a

haciendo § = ||A — G|| = 0, como es aqui el caso.

de centroide G = (G,0) + (0,0,ap* — +d), expresion que se obtiene de (6)

Si G # A, para una rotulaciéon adecuada podemos considerar los vértices de Vi ... V,
en circuito positivo, de tal manera que V3 — G tiene la misma direccion y sentido que la
rotacion positiva de A— G a través del angulo § = LAGV; (lo cual siempre es posible).
Es decir,

Vi—G=pi HA-G)Q),
donde ¢ = ||A — G||. Consecuentemente
VkG(VlG)Q<M+0>,
o bien, teniendo presente la parte (i) del Lema 1.1,

Vk:G—de‘l(A—G)Q(er&), k=1,....,n, (13)
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Geometria afin del paraboloide de revolucién 33

donde Q(#) es la matriz ortogonal representada en (1). Asi, se obtiene

b? + 2
f(Vi) =a|lViy — G -

+d (por (9))

2 b2 4 (2

4a

+d (por (13))

=a

G—A—i—p&‘l(A—G)Q(@—s—e)

2
= a

S, o (k — 1) B o 3
po 12;4+ 0(2;) [Q <4n +9> I] +(pd = 1)(A-G)
 da

206~ sen V(’“T‘l) N g} (4- )0 (ﬂ(kn— D . 9—&2-7r>

+d

=a

b2 2
+c +d

(o5 - 1><A—G>H2 -

_ fap- <7r )H (4 GQ(w(kn—1)+9;7r) 2
1)?
D

b2 + 2
[ ye] 1 +d+4aps(psTt — 1)x

) (A-@)Q (”(kn DN 9*”) (A—G)T

1

+a(pd™

( m(k —
b? + c?

-1
= 4apd—? ||A — G||? sen? [L)—i—g] +a(p—6)* — +d
n 2 4a

2

m(k—-1) + q IA — G cos
n 2

+4aps~ (pd~t — 1) sen { {W(k —b + brm
n

2
(Lema 1.1, partes (iii) y (iv))

@—i—g] +a(p — 9)?
m(k—1) +9} Pt

n 2 4da

= 4ap? sen [

+d

—4apd(pd~t — 1) sen? {

_ 2, 2
= 4apé sen? [@ + Q] +a(p—0)* - ric + d;

2 4a
reduciendo a una sola igualdad, tenemos para k =1,...,n,
k-1 0 b2 + 2
f(Vi) = 4apé sen® [% + 5] +a(p—6)* — LC +d, (14)
de lo cual se sigue
- a(k—1) 6 5 b+ .
];ka —4ap5;sen [ - +§ +nla(p—0)° — 1 +d|; (15)
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34 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

utilizando identidades trigonométricas (ver, por ejemplo, [1, pp. 106]), se obtiene

Il
DO | =
/N

S

|

o

]

0w

D
(]

o

o

7]

[

3

—
3 Nl

|

S~—

wn

o}

=]

Sa)

w

o)

B

[

A

Nl

|
=
~—

k=1 k=1
n—1 n—1
21k 27k
=3 (n —cosf — COS@ZCOS% sen92%n%>
k=1 k=1
n—12r n 2w n—12r n 2w
sen —C 5 7 sen 7 Se 5;
== _ _ n
= n —cosf — cosd 197 + sen 6 197
sen — — sen — —
2
1
= §(nfcosﬁ+cose+0) = g;
al reemplazar en (15) se obtiene
1 « oy PP
LS ) =ar 1) -
k=1
y por tanto, si G es el centroide de los puntos (Vi, f(V1)), ..., (Vy, f(V2)), entonces
1 n n

Q
Il

Ve, f (Vi) = (% > W, % > f(Vk)>
k k=1

k=1 =1
2 2
= (G,a(p2—|—§2)—b re —i—d),

4a

tal como aparece en (6).
Ademas, si N es el vector introducido en (8), entonces se obtiene después de utilizar
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Geometria afin del paraboloide de revolucién 35

(6), (13) y la parte (iv) del Lema 1.1 que

N[(Vi (Vi) — G T = N (Vk — G, f(Vi) — a(p? + 6) + bzz;cz - d)T
=N (p51(A -G)Q (@ + 9) ,4aps sen” [@ + g] - 2ap§>T
N<p51(AG)Q< ) 2ap6{2sen [@+g] 1})T
=N <p51(A ~-G)Q < i 0) —2ap8 cos { W(kn_ DI QDT
=2aps H(A-G)Q < + 9) (A—G)" —2apé cos [W + 9}

2 2 -1
= 2apd ' |A — G| co [ ﬂ-(k )—1—9} — 2apd cos [%—1—9}

2n(k—1 2n(k —1
= 2apd cos [M + 9} — 2ap6 cos [M + 9} = 0.
n n
Se infiere asi que todos los puntos (Vi, f(V1)), ..., (Vs, f(Vi)), ¥ su centroide G estan
en el plano representado en (7).
Probaremos a continuacion que (Vi, f(V1)), ..., (Vy, f(V)) es un n-gono re-

gular afin de centroide G. Al respecto notemos primero que los puntos
Vi, f(), ..., (Va, f (V) v G (los cuales estan en el plano dado en (7)) no son
colineales. De lo contrario existe un escalar ¢ # 0 tal que

(Va, f(V2)) = G =t [(V1, f(V1)) — G],

esto es,
(Vo — G, —2ap” cos(2m/n)) = t(V; — G, —2ap?),

lo que implica Vo — G = (V] — G), lo cual es imposible dado que V; — G y V5 — G son
linealmente independientes en R? por ser V; ... V,, un poligono regular, de hecho no
degenerado. Por lo tanto, el plano

H = {X € R®: X satisface (7)} (16)

a través del punto G, es generado por los vectores (Vi, f(V1)) — G y (Va, f(V2)) — G,
es decir,

H={G+5[(V1,f(V1)) = G| +t[(V2, f(V2)) = G : 5, € R} (17)

([1, pp. 478-480, Theorem 13.10]). Ahora consideremos la transformacion afin
¢ : R? — H representada por

o(X) = XL+ [2a(A - G)G + a(6% + p?) —

b2 2
:c +dl| (0,0,1),
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36 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

para todo X € R2, donde £ es la matriz 2x 3 cuya primera, segunda y tercera columnas
son (1,0)T, (0,1)” y —2a(A — G)7, respectivamente. Por lo tanto, mas explicitamente

o(X) = (X, —2a(A - G)(X - )T +a(6% + p?) - b2;c2 + d) , (18)

para todo X € R2. Debemos probar primero que ¢ es, en efecto, una funcién de
codominio H (un conjunto afin):

N[p(X)=G]" = N(X — G, —2a(A - G)(X —G)T)” (por (6) y (18))
=20(A-G)(X -G —2a(A-G)(X -G)T =0 (por (8)).

Asi pues, ¢(X) € H para todo X € R2.
Ademaés,

(Vi) = (Vk, —2a(A = G)(Vi, = G)" +a(6® + p?) — bg; =+ d) (por (18))

= (vk, —2aps~ ' (A-G)Q (—w — 9) A-6)T
s oy b4 N
+a(6* + p°) — ” +d (por (13) y Lema 1.1 parte (ii))
_ 2, .2
= (Vk, —2apd cos (M + 9) +2ap6 + a(p — 0)* — b Z—C + d)
n a

(Lema 1.1 parte (iv))

— 2 2
(Vk,Qap(s{l—cos(M_f_g)]+a(p_6)2_bIC +d>
a

n
_ 9 9
= <Vk,4ap5sen (M + 2) +a(p_ (5)2 _ b*+c —|—d>
" 2 4a
:( k?7f k:l,...,n (por(14))

= <% ZW) = ZSD Vi) = Z(me(vk)) =G,
k=1

"=
dado que las transformaciones afines preservan las combinaciones lineales promedio
([3, pp. 423]). Asi las cosas, probaremos seguidamente que ¢ es una biyeccion. Si
»(X) = ¢(Y) entonces, por (18),
(X -Y,—2a(A-G) (X -Y)T) =0,

lo que implica X =Y y ¢ es inyectiva. Si Y € H entonces segtin (17) existen escalares
sy t tales que
G +s[(Vi, f(V1)) = G] + t[(Va, f(V2)) = G]

e(G) + slp(V1) — o(G)] + tlp(Va) — (G)]
= sp(V1) +tp(V2) + (1 — s — 1)¢(G)
e(sVi+tVa+ (1 —-s—1)G),
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Geometria afin del paraboloide de revolucién 37

por lo cual ¢ es sobre.

Se infiere que (Vi, f(V1)) ... (Vi, f(Vi)) es un n-gono regular afin de centroide G
(ver Definicion 1.2) inscrito en la grafica de f.

N

2. Teselados regulares y semirregulares como sombras ortogonales
de superficies poliédricas de poligonos regulares afines

Las anteriores propiedades del paraboloide de revolucién inducen a una inusita-
da composicion estética de superficies poliédricas de poligonos regulares afines (ver
Definicién 1.2) inscritos en la cuéddrica.

2.1. Un teselado regular

Consideremos en R? el teselado regular {4,4} constituido de cuadrados con vértices
de coordenadas enteras.

Segin el Teorema 1.3, los puntos
(m,n, f(m,n)),

donde m y n son enteros, son los vértices de una superficie poliédrica de paralelogramos
inscritos en el paraboloide de revolucion representado en (3), tal como se muestra en
la Figura 3 cuando la cuadrica abre hacia abajo.

2.2. Un teselado semirregular

Sea Vi ... V4 un cuadrado en R? dado en circuito positivo, y tal que su centro es
el origen O, sus lados son paralelos a los ejes coordenados y el vértice Vi esté en el
primer cuadrante.

Consideremos ahora el teselado semirregular 4.82 compuesto de cuadrados y oc-
tagonos regulares en R? tal que V; ... V4 es uno de sus cuadrados (ver Figura 4).
Entonces con ayuda del computador puede verificarse que los puntos

3 i
S0 0 - 1a)

Piji = {1 +[1+ (—1)’“}1/2} Vi+ i {W -7-
+ {j 1+ i[zj —2—(-1)F - (1)j+’“}\/§} Vi+Va), 4,j=1,2,...; k=12,
son todos los vértices del teselado contenidos en el primer cuadrante, y
F={xPpA" |i,j=1,2,...; k,n=1,2}

es el conjunto de todos los vértices del teselado, donde

(4)
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Geometria afin del paraboloide de revolucién 39

es una matriz involutoria que representa una reflexion a través del eje coordenado
vertical.

Para un paraboloide de revolucion (3) abierto hacia abajo y eje de rotacion a través
del origen O, de acuerdo con el Teorema 1.3 los puntos

(:l:PijAna f(:tPZ]kAn)) ’ivj = 17 2a S k,’fl = 17 27

son los vértices de una superficie poliédrica de paralelogramos y octagonos regulares
afines (ver Definicion 1.2) inscritos en el paraboloide.

Figura 4. El teselado semirregular 4.8% como la sombra ortogonal de paralelogramos y octa-
gonos regulares afines.

3. La circunferencia como la sombra ortogonal de una elipse
inscrita en un paraboloide de revolucion prefijado

Probaremos a continuacién que todo circulo en el plano es la proyeccién ortogonal
de una elipse inscrita en un paraboloide de revoluciéon prefijado.
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Teorema 3.1. Consideremos la funcion f : R? — R cuya expresion en (3) representa
un paraboloide de revolucion de vértice dado por (4) y (5). Sea C una circunferencia
en R? de centro G y radio p. Entonces

(i) Si G = A, el traslado de C (C como figura del plano coordenado R? x {0} de R?)

por

b2 2
{wﬂ— é;j+d}mﬁj) (19)

estd inscrito en la grdfica de f. Por tanto, su proyeccion ortogonal sobre R? x {0}
es la circunferencia C.

(i) Si G # A el lugar geométrico

E={(X, f(X)) [ X eC} (20)

es una elipse inscrita en la grdfica de f, descrita explicitamente como sigue:

(¢)
(b)

(c)

(d)

(e)
)

El punto G dado en (6) es el centro de €, donde § = ||A — G||.

Los puntos -
G+ ps (A~ G, —2a6%) (21)

son los vértices mayores de E. Por tanto, su semieje mayor mide
pV1+ 4a?62.
Los puntos -

G+ p5 (A= G)",0) (22)

son los vértices menores de . Por tanto, su semieje menor mide p.

Los focos de £ son los puntos

. 2|jallp s 2
G+ “DR(A -G, —2a6%),  k=1,2. 23
\/1—|—4a2(52( A a?”) (23)

La ecuacion (7) representa el plano de £, donde N aparece en (8).

La elipse & estd descrita paramétricamente por la funcion « : [0,1] — R?
definida por

a(t) = G + (p(cos(2rt + 0),sen(27t + 0)), —2apd cos 27t) (24)

para todo t € [0,1], donde 6 es el dngulo entre A — G y el vector coor-
denado unitario (1,0). Los vértices mayores y menores de la elipse estdin
representadas por

a(0) = a (W) = G+ po (~1)H(A — G, —20%)

respectivamente, para todo k = 1,2 (ver Figura 5).
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Figura 5. La circunferencia como la sombra ortogonal de una elipse inscrita en un paraboloide
de revolucién.
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Demostracion. S1G=Ay X € C, de (9) recibimos

(X7f(X)) = (X70)+f(X)(07071)
_ (X,O)+(ap2—b ZC +d) (0,0,1),

puesto que || X — G|| = p. Por tanto, el traslado de C (C como figura del plano coorde-
nado R? x {0} de R3), por el vector dado en (19) esta inscrito en la grafica de f, y su
proyeccion ortogonal sobre R? x {0} es la circunferencia C.

De acuerdo con las partes (2), (ii) y (vi) del Lema 1.1, obtenemos

(A-GA-6) " =(A-G) [(A-G)Q (‘gﬂT
—(A-@)QT (fg) (A-a)”
= (A-G)Q (g) (A-a&)"

|4 — G|? cos (g) =0,

por lo cual si G # A entonces los dos segmentos de recta con extremos en los puntos
en (21) y (22), respectivamente, se bisecan perpendicularmente en el punto G. De la
expresion anterior no es dificil probar que dichos puntos satisfacen la ecuacion (7), es
decir, estan en el plano H definido en (16).

Ademas los puntos en (21) y (23) estan en la recta
X(t)=G+t(A-G,—2a6%), teR,

puesto que estan representados por
- 2||allp
X(po~t(=1)* X<7—1k7
(DN X (s ()

respectivamente, k = 1,2, lo que implica, a la luz de estas expresiones, que los puntos
en (23) (ademés de equidistar de GG) estan entre los puntos dados en (21).

También pueden verificarse directamente las siguientes relaciones, teniendo presentes
(6), (9) y (25):

G+pd  (-D)MA -G, —2a6%) = (G+p5 ' (-1)"(A=G), f(G+pd~ (-1)*(A - G))),
G+pi (-DFA-G) e,
G+ps (=D (A= G)*,0) = (G+ps (-1 (A= G)", f(G+ pd " (-1)*(A—G)"))

y
G+ps (=)A= @), 0) e,
para todo k =1, 2.

De estas expresiones se sigue, como probaremos a continuaciéon, que los puntos en
(21) v (22) estén en la siguiente elipse F con eje mayor de longitud 2pv/1 + 4a262.
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Sea entonces F la elipse de centro G' dado en (6), con vértices mayores y menores
en los puntos que aparecen en (21) y (22), respectivamente, y con focos en los pun-
tos en (23). En efecto, tales puntos estan correlacionados satisfaciendo las distancias
esenciales asociadas a una elipse ([5, pp. 254-256]).

Si X € Cy dip(X) es la distancia entre (X, f(X)) y el punto en (23), entonces

2
2|alp

k 2
T Airaan D) A-G -2

(26)

%) = |ex. 700 -
Se puede ver que la expresion dentro de la norma es el vector

2lalp k 2 2 2 4a|a|p52 k)
X—-G— ——(-1)%(A-G),a|| X — A" —a(é° + + —(-1 .
( LS (CDMA = G)alX — AP a4 %) + Lo ()

Si se denota como & la componente derecha del vector anterior, se puede ver que

4ala|pd?

g2 =all(X ~G) = (A= G| —a(@®+ ") + W(*l)k
o [1 — 617 + 14— GIF - 20X - G)(A - )] — a9+ 77) + Ay
= 200X - G)(A - G + Dy
y al reemplazar en (26) se tiene
BX) = X - G + ot 1A= 61 - — AL Cyrx - a6y
+4a? [(X - G)(A-G)T) + f(jfz;f; - %(—1)’6(){ ~G)(A-G)T
L \/%(1)’6@' —G)(A-G)T
+4a? [(X - G)(A-G)T)" + 116;1:‘;’3; - %(1)’6(}( ~G)(A-G)T
= p*(1 + 4a%?) @m%ﬁﬁﬁ' GA-a)"
+4a” [(X —G)(A-G) ]
= (Vi 4025 201 (x - @) (A - )]
por tanto,
’pm— 2al(~ NA-AT|, k=12 xecc (@7
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Pero

—2la|(-1)*(X - G)(A - G)T

—2|a| [(-1)*(X - G)(A - G)T]

> —2/a|[(X - G)(A-G)"|
(Desigualdad de Cauchy—Schwarz)
> =2Jal |X - G[l]|A -Gl

= —2|a|dp (si X €C),

y

pV 1+ 4a262 — 2ja|(-1)*(X — G)(A T'> pV/1 + 44262 — 2|aldp (si X €0),
> pV4a262 — 2|aldp
= 2|aldp — 2|aldp = 0

Se sigue de (27) que

=pV1+4a252 = 20a|(-1)*(X -)(A-G)T, k=12, XecC, (28)
por lo cual

di(X) 4+ do(X) = 2pV 1 + 4a?5?

para todo X € C, donde el miembro derecho es la longitud del eje mayor de F. Asi se
infiere que

£CF, (29)

donde £ es el lugar geométrico definido en (20).
Si (P,z) eR2xRy (P,z) € FCH,donde H es el plano definido en (16), entonces

N{(P,2)— GIT =0,
o bien, segun (6), (7) v (8),

b + 2
a

=a(0®+p*) +d— —2a(A-G)(P-@&)T (30)

Si P = G, entonces por (30) y (6) tendrfamos (P, z) = G, lo cual es imposible dado
que G ¢ F, y por tanto debe tenerse P # G.

Si P ¢ C entonces el rayo GP corta la circunferencia C en el punto P,. Ahora, por el
Teorema de la Curva de Jordan, P esta en la componente acotada o en la componente
no acotada de R? ~ C (|2, pp. 183-184, Theorem 8.40]).

Si P esta en la componente acotada de R? ~ C, entonces ||P — G|| < p, por lo cual
el punto P estd entre G y P,, asi que existe ¢t € (0,1) tal que

P=(1-t)G+tP,
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Por otro lado, la transformacién afin biyectiva ¢ : R? — H definida en (18) preserva
las combinaciones lineales promedio, asi:

p(P) = (1= 1)p(G) + tp(Po)

—(1-1) (G,a(52+p2)— b+ +d)

4a

T 5 o bP4CP
+t|P,,—2a(A—-G)(P,—G)" +a(d*+p°) — +d

4a
= (1 =1)G +t(Ps, f(P,)), (por (6) y (9)),
dado que P, € C. Pero por (18),

b% + 2

o(P) = (P, —2a(A—-G)(P-G)T + a8+ p*) — + d> = (P,z2). (31)

Por tanto,
(P,2) = (1= t)G + t(Ps, f(Po)),

lo cual implica que (P, z) es un punto del interior relativo de conv(F), que es la envol-
vente convexa de F ([4, pp. 45, Theorem 6.1]); pero ademés (P, z) € F = Fr(conv(F)),
lo cual es imposible.

Asi que P debe estar en la componente no acotada de R? ~ C, esto es, debemos
tener |P — G| > p. Pero entonces el punto P, esta entre G y P, es decir,

P,=(1—-3s)G+sP
para algin s € (0,1), de donde
o(Po) = (Po, f(P)) (por (18) y (9))

= (1= 5)¢p(G) + sp(P) (por (31))
=(1-5)G +s(P, z).

De esta expresion, y por un argumento analogo al caso anterior, (P,, f(P,)) esta en el
interior relativo de conv(F) y en F (pues P, € C), lo cual también es imposible.

Por tanto, si (P,z) € R2 xR y (P,z) € F, entonces P € C, y consecuentemente
de (30), (9) y (20) se tiene que z = f(P) y F C £. De esta contenencia y de (23)
concluimos que £ = F.

Finalmente procederemos a probar la parte (f) del Teorema 3.1. Si 0 es el angulo
entre A — G y el vector coordenado unitario (1,0), entonces

A — G = §(cosb,send), (32)
y C esta descrita paramétricamente por la funciéon 3 : [0,1] — R? definida por
B(t) = G + p(cos(2nt + 0),sen(2nt + 0)),

para todo ¢ € [0, 1]. Puesto que otra expresion para a(t) en (24) es

a(t) = (B(t), f(5(t)),  para todo t € [0, 1],
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se sigue de (20) que
E=A{a(t)|0<t <1} =a(]0,1]).

Ademaés, teniendo presentes las relaciones

cos (S—W + z(—l)k + 9) = —sen (77 + g(—l)]C + 9) = (—=1)*cos#,

2 2
3
sen (?ﬁ + g(—l)’lC + 9) = cos (7r + g(—l)’C + 9) = (=1)*send, k=12,
obtenemos de (24), (32) y (2) las ultimas relaciones que aparecen en la parte (f) del
Teorema 3.1.

4. Interseccion de un plano con el paraboloide de revolucién

Reciprocamente, ahora probaremos que todo plano que corta al eje de rotacién de un
paraboloide de revolucién en un solo punto, si interseca al paraboloide lo hace en una
elipse. Ademas, la proyeccion ortogonal de la elipse sobre un plano normal a dicho eje
es una circunferencia. Con apenas unos pocos caracteres matematicos se determinan
univocamente los diferentes elementos geométricos de la elipse y su sombra ortogonal.

Teorema 4.1. Consideremos nuevamente la funcion f : R> — R cuya expresion en
(3) representa un paraboloide de revolucion de vértice dado por (4) y (5), cuyo eje
de rotacion es la recta L a través del vértice paralela al vector coordenado unitario
(0,0,1).

Sea H un plano en R? a través de un punto (P,, f(P,)) € R? x R de la grdfica de f
intersecando a L en exactamente un punto, y de ecuacion

NX-&T =0, (33)
donde son dados
N = (A, 1), A € R?, (34)
~ a7 a AP B+
= bl e P —A _
G <G, 1 +a|P, + 5 H 1a +d (35)
Y 1y
G:A—GQ. (36)
Consideremos también la circunferencia C en R? de centro G y radio
pz‘&—A+“ w (37)
y el lugar geométrico
& =A{X, f(X) [ (X, f(X)) € H}, (38)

que es la interseccion del plano ‘H con la grdifica de f.

FEntonces,
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(i) Si A =0, entonces
&€ =C+ f(F)(0,0,1), (39)

y por tanto C (como figura del plano coordenado R? x {0} de R3) es la proyeccion
ortogonal de E.

(ii) Si A # 0, entonces € es una elipse inscrita en la grdfica de f, descrita explici-
tamente como sigue:

(a) El punto G dado en (35) es el centro de E.

(b) Los vértices mayores de € son los puntos

—1 -1 2 —1A 12 2 2
(Aa A’a [IA]l vallp, 4t AH Y +e er)

2 4 2 4a

+a al A

1
PO_A+a2AH(_1)k (Aa_HAHZ)a k=1,2. (40)

Por tanto su semieje mayor mide
Cl_lA 2
Po—at+ TRVl (41)

(c) los vértices menores de € son los puntos

a"'A a t[A)? a AP 8?4
A —— —— P,—A —
( 5 4 +al|P, + 5 1a +d
—1 -1 a’_lA k *
+a |G‘HAH P, — A+ B (_1) (A 70)7 k=1,2. (42)
Por tanto su semieje menor mide
’PO—A+G H (43)

(d) Los focos de £ son los puntos

1A oA
e S | e | I
( 5 Ty 1@

—1A2 2 2
PO—A—i—a b+ d
2 4a

a A

a Yal||P, — A+

+

H(_l)k A =A%), k=1,2. (44)
L+ (A ( )
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Demostracion. Bajo las hipotesis del teorema existe un tnico punto P en HN L, y
por tanto, si (u,v, z) € R es un vector normal del plano H, se cumple

(u,v,2)(P —G)'' =
dado que G € H segiin (33). El eje £ tendria asf la representacién paramétrica
X(t) =P +1(0,0,1), teR,
por ser (0,0, 1) un valor director de L. Pero entonces

(ua v, Z)[X(t) - G]T - (uv v, Z)[(P - G) + t(Ov 07 1)]T
= (u,v,2)(P — G)T 4+ t(u,v,2)(0,0,1)T
=0+1tz =tz teR.
Si z = 0 entonces el miembro derecho de la ultima igualdad seria nulo para todo ¢t € R,
es decir, £ C H, en contravia a lo supuesto sobre H y L. Se infiere que todo vector

normal de H tiene su tercera componente no nula, y por esto (salvo multiplos) es de
la forma mostrada en (34).

Si A = 0, de (34) obtenemos N = (0,0,1); de (36), G = A; de (35) y (9), G =
(A, f(P,)), y de (37), p = ||P, — A||. Entonces,
(z1, T2, 23) | (21,20, 23) € R® ¥ (0,0, 1)[(21, 22, 23) — (A, f(P,))]" = 0}
(561,1172,133 | (z1,22,23) € R? y 23 = f(P,)} (por (33))
(X, f(P,)) | X € R?}
(X, 0)+f( »)(0,0,1) | X € R?}
R? x {0} + f(P,)(0,0,1).

{
{
{
{

Por esto,
(X, f(X))=(X,0)+ f(X)(0,0,1) e H siysolosi f(X)=f(P,),

y (38) queda definido ast:

E={(X, f(X) [ F(X) = f(Po)}

={(X, fOO) [IX = AI” = |P, = A = p*}  (por (9))
={(X;f(P)) [ X €€} = {(X,0)+(0, f(F,)) | X eC}
={(X,0) + f(F)(0,0,1) | X e C}

=C+ f(F)(0,0,1),

considerando a C como una figura del plano coordenado R? x {0} de R3.
Si A # 0, hagamos 6 = ||A — G|, o bien (por (36))

lal AT

5=

(45)
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asi G en (35) toma la forma (6) teniendo en mente (37).

Por esto,

24 2 T
NI J00) = G = N (X = Gop(x) = (e + ) + =L = )

X Gal(X -0~ (A= O —a@®+")  (por (9)

X —G.al|X -GIP+|A-G|* - (XfG)(AfG)T]fa(62+p2))T

/N N

N
N
N

T
X —Gal|X -G - ap? — 2a(X — G)(A — G)T)

= (2a(A - G),1) (X —G,allX - G| - ap? — 2a(X — G)(A - G)T)T
(por (34) y (36))
=2u(X - DA-G)" +a||X -G —ap® —2a(X —G)(A-)T
= a[|X = G|* - 4°],
esto es, reduciendo a una sola igualdad
NI(X, f(X) = 6" = a[l|X = GI* = p°) (46)
para todo X € R?. Consecuentemente en (38) obtenemos

£ ={(X, f(X)) | N[(X, f(X)) - G]" =0}
por (33), o bien, segin (46),

E={X, f(X)) [ X e},

justamente la propiedad que define a £ en (20).

Concluimos de la (ii) parte, literales (a), (b), (c), (d) del Teorema 3.1, que el lu-
gar geométrico £ definido en (38) es una elipse inscrita en la grafica de f, descrita
explicitamente en la (ii) parte y los correspondientes literales del presente teorema.
Sustituyendo los valores de G, p y ¢ dados en (36), (37) y (45), respectivamente, en
(21), (22) y (23) obtenemos las expresiones (40), (42) y (44), respectivamente. También
asi se obtienen los semiejes de £ tal como aparecen en (41) y (43).

5. Un paradigma de composicion artistica de aros elipticos en el
espacio

Sea F, el paquete de todas las circunferencias de radio p > 0 cuyos centros son los
vértices del teselado regular {3,6} ([6, pp. 34-35, Figure 2-4]), uno de los cuales es el
origen 0.

Dado un paraboloide de revolucion (3) abierto hacia arriba y eje de rotacion a través
de 0, aplicando directamente la expresion (24) del Teorema 3.1 a cada elemento de F,,
obtenemos un “paquete de elipses” inscritas en el paraboloide tales que
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Z
&

e vt

Figura 6. Una composicién en el espacio de elipses tangentes inscritas en un paraboloide de
revolucion.
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(i) p es el semieje menor de cada elipse (parte (c¢) del Teorema 3.1);

(ii) una de las elipses es una circunferencia con centro en el eje de rotacion del

paraboloide, y radio p;

(iii) cada elipse es tangente a exactamente seis elipses.

La composicién artistica asi obtenida es mostrada en la figura 6.
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