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Un método hibrido interfaz inmersa-conjunto
de nivel para la simulacion de la evolucion de
una biopelicula
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Resumen. En esta comunicacién se propone un nuevo modelo para la forma-
cion de una biopelicula y se estudian los aspectos numéricos de su simulacién
computacional. Nuestro modelo esta basado en tres aspectos fundamenta-
les: primero, se incorpora un mecanismo de transporte de nutrientes hacia
la biopelicula; segundo, se incorpora un mecanismo de consumo y de creci-
miento de la biopelicula; y tercero, se incorpora un mecanismo de necrosis
y de decaimiento de la biopelicula. Para el modelamiento del transporte de
nutrientes, hemos usado una ecuacion de difusién estacionaria. Para el mo-
delamiento del mecanismo de consumo y crecimiento, asi{ como también del
de necrosis y decaimiento, hemos modelado la biopelicula como un fluido
viscoso escurriendo en un medio poroso. El aspecto clave de este modelo es
que el frente de la biopelicula es una incognita del problema, la cual depen-
de de la solucion del mismo. Asi, con el fin de reconstruir el movimiento
del frente, hemos usado el método del conjunto de nivel. Ademés, para re-
solver la ecuacion de la presion hemos usado el asi llamado método de la
interfaz inmersa, el cual fue especialmente desarrollado para problemas con
discontinuidades a través de una interfaz dentro de un dominio.

1. Introduccién

Los procesos de formacion de una biopelicula son de interés para los investigadores en
una amplia variedad de campos, incluyendo la biorremediacion, recuperacion de petroleo,

tratamiento de aguas servidas, medicina, y odontologia.
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26 Partricio CUMSILLE & CARLOS CONCA

Un aspecto importante de los procesos microbianos es la propension de las células a
agregarse y adherirse unas a otras y enlazarse a una superficie. Las células absorbidas
pueden producir una matriz de substancia polimérica extracelular (SPE) que enlaza las
células en conjunto. Una biopelicula consiste de las células absorbidas en asociacién con
SPE. La acumulacién de biopeliculas depende de los procesos hidrodindmicos que llevan
a las células a la superficie de la biopelicula, propiedades fisicoquimicas que determinan
la propensién de los microbios a adherirse a la biopelicula, y caracteristicas ambientales
tales como la concentracion de susbtrato que determinan el crecimiento de la biopelicula.
Las células pueden ademés ser removidas de la biopelicula por procesos biolégicos o
propiedades del flujo que llevan a la desadhesion. El crecimiento de la biopelicula cambia
la geometria y altera el flujo del fluido. Al mismo tiempo, los substratos son transportados
desde el fluido a la biopelicula por procesos de difusiéon y adveccion y son consumidos

por las células.

En esta comunicacion, estudiamos un modelo que no considera la adhesién ni desadhe-
sion de las células de la biopelicula, asi como tampoco el efecto hidrodinamico del liquido
que lo rodea. En vez de esto, nosotros consideramos una biopelicula ya adherida a una
superficie y estudiamos el efecto de los substratos y de la presion de la biopelicula en
el crecimiento del mismo. Modelos mas complejos, que tomen en cuenta la adhesiéon y
desadhesion celular, asi como también el efecto hidrodinamico del liquido que rodea a la

biopelicula, seran considerados en un estudio posterior.

El propoésito de esta comunicacién es mostrar que este complejo sistema dindmico
puede ser modelado exitosamente utilizando el método de la interfaz inmersa, acoplado
con el método del conjunto de nivel. El método de la interfaz inmersa, introducido por
R. LeVeque y Z. Li [5], para modelar problemas elipticos con coeficientes discontinuos y
con fuentes singulares, ha evolucionado, en acoplamiento con otros métodos, tales como
el método del conjunto de nivel (ver [8]), en un método general que puede ser utilizado
para el estudio de flujos bifésicos cuya interfaz puede tener una estructura compleja,
entre otras aplicaciones. El nombre del método deriva del hecho que tales estructuras
son modeladas como una interfaz inmersa en el fluido, la cual define y acota diferentes

regiones del mismo.

Mientras hay una cantidad considerable de estudios cuantitativos concernientes a cul-
tivos de células suspendidas y a patrones de formacién en varios tipos de tejidos, relati-

vamente poca atencion matemética ha sido dedicada a las biopeliculas. A pesar de ello,
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en la comunidad de microbiologia la investigacion de las biopeliculas esta deviniendo un
area crecientemente activa, dado que los investigadores reconocen la amplia variedad de
aplicaciones de los mismos. De este modo, los modelos efectivos de biopeliculas serian

una rapida y econémica herramienta para los bi6logos.

Entre la literatura de las biopeliculas, podemos mencionar los siguientes articulos, que

han tratado el tema mediante modelos con ecuaciones diferenciales parciales:

s El articulo de J. Dockery e I. Klapper [3], donde se estudia un modelo de biope-
liculas analogo a un modelo de flujo en medios porosos, en el cual se calcula la
velocidad y presion de una biopelicula, modelando a esta como un fluido viscoso

incompresible.

= El articulo de H.J. Eberl y L. Demaret [4], donde se estudia un modelo de biopeli-
culas basado en una ecuacion de difusiéon degenerada, cuya incognita es la densidad
de biomasa de la biopelicula, y suponiendo que el coeficiente de difusién depende

de dicha densidad en forma no lineal.

s El articulo de R. Dillon, L. Fauci, A. Fogelson y D. Gaver [2], donde se estudia
un modelo de biopelicula usando el método de la frontera inmersa, introducido
por C. S. Peskin [9] para modelar el flujo sanguineo en el corazon. Este mode-
lo incorpora el acoplamiento hidrodinamico, la reaccién, difusiéon y conveccion
del substrato, asi como también la respuesta quimiotactica de los microbios para
adherirse/desadherirse (tanto entre células, como entre células y la superficie de

adhesion).

Nuestro modelo de biopeliculas esta basado en tres principios fundamentales:

1. Se debe incorporar algin tipo de mecanismo de transporte (difusion, adveccion)

para brindar nutrientes al material activo en la biopelicula.

2. Se requiere por lo general de algtin mecanismo de consumo y de crecimiento de la

biopelicula.

3. Se debe incorporar algin tipo de mecanismo de necrosis y decaimiento de la bio-

pelicula.
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Por dltimo, nuestro modelo debe capturar caracteristicas reales de una biopelicula, espe-
cialmente la presencia de un frente definido de biomasa en la transicion biopelicula/fluido
externo. En particular, se ha observado empiricamente que muchas biopeliculas se desa-
rrollan formando estructuras tipo champinén. Para capturar este tipo de fenémeno se ha
considerado un modelo anélogo al flujo de Hele-Shaw para la biopelicula, debido a que
este modelo reproduce este tipo de crecimiento en el caso de la interfaz entre dos fluidos

de diferentes viscosidades.

2. El modelo 2-D

La idea principal del modelo que presentaremos a continuacién, fue adaptada del mo-
delo presentado por J. Dockery e 1. Klapper [3].

Sea 2 := (0, B) x (0, H) C R? una region del plano, que la supondremos dividida en
dos subregiones: la regiéon ocupada por la biopelicula Qo(t) := {(z,2) : z < h(x,t)} y
una region acuosa Q4 (t) := {(z,2) : z > h(xz,t)}, con curva interfacial z = h(z,t). En
general, cabe notar que la interfaz no es necesariamente expresable como una funcién de
(z,t). La biopelicula es modelada como un fluido viscoso, homogéneo, satisfaciendo la
Ley de Darcy:

u=—-\Vp,

para alguna constante A > 0.

Suponemos, por simplicidad, que la region acuosa esta en reposo relativo a la biopelicula

y asi resulta natural suponer que la presion es constante, por ejemplo,
p=0 sobre z=H.

Junto a esta condiciéon de borde, suponemos que la presiéon es armoénica en la regién
liquida, con lo cual obtenemos que la presiéon debe ser cero en dicha region, y asi la
velocidad es nula alli. Por otro lado, como la biopelicula puede crecer (o decaer), entonces
la divergencia de u no es cero:

V-u=y,

donde g es un término fuente (o sumidero), prescrito. Asi:
—AV?p =g,

en la region de la biopelicula. En el modelo de flujo de Hele-Shaw, este término representa

la inyeccion de un fluido de baja viscosidad en uno de alta viscosidad. La evolucion del
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sistema constituido por estos dos fluidos presenta el desarrollo de patrones de formacion
de tipo champinén, como se mencion6 antes. En el caso de la biopelicula, g representa
una funcién de crecimiento o decaimiento de ellas, y depende de la absorcion de substrato

por parte de la biopelicula.

Debido a la presencia de la interfaz, es necesario imponer condiciones de transmisiéon
para la presion en dicha interfaz. Estas condiciones deben ser capaces de representar
el avance del frente de la biopelicula, en la forma especificada antes, ademés de ser
fisicamente razonables. Estas condiciones son las que estdn dadas por el modelo para un
flujo de Hele-Shaw. Si denotamos por I la interfaz biopelicula/liquido, estas condiciones

SOo1:

[p] = vk sobre T’ (condicion de Laplace-Young),

0
[A—p} =0 sobre I' (condicién cinematica).

on

La segunda condicion es bastante natural (de ahi su nombre): sélo nos dice que la biope-
licula y el liquido se mueven a la misma velocidad en la direccién normal, o de otro modo
dicho, que la biopelicula simplemente empuja al liquido en su avance en la direccién nor-
mal. La primera condicién parece menos natural, pero significa que existe una diferencia
de presiones proporcional a la curvatura media x en cada punto de la interfaz, y donde
la constante de proporcionalidad v se denomina coeficiente de tension superficial. Mas
precisamente, en zonas convexas, la diferencia de presiones seréa positiva, y por lo tanto
la velocidad negativa (apuntando en sentido contrario a la expansion de la biopelicula);
por el contrario, en zonas concavas la diferencia de presiones sera negativa, y por lo tanto

la velocidad positiva (apuntando en el sentido del crecimiento de la biopelicula).

A estas condiciones de borde internas debemos agregarles condiciones sobre el borde
externo del dominio (ademés de p = 0 sobre z = H), por ejemplo:
0
|
0z 2=0
p periodica en la direcciéon .

La funcion de crecimiento g depende de la concentracion de substrato S(z,z,t) (por
ejemplo: oxigeno, glucosa, etc.) a través de la funcion de uso o tasa de absorcion de
substrato U, es decir, g = g(U(5)). Una eleccion tipica para U es la asi llamada funcion
Monod, definida como sigue:

S

U(S) = Umamm, (1)
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donde U4, y Kg son el mdzimo usoy la saturacion media, respectivamente. Esta funciéon
significa, por un lado, que si la concentracion de substrato es cero (S = 0), entonces no
hay absorcion del mismo (U = 0), por otro lado, que si el substrato est4 en saturacion
media (S = Kg), entonces la absorcion esta también en su nivel medio (U = %Umaw). Por
altimo, para niveles muy grandes de concentracion de substrato (S — o00), la absorcion
estd en su nivel maximo (llega un cierto limite en el cual la biopelicula ya no seguira

absorbiendo mas substrato).

Generalmente, la funcién de crecimiento g tiene la misma forma que U. En particular,
g(S) = U(S) — p, donde p > 0 es un pardmetro de corte, introducido para modelar el
desarrollo de la biopelicula: en las regiones donde U(S) > pu, la biopelicula crecera, y en
las regiones donde U(S) < p la biopelicula decaeré.

El substrato se difunde a zonas adyacentes, al interior de la regién acuosa. Este al-
canza la region de la biopelicula, donde sigue difundiéndose y donde es consumido. Asi

obtenemos las siguientes ecuaciones para el susbtrato:
S, — D1V2S =0, h<z<H,
Sy — DyV2S = ~U(S), z<h,

con las siguientes condiciones de borde y de transmision, respectivamente:

a8
S|.=8 = Smaz, 5 =0, S periédica en la direccién x,
? 1z=0
a8 a8
Sl.ep+ = Slozp-, D1 == =Dy — (condiciones de transmision naturales),
on|,_p+ on|,_ -

donde S,,,42 denota la concentracion maxima de substrato. Las condiciones de transmisiéon
naturales significan que sobre la interfaz el substrato es continuo, asi como también su

flujo.

3. Resumen del modelo

Juntando las ecuaciones del modelo anterior, y adimensionalizando adecuadamente se

obtiene el siguiente sistema:

V2p = —g(U(5Smax)), z < h,

VZp =0, h<z<H,
€18 — V28 =0, h<z<H,
£28; — V28 = ~GU(SSmaz), z < h,
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donde ¢;, ¢ = 1,2 son parametros adimensionales que representan el tiempo de evolucién
de la difusion del substrato relativo al tiempo de evoluciéon de la biopelicula, y G repre-
senta el crecimiento de la biopelicula. Como el tiempo de evolucion de la biopelicula es
mucho mayor que el tiempo de difusion del substrato, se puede suponer que ; = 0. Asi,

luego de algunas manipulaciones algebraicas elementales, obtenemos el siguiente sistema:

Vip = —g(U(S)), z < h, (2)
Vp =0, h<z<H, (3)
D,V3S =0, h<z<H, (4)
DyV2S = U(S), z < h, (5)
con las condiciones de transmision (o condiciones de borde interno) siguientes:
[p] = vk sobre T’ (condicion de Laplace-Young), (6)
0
[8—p] = 0 sobre T’ (condicién cinematica), (7)
n
S'z:hﬁ = Slz:h* )
98 98 (condiciones de transmision naturales), (8)
D 22| =Dy 22
on|,_p+ on|,_,-

y con las condiciones de borde externo siguientes:

Ple=gr =0, p.|l.—0 =0, p periddica en la direccion z, 9)

Slo=m =1, S:|l.=0 =0, S periodica en la direcciéon x. (10)

Cabe destacar que la posicion de la interfaz biopelicula/liquido es una incognita mas de
este modelo, razén por la cual el problema es altamente no lineal (se trata de un problema
de frontera libre). De hecho, la resolucion numérica del problema es compleja, debido a
que el problema fisico (asi como también su representacion mateméatica) comprende una
frontera o frente de avance que delimita la biopelicula (interfaz biopelicula/liquido). Di-
cha frontera comprende una discontinuidad de las variables del problema y sus derivadas
espaciales, especialmente patente en el caso de la presion. La presencia de esta disconti-
nuidad hace que el sistema continuo sea muy dificil de resolver. Es por ello que se hace
necesario el uso de técnicas numéricas sofisticadas para la resolucion del problema, pues
se debe tener mucha precision al reconstruir la velocidad (y en consecuencia la presion)
del frente cerca de la interfaz. La ecuacién para la presion es entonces resuelta por medio

del método de la interfaz inmersa. Para una completa revision de este método, véanse
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32 Partricio CUMSILLE & CARLOS CONCA

las referencias [5, 6]. Por otro lado, para reconstruir la posicion de la interfaz, hemos
utilizado el método del conjunto de nmivel. Para una completa revision de este método,

véanse las referencias [1, 7, 10, 11, 12].

4. Resultados numéricos

En esta secciéon describimos brevemente las simulaciones numeéricas realizadas para
nuestro modelo. Hemos resuelto el problema (2)-(10) presentado en la secciéon anterior,

con U(S) = S (i.e., suponemos que la concentracion de substrato es lo suficientemente

pequena) y g(U(S)) = S — p.

Nombre del parametro Simbolo | Valor
Ancho del dominio B 1
Largo del dominio H 1,5
Coeficiente de tension superficial | le—3
Difusividad en el medio liquido D, le — 2
Difusividad en la biopelicula Dy le—3
Parametro de corte I le — 2

= " : ; ——
3 : : :
o o1 02 03 04 05 086 07 08 09 1 ordoE.a& bs o8 @5 06 0F o8 o8 A

Figura 1. Biopelicula en el instante inicial. Figura 2. Biopelicula en el instante t = 9,3 s.
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0 N P— 2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07 0.8 09 1

Figura 5. Biopelicula en el instante ¢t = 28,7 s.

La simulaciéon numérica mostrada fue realizada con los valores de los parametros pre-
sentados en la tabla ubicada en la pagina anterior, y representa un ejemplo tipico de
evolucion inestable. Las figuras anteriores muestran la simulaciéon de nuestro modelo pa-
ra diferentes instantes de tiempo. En dichas figuras hemos graficado los conjuntos de
nivel negativos de la funcion conjunto de nivel, i.e., corresponden a la regiéon que ocupa
la biopelicula. La linea discontinua (segmentada y punteada) representa al conjunto de
nivel cero de la funcién conjunto de nivel, i.e., corresponde a la interfaz entre la biope-
licula y el medio liquido. Aparte de la interfaz bien definida que presenta la simulacion

de nuestro modelo, podemos observar la formaciéon de una estructura tipo champinén, el
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cual es un patron de formacion comin en muchos tipos de biopeliculas (ver [3]).

5.

Conclusiones y perspectivas

Hemos desarrollado un modelo matemético y hemos realizado simulaciones numéricas

que predicen la formacién de “champinones” observados en muchos tipos de biopeliculas.

Por otra parte, existen varias posibles extensiones para nuestro modelo:

1. Tomar en cuenta condiciones ambientales de substrato ilimitado. Esto equivale

a suponer que la funcion tasa de absorcion de substrato U(S) sea efectivamente
no lineal, y dada, por ejemplo, por una relacion de tipo Monod (ver (1)). Esto
introduciria ademas nuevos parametros al modelo (el maximo uso o absorciéon de

substrato, Upaz, ¥ la saturacion media Kg).

. Podriamos considerar dos o més substratos en competencia. Esto equivale a in-

troducir nuevas ecuaciones al modelo, para asi dar cuenta del transporte y com-

petencia de las especies de susbtratos en juego.

. Podriamos considerar otras formas de la interfaz inicial. Esto supone otras con-

diciones de borde externo (no necesariamente periodicas) que modificarian la

discretizaciéon del método numeérico utilizado en los nodos del borde externo.

. Quizas el aspecto mas importante, desde el punto de vista de las aplicaciones, seria

validar el modelo mediante las pruebas experimentales existentes, o si no las hay,

habria que confeccionar un modelo experimental para obtener datos empiricos.
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