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Ecuaciones de Boussinesq: estimaciones
uniformes en el tiempo de las aproximaciones
de Galerkin espectrales
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Resumen. Obtenemos cotas para el error de las soluciones fuertes de las
ecuaciones de Boussinesq que modelan los fluidos incompresibles y con-
ductores de calor, suponiendo que dichas soluciones son condicionalmente
asintéticamente estables.

1. Introduccién

El propésito de este trabajo es estudiar las tasas de convergencia de las soluciones
fuertes del problema de contorno y valores iniciales para el modelo de Boussinesq de
los fluidos viscosos, incompresibles y conductores de calor. Sean wu, 7,8 la velocidad, la
presion y la temperatura del fluido, respectivamente, definidas en el cilindro Q = € x
(0, 00), siendo 2 un dominio acotado de clase C'**! con frontera 9€). En la aproximacion de

Oberbeck-Boussinesq, el estado de tal sistema se describe mediante el siguiente conjunto
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38 R. C. CaBrALES, M. POBLETE-CANTELLANO & M. A. Rojas-MEDAR

de ecuaciones en derivadas parciales (ver [4]) y condiciones iniciales y de contorno:

%—TZ—VAu—Fu-Vu—FVw:@f en @, (1)
divu=0 enQ, (2)

00
E—/\AH—I—u-V@:g en Q, (3)
u(0,x) = uo(x), 0(0,x) =60p(x) parax €<, (4)
u=0, §=0 para (x,t) € N x (0,00). (5)

En el sistema anterior, f representa un campo de fuerzas externo (usualmente igual a fg,
donde f es una funcion dada y g es el campo gravitacional), v y A son constantes positivas
que representan los coeficientes de viscosidad y conductividad térmica, respectivamente.
Este problema ha sido estudiado extensivamente en los tltimos anos. El problema en
dominios acotados fue estudiado, por ejemplo por Korenev [5], Morimoto [6], Hishida [3],
Rojas-Medar y Lorca [9], [10], [11]. Los resultados obtenidos son andlogos a los de las
ecuaciones clasicas de Navier-Stokes y los argumentos utilizados son el método de Galer-
kin, semigrupos, potenciales hidrodinamicos, etc. Aqui, estamos interesados en el método
de Galerkin aplicado al sistema (1)-(5), la palabra espectral siendo utilizada para indicar
que las autofunciones de los operadores asociados, a saber de Stokes para la velocidad y

el Laplaciano para la temperatura, son usados como base de las aproximaciones.

Es muy importante derivar cotas de error para los métodos de Galerkin, debido a
la amplia aplicacion de estos métodos en experimentos numéricos. Ademas el caso del
método de Galerkin espectral puede ser usado como una preparacion y guia para el

método més practico de los elementos finitos.

Un desarrollo sistemético de cotas de error para el método de Galerkin espectral apli-
cado a las ecuaciones clasicas de Navier-Stokes fue hecho por Rautmann en [8]. Estas
cotas de error son locales en el tiempo en el sentido de que ellas dependen de funciones
que crecen exponencialmente con el tiempo. Como fue observado por Heywood en [2],
esto es lo mejor que se puede esperar sin ninguna hipodtesis acerca de la estabilidad de
la solucion que estéa siendo aproximada. Estimaciones 6ptimas uniformes en el tiempo
para la velocidad en la norma Dirichlet fueron también obtenidas por Heywood en [2],
suponiendo acotaciéon uniforme en el tiempo de la norma L? del gradiente de la velocidad

y estabilidad exponencial en la norma Dirichlet de la solucién.

Aqui obtendremos cotas de error suponiendo que la solucion (u, 8) es condicionalmente

asintoticamente estable. En [2], una nocion similar fue usada para tratar las clasicas ecua-
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Ecuaciones de Boussinesq 39

ciones de Navier-Stokes. Con esta suposiciéon, obtendremos una cota de error uniforme
en el tiempo, 6ptima para la velocidad y temperatura. Los resultados que mostraremos
extienden los resultados de [12]. Finalmente, este trabajo esta distribuido de la siguiente
manera: en la Seccion 2 introducimos los conceptos y resultados preliminares. En la Sec-
cion 3 obtendremos algunos resultados que nos permitirdn nuestro resultado principal,

la ultima secciéon se dedica a la prueba de nuestra principal contribucién

2. Preliminares

Recogemos aqui como referencia algunas notaciones usuales que usaremos en el trabajo.
El espacio de funciones p-medibles (1 < p < o0) sobre Q es denotado por LP(Q), y su
norma por || - ||,. En particular, omitiremos el subindice parap =2; asi || - |2 = - |, ¥
denotamos por (-,-) el producto escalar de L?. Los espacios de Sébolev seran denotados
de la forma usual, esto es, H™(Q) y HJ*(2). Espacios de funciones de valor vectorial

seran denotados en negrita.

Ahora introducimos los espacios usuales en el contexto de las ecuaciones de Navier-

Stokes:

H={uecL?*Q) : n-u=0,u-n=0sobre 90},
V={ucH(Q) : V-u=0,u=0 sobre 9Q},

@ = {pe 2@« [ ) =o}.

Las normas ||[u|| g v ||Vu| son equivalentes en V', ademaés, ||u||g2 y || Au| 2 son equi-
valentes en H?(2) N V. Por otro lado, las normas ||p| g1 v [|[Vp|| son equivalentes en
H(Q) N L3(Q).

También consideraremos el operador de Stokes A : D(A) — H definido por A = P(—A)
con dominio D(A) := H*(Q) NV, donde P : L*(Q) — H es la proyecciéon ortogonal de
Helmholtz. El operador A es autoadjunto y positivo. Su inverso A~! es continuo de H
en D(A). Dado que la inmersion de H*(£2) en L?(2) es compacta, la inmersién de V' en
H es compacta. Asi, A~! es un operador autoadjunto, continuo y compacto en H, y por
los teoremas espectrales clasicos existe un conjunto de autovalores {\'}3°; satisfaciendo
Aw' = N, tal que A — 0o, y una base de autofunciones {w®}°; que es completa y
ortogonal en los espacios H, V' 'y D(A) dotados con los productos internos usuales (u, v),
(Vu,Vv), v (Au, Av), respectivamente. También consideramos que si k& € N entonces

P, denota la proyeccion ortogonal de L*(2) sobre V', = span{w!(x),... , w*(x)} y Ry
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40 R. C. CaBrALES, M. POBLETE-CANTELLANO & M. A. Rojas-MEDAR

denota la proyecciéon ortogonal de L?(f2) sobre Hj = span{¢'(z),...,¢"(x)}, donde

{¢"}22, son las autovalores del operador B = —A con autovalores asociados v'.

Con las notaciones anteriores, reescribimos el problema (1)-(5) de la siguiente forma:

%—?—FVAu—l-P(u-Vu):PHf, (6)
%+/\B9+u-v9:g, (7)
u(x,0) = up(x),0(x,0) = Hy(x), (8)

que resulta ser equivalente a la formulacion débil:

(ug,v) + v(Au,v) + (u - Vu,v) = (0f,v), 9)
(01, ¢) + A(BO, §) + (u - V0,¢) = (9, 9), (10)
u(x,0) = uo(x), 6(x,0) = 60y(x), (11)

valida para toda v € V' y para toda ¢ € H} (). En cuanto a la existencia de soluciones
de las ecuaciones anteriores, una manera de proceder es utilizar el método de Galerkin.

Consideramos entonces, las aproximaciones de Galerkin

n n

u(x,t) =Y cnt)w' (@) y 0"(@,t) =Y din(t)¢'(z),

i=1 =1

satisfaciendo las ecuaciones

d n

% +vAu" 4+ P, (u" - Vu") = P,0" f, (12)

dom

—r TABO" + Ry (u" - VO") = Ryg, (13)
u"(0) = Py, 6"(0) = Ry, 6, (14)

lo cual es equivalente a la formulacion débil,

(uy,v) + v(Au™,v) + (u" - Vu",v) = (0" f,v), (15)
(9?7¢)+)\(39n7¢)+(unv9n7¢) = (gu¢)7 (16)
u"(0) = Pyug, 6%(0) = Ry, (17)

que es valida para toda v € V,,, y para toda ¢ € H,.

Las cotas dadas por el lema siguiente y la observacion seran tutiles para nuestros fines.
Lema 2.1 (Rautmann[8]). Siv € V, entonces

1
lo = Peo||* < -—[[Vol”
k+1
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Ecuaciones de Boussinesq 41

Ademds, siv € V N H?*(), entonces

1
bt

1
v = Pl € p—[[PAV? y [ Vo VPw|? < —||PAv?.
Jr

Observacion 2.2. Del Lema 2.1, tenemos que si f € H'(£2), entonces
1
It = PPFI* < —VPSI”
k+1

Por otro lado, dado que P : H'(2) — H'(Q) es un operador continuo (vea [14]), tenemos
que |[VPF||> < C||f]|,:. Asi, para toda f € H' (), tenemos

C
(I = P)Pf| < /\—Ilfllfql-
k+1
Ya que PP, = P, P = Py, tenemos
C
|IPf—Prf|? < /\—Hfl\fql-
k+1

Las relaciones anteriores también se verifican si cambiamos P por cualquier P,,, con

m > k. Analogamente, para toda f € H?(Q) puede probarse que
C

(- POPSI? <
k+1

111722

Como una consecuencia de la ortogonalidad L? de las funciones {w*}2,, se tiene lo

siguiente: si m >k, m,k € N, f € L*(Q) y v™ € V,, v¥ € V1, entonces

(P — Pp) 0™ — %) = (f, (I — Pi)v™).
3. Concepto de estabilidad y resultado principal

En lo que sigue, asumiremos que los datos satisfacen las siguientes hipotesis:

ug € VNH?(Q), 6 € HY(Q) N H*(Q), (18)
sup [ fller <oo, supl|lfll <oo, (19)
t>0 t>0

sup [lgl| < oo, sup|lgl < oo. (20)
t>0 t>0

También supondremos que existe M > 0 tal que la solucion (u, ) de (1)-(5) satisface
sup {||Vu(@)|, |VO()||} < M para todo ¢t > 0. (21)

Si n = 2, entonces las condiciones (18) y (19) implican que (21) se satisface. Si n = 3,

entonces la desigualdad (21) se verifica para f, ug y 0y suficientemente pequefios (ver
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42 R. C. CaBrALES, M. POBLETE-CANTELLANO & M. A. Rojas-MEDAR

[11]). También supondremos que (u, ) es condicionalmente asintdticamente estable (vea
[2] para nociones similares de estabilidad). Para definir esta nocion de estabilidad, primero
definimos las perturbaciones del sistema (1)-(5). El par (&(x, t), n(x,t)), definido para ¢t >
to > 0, se llama una perturbacién de (u, ) en el tiempo tg si el par (@, §) = (u+&, 0+n) es
una solucion de (1)-(5), tal que & = 0y @ = 0 sobre 0€2. Ademas, definiendo &, := &(-, o),
1o := n(-, to), el par (&€,7) es una solucion del siguiente problema de contorno y valores

iniciales:

&+ (u-V)E+(E-Vu+ (§-V)E+Vg=vAE+nf en Q) x (ty,00), (22)
e+ ((E+u) - V)n+&-V0=AAn en Qx(to,00), (23)

V-€=0 enQ x (tg,00), (24)

£=0,0=0 sobre 09, (25)

(26)

£(@,t0) = & (@), n(@.to) = mo(z) para toda @ € Q.

Ahora, definimos el concepto de solucién condicionalmente asintéticamente estable.

Definicién 3.1. El par (u,0) se dice condicionalmente asintéticamente estable si para
todo ty > 0 existen nameros positivos d1, d2, My, Mo y funciones continuas decrecientes
F,G:[0,0) = R", F(0) = G(0) =1, tlggo F(t) = tlg& G(t) = 0 tales que, para toda
&, € VNH?(Q) y para toda 19 € H3 () N H?(Q), satisfaciendo sup {|PA&,||, || Bnol|} <
91, sup {|| V&I, I Vnol|} < b2, el problema (22)-(26) es soluble de manera Gnica con

& € Li,.([to,00); V N H?()), & € Li,e([to, 00); H' (),
ne L%oc([t()voo)?Hé(Q) N Hz)(Q))a UTRS L%oc([t()voo);Hl(Q))'
Ademas,
V(- Il < Mi||[Voo||G(t —to) , Vi > to, (27)
IVEC D) < Ma|[VE|[F(t —to) , Vi = to. (28)

Observacion 3.2. Utilizamos funciones generales F'(t), G(t) en la definicion 3.1 solo para
destacar que los resultados que deduciremos no requieren de una tasa de decaimiento

exponencial.

Finalizamos esta seccién enunciando nuestro principal resultado.
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Teorema 3.3. Suponga que (u,0) es condicionalmente asintéticamente estable. Entonces,

existen constantes N € N y C > 0 tales que si n > N, entonces para todo t > 0,

C C

||Vu(-,t) - Vun(-,t)||2 S I\ ) (29)
n+1 Tn+1

V66— vor ()P <+ & (30)

Al Yo+l
Las constantes N y C dependen sdlo del dominio, de las normas y de los datos de los
problemas (6)-(8) y (9)-(11), asi como de las constantes mencionadas en (21) y en la

Definicion 3.1.
4. Estimaciones a priori

Recordaremos primero un resultado general que usaremos més adelante. Una prueba

se puede encontrar en [1].

Lema 4.1. Sea h(t) una funcidn integrable no negativa. Supdngase que existen constantes

positivas ay, as tales que

t
/ h(T)dT < al(t — to) + as,

to

para cualesquiera t, tg con 0 <ty < t. Entonces,

t
sup (e_t/ eTh(T)dT) < 0.
>0 0

Para (u, ) solucion del problema (1)-(5), y las perturbaciones (£,7), tenemos el si-

guiente resultado:

Lema 4.2. Las siguientes cotas se cumplen para todo t > 0:

Cl% IVl I + [IVOC, O)]1%) + Co(l PAu(- )] + [|A6(, )]]*)
+ Ca([lue O +110:C, O17) < C (laC O + 1FCOIEIVOC )112)
+C (IVu( I IVOC O + [Vl 1)lI°), (31)

a1 (0,01 + € 017) + az 5 (19701 + [VECOI)
+ g (| PAEC DI + 20]%)
< C (IVECOIP NP AU, O + [VEC, 1) Va2 T3 (1)
+ [Vl OIIVEC I + IVEC DI Va(, )
+ [VECOIPIVOC, I + VG P11 (32)
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44 R. C. CaBrALES, M. POBLETE-CANTELLANO & M. A. Rojas-MEDAR

Demostracion. La demostracion de la desigualdad (31) puede ser consultada en [9] y [11].

Anélogamente, la desigualdad (32) se puede probar usando argumentos similares. ]

Corolario 4.3. Para todo t > tg, tenemos

t t
| PAu(-,7)||%dr < C+ C(t — tg), |AO(-, 7)||dr < C + C(t —to), (33)

t() tO

t t
lwe (-, 7)||2dr < C 4 C(t — tp), 10:(-, )||2dr < C+C(t —to), (34)

to to

t t
[PAE(-, T)||dr < C + C(t — to), [An(-, 7)[|?dr < C+ C(t —to), (35)

t() tO

t t
1€, m)|12dr < O+ C(t — to), 16:(-, T)[I?dr < C +C(t —to).  (36)

t() tO

Ademds, combinando las desigualdades (33), (34), (35) y (36) con el Lema 4.1, obtene-

mos:
¢ ¢
supe*t/ e |lug (-, 7)||2dr < o0, supe*t/ e ||0:(-, 7)||2dr < oo, (37)
t>0 0 t>0 0
t t
supe*t/ eT||[PAu(-, 7)||2dT < oo, supe*t/ eT||AO(-, T)||PdT < 00,  (38)
t>0 0 t>0 0
t t
supeft/ e||€,(-,T)||Pdr < oo, supeft/ e |1ne(, 7)||PdT < o0, (39)
>0 0 t>0 0

¢ ¢
sup e_t/ eT||PAE(-, 7)|%dr < oo, sup e_t/ eT|An(-, 7)||?dr < co.  (40)
t>0 0 t20 0

El siguiente lema establece algunas cotas para uw y 6, las cuales son muy importantes

para nuestros futuros argumentos.

Lema 4.4. Si (u,0) son soluciones del problema (1)-(5), tenemos que:

sup [[ue(-,t)|| < oo, sup||6(-,1)]| < o0, (41)
>0 >0
sup [|[PAu(-, )| < oo, sup [|AO(-, t)]] < oo, (42)
>0 >0
t t
supe*t/ e[|V (-, 7)||Pdr < oo, supe*t/ eT|VO: (-, 7)||PdT < 0o.  (43)
>0 0 >0 0

Demostracion. Comenzaremos probando (42), suponiendo que (41) es verdadera. Po-

niendo v = —PAw en (9), obtenemos
—(ut, PAu) — (u - Vu, PAu) + |[PAul|* = —(0f, PAu).
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Por lo tanto,
[PAu] < fludll + [lu- Vul| + |0f]
< Jluell + l[ullsl Vuls + 10
1 3
< el + | PAw[|2 [[Vul|z + [0]6]| f]]s
C? 5 1
< el + VO Flls + - [IVel” + 5112 Aul|
1
< 2||u| + 2M || fls + C*M® + 5 [PAu.
Aplicando (41) y (19), tenemos

sup || PAu(-,t)|| < 2sup |lug(-,t)|| + 2M sup || (-, )| + C*M? < oo,
>0 >0 >0

lo que prueba (42). Para probar (41) y (43), tomamos v = wu; en (9), y diferenciamos
para obtener

1d
5 gl + vIVu® = (Ouf, w) + (0F w) = (e Vo, w). (44)

Ahora, acotamos cada término del lado derecho de (44) como sigue:
|0 f )| = ClONFIZ + el Ve |,
1
[0 1, w)| < SIVOIPIFN + el Ve |,
1 3
[(ws -V, ug)| < el [ Valflluglle = ClI V[ [ Va2

< Ce(ClVull)*uel? + €l Vaue 2.

Ademas, de la ecuacion (44) obtenemos

1d v
5 gl + S IVedl® < Cllal* + ClLENZ6:1° + CILAI. (45)
Consecuentemente,
d ~
w1 + ClIVu (- 5)[* < O+ Clo O + Cllu ()], (46)

donde C' > 0 es una constante absoluta, y la constante C' depende solo de €2, sup; > || fl3,
sup;>g || £, sups>g | V||, Ahora, multiplicando la desigualdad (46) por e’ e integrando

en [0, ], obtenemos
. t
éwmﬁW+c/evamﬂww
0

t t t
< Hut(-,0)||2+C/ eT|\et(-,T)||2dT+c/ erT+c/ 7 l|wa(-, 7 2.
0 0 0
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Luego,

t
nm@wW+caﬂéeva@ﬂWm

t

t t
§e_t||ut(.70)|\2+06_t/ eT||9t(-,7')H2dT—|—Ce_t/ er7'—|—C'e_t/ e | (-, 7)||?dr.

0 0 0
Usando la desigualdad (37), obtenemos el resultado deseado. Analogamente podemos

probar las cotas para 6. v

Corolario 4.5. Para todo tg,t € R, 0 < tg < t, tenemos las siguientes desigualdades

t t
Vs (-, 7)||%dr < C(t —to) + C, VO:(-, 7)||dr < C(t —to) + C. (47)

t() tO

Demostracion. Integrando la desigualdad (46) de tg a ¢, obtenemos

t
Jaws O+ C [ Vi) s
to

t t t
sWMw@W+c/Ih+c/nmmﬂww+c/nwmﬂww
to to

< e, to)|” + C(t — to) + C(t — to) <§1>110> ||0t(~,t>|2> +C(t—to) (i?‘o’ Iut(~,t>|2) :

Usando las desigualdades (41) y (42), obtenemos la cota (47). Analogamente probamos

la estimacion para 6. ]

Estimaciones a priori para la solucion (€,7) del problema (22)-(25), similares a aquellas
dadas en el Lema 4.4 para (u,6), también se satisfacen. En efecto, si || V&, V|n| < d2,
donde dy es el numero mencionado en la Definicion 3.1, entonces se sigue por (28) que
VD) < 62My y [|[Vn(-,1)|| < 02M;. Ademés, las funciones & = u + € y 8 = 0 +
7 son soluciones de las ecuaciones de Boussinesq satisfaciendo ||Vau| < M + dMsy y
V]| < M +6M,. Ademés, si | PAE(- to)|| es acotado, entonces || PAZ(-, to)|| es también
acotado. Analogamente tenemos para la temperatura, es decir, si || BO(-,to)|| es acotado
entonces ||BO(-,t)|| es también acotado. En este caso, andlogamente a la prueba del

Lema 4.4, podemos acotar ||PAu(-,t)|| y ||BO(-,t)||, para t > to. Estas cotas implican
que || PAE(-,t)|| ¥ || Bn(-,t)|| son acotados, para t > ty. En resumen,

Lema 4.6. Para perturbaciones (&€,n) satisfaciendo sup {||V&|,[|Vnoll} < ¢ y
sup {|PAE |, [ Buoll} < Co, Co > 0, tenemos ||PAEC, )], | Bl 0] < C, para todo
t > to. La constante C depende de |PA&yll, ||Bmoll,Co, 2, de los datos iniciales del
problema (1)-(5) y de las normas y constantes que aparecen en (18), (19), (20) y (21).
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También se verifica el siguiente

Lema 4.7. Las funciones € y n satisfacen las siguientes desigualdades
/ V&, (-, 7)||2dr < C(t —to) + C, / V0 (-, 7)||2dr < C(t — to) + C, (48)
para cualesquiera to, t, 0 <ty < t.

Demostracion. Obsérvese que

t t t
/nvet(-,rwdrsc(/ Ve Cmliar+ [ |vfut<-,r>|2dr>-
to to to

El segundo término del lado derecho de esta desigualdad es acotado (Corolario 4.5). La
acotacion del término f:o |V&,(-,7)||?dr, se prueba de manera completamente analoga a

la cota de u.

La demostracion de la segunda desigualdad se hace de manera anéloga. v

Ahora, sean u = > | cp(Hw” () y 0 = > 1o, di(t)¢" () las expansiones de (u, ), la
solucion del problema (1)-(5), en términos de las autofunciones del operador de Stokes y
del Laplaciano, respectivamente. Sean v™ := Y _}'_, cx(H)w*(x) y x™ = Y p_, di(t)¢" ()
sus respectivas n-ésimas sumas parciales, y definase e” := u — v", ¥" = u" — v",

e"=0—x"yo" =60"—x". Comenzaremos acotando e".

Lema 4.8. Las siguientes cotas se verifican para todo t > 0

C

Ive" ()l < — (49)
n+1
C
e () < (50)
n+1
Demostracion. En primer lugar, tenemos que:
2 2
HV@( H2 \% Z Ck PA Z C}C
k=n+1 k=n-+1
C
uC B < —, (51)
n+1
como se desea. Adicionalmente,
. 2 2
le™ Ol =1 D ex®w’() \ Z cr(t (52)
k=n+1 k=n-+1
1
< ——JVer 2 < . 4
. Ve (- 1)]" < £

Vol. 27, No. 1, 2009]
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Anéalogamente, podemos probar el siguiente lema para ™.

Lema 4.9. Las siguientes cotas se verifican para todo t > 0:

C

IV (Bl € —— (53)
" C
IOl < 25— (54)

A seguir, probaremos que una cota conveniente para ||V" (-, ¢)|| implica una cota para

[PA" (- 1)]].

Lema 4.10. Si para alguna constante K > 0 la desigualdad ||V" (-, 1)[|? < se

)\n—i-l
satisface en un intervalo [0,t*], entonces existe C > 0, independiente de n, tal que para
todo t € [0,t*] se tiene

IPAY" (- 1)]* < C. (55)

Demostracion. Puesto que 9" = u” —v"™ y sup;sq [|[PAv" (-, t)|| < sup;s [[PAu(-,t)|| <
00, necesitamos solo acotar ||PAwu™||. Para hacer esto altimo, observe que

K

n+1

1 1
K \? K\?
IVar) < () ven) < () + A
)\n—i-l )‘1

También tenemos las siguientes cotas para u",

99" = [Vu" = Vo" | < 5

Ademas,

t
/ |PAW" (-, 7)||?dr < C + C(t — to),
to
t
[uf (-, 7)[[Pdr < C + C(t — to),
to

las cuales son analogas a las cotas (33) y (34) para u, y pueden ser probadas con argu-

mentos analogos. Ademas, por el Lema 4.1 tenemos que

t
supe [ e g m)Par < €,
t>0 0

t
supeft/ eT||[PAu" (-, 7)||*dr < C.
>0 0

Usando estas desigualdades, podemos mostrar que

Zlutl?+ C|Vup|* < O+ Cl|PAU™|* + Cllug|* + Cl6} |, (56)
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para todo t € [0,t*]. En este punto, tenemos que limitar el intervalo de tiempo, ya que
la constante C' también depende de sup, [|[Vu"|| y sup,>q [[VO™], y podemos asegurar

que este término es acotado, uniformemente con respecto a n, solo en el intervalo [0, t*].

Usando la desigualdad (56), se sigue que
[[ui (- O] < C. (57)
Finalmente, la desigualdad (57) permite probar
[PAu"(,, )] < C, (58)

para todo t € [0,t*]. No daremos los detalles de la prueba, dado que es completamente

analoga a la prueba del Lema 4.4. v

Es posible demostrar un resultado andlogo para ¢™, que enunciamos a seguir.

K

Lema 4.11. Si para alguna constante K > 0 la desigualdad |[Vo™(-,t)|]? < — se
Yn+1

satisface en un intervalo [0,t*], entonces existe C > 0, independiente de n, tal que para

todo t € [0,t]
A" (- 8)|* < C. (59)

A continuacién, para su uso posterior, estimaremos el término VP, (¢" — &) = Vo™ —

VP,&. Primero, obsérvese que v" satisface
(v}, @") +v(Vv", V@") + (u- Vu, ¢") = (6f, ¢"), (60)

para todo ¢" de la forma ¢"(z) = Y_j_, dyw"(z). Substrayendo la ecuacion (15) de la

ecuacién (60), obtenemos
(¥r,@") +v(VY", V") = (u-Vu,¢") — (u" - Vu",¢") + (¢" f,¢") — (" f, ¢"),
0 equivalentemente, para toda ¢ € V' y para todo ¢ > 0:
(Y1 @) +v(VY", Vo) + (u-VY",¢) + (" - Vu, @) + (¢" - VY, @)
=(0"f.¢)—("f. )
+(Qn("f):9) = (Qu(@" ), @) + (Qn(u- V"), ¢)
+(Qn(¥" - Vu), @) + (Qun(¥p" - VY"), @) + (Pu(¢p" - Ve"), )
+ (Pu(e” - V"), @) + (Pu(u- Ve"), @) + (Pu(e” - V"), @)
=(0"f.¢) = (€"f, &) + (Qu(e"f), ®) — (Qu(0" f), ®) + (K, ),

(61)
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donde

K =Qn(u- V") +Qn(¢" - Vu) + Qun(y" - Vi)
+ P.(¢"-Ve") + Po(e" - Vi) + Po(u-Ve") + Py(e" - Vo©).

Por otro lado, tomando el producto interno de la ecuacion (22) con ¢ e integrando por

partes, obtenemos

(£ @)+ (u-VE @)+ (£ Vu,9) + (§-VE,¢) +v(VE, V) = (nf, ¢).  (62)

Substrayendo la ecuacion (62) de la ecuacion (61) obtenemos

(©1,0) +v(VO, V) = —(u-VO,9) — (0 -Vu,¢) — (0-V¢", ¢) + (£ VO, ¢)
- (\ija ¢) + (Qn(onf)v ¢) - (Enfa ¢) + (Qn(gnf)v ¢) + (K:v ¢)7 (63)

donde © := 9" — £ y U = o™ — 5. Haciendo ¢ = A®, tenemos

1d
5 IVOI? + [ A8|* = —(u-VO,A0) — (6 - Vu, A8) — (© - V4", A0)

2 dt
—(£-VO,40) — (Vf, A®) + (Qn(0" f), A©)  (64)
+ (" f, A®) + (Qu(e"f), A®) + (K, A®).

Ahora acotamos cada término del lado derecho de la identidad (64). Dado € > 0, encon-

tramos:

(- VO, A40)| < ¢| A8]* + C(e) || Aul* VO,
(© Vu, AB)| < ¢[|A0* + C(e)[|Aul*| VO,
@l Aap™*[vel?,
(

)

)
(© - Vy", AO)| < ¢| 4> + C
(£ VO, 40)| < | A0]* + C(e) | A¢|* VO,
0)

C(e)

(Pafe? - Vo), 40)] < 401 + £ L ul?,
(Pa(u- Ve), 48)| < 4O + C( )||A 2
(Pu(e™ - V™), 40)] < e] 4O + “nAw I,
(P(" - Vem), 40)] < e 4O + “nAw I,
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c

(@u” V), 40)] < A0 + Ay,
c
(@ Vu), 40)| < el 40P + 2 Laul vy |2
c
)\n—i-l
c
)\n—i-l
c
(@ue" . 40)) < a0 + T agy,
n+1

(@Qn(u-V§p"), AB)| < e[| AB|* + [ Au?[[ V"%,

(@n(0"f), AB)| < ]| AO|* + A",

n Cle
("1, 40)] < dl40]” + ZLY ) 712,
’Yn-i-l

(Vf,A0) < el|AB|* + Cc[[V¥|?| £3.

Para uso posterior, vamos a acotar el término V¥ = Vo” —Vn. Obsérvese que x" verifica

(xt,0") +(VX",Vo") + (u-V0,0") = (9,0"), (65)

para toda " de la forma o"(z) = >, _, bpd*(x). Substrayendo la ecuacion (16) de la

ecuacion (65), obtenemos
(o', 0") + A(Vo", Vo") = (u- VO —u™ - VO, o"). (66)
Obsérvese que,
(u-VO—u"-Vo", o")
=—(u-Vo™, ") = (c" - V0", ") + (u-Ve™, ") + (" - VO™, ")
+(e" - Vo™, ") + (u- Ve, ") + (e" - VX", 0").
Usando esta identidad en (66), para todo o € H}(2) y t > 0, obtenemos
(0, 0) + MVa", Vo) + (u- V", 0) + (4" - VO, )
+ ("™ - Vo™, 0) = —(Spu- Vo™, 0),
(Snlep™ - VO], 0) + (Sp[p" - Vo], 0) + (Ru[9p" - VE"], 0) (67)

+ (Rnle" - V"], 0) + (Rnfu - Ve"], 0) + (Rule" - VX", 0) = (7", 0).

Por otro lado, tomando el producto interno de g con (23) e integrando por partes, obte-

nemos

(16, 0) + MV, Vo) + (u+ &) - Vn,0) + (£ - V0,0) = 0. (68)
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Substrayendo la ecuacion (68) de la ecuacion (66), obtenemos

(T, 0) + A(VE, Vo) + (O -V0,0) + (u-VV,0) + (" - VI, )
+(©®-Vn,0) = (7",0). (69)

Después de algunos calculos podemos mostrar la siguiente desigualdad, tomando o = AW:

d n
ZIVEIE+AIBY|* < C(|Aull® + [ Ay"|*)|V @|*
+CIVOI(|Bnl* + [|BO]*) + [|="|1*. (70)

Ahora, vamos a estimar ||7"||?. Tenemos

172 < 1@nlae - Vo™ ]I2 + 1Sulp"™ - VOII* + [|Sulp™ - Vo]
+IRa[y" - Ve ][P + (| Rule™ - V"7 + [[Rufu - VeI + [[Rufe™ - VX%

Recordemos que
1

Tn+1

18, T|I* < [eyi2

Usando esto, deducimos:
n O n
[Sn[w - Vo ]||? < ——lu-Vo" |,
Tn+1
n C n
[1Sn 9™ - VO|I? < ——|l9p™ - V0|31,
Tn+1
n n C n n
[Sulap™ - Vo]||? < ——Il9" - Vo' |1,
Tn+1
n n O n
| Rl - V2 < |42 B0,
Tn+1

n n C n
1Bnle™ - V"2 < S| A9 |*]| Au|?
n+1
C

Tn+1

n n c
1Bale™ - Vx"]* < — [l Aul?|| BO]*
n+1

[ R - V"7 < | Aul?|| B,

Consecuentemente, tenemos

1 n 1
An+1 Tn+1

1
)\n—i-l

wﬂ2so( )s+c s, (71)

donde § = [[Ap"|I?[|BO]? + [ A" ||| Au|? + [|Aw[?| BO|* v & = [|A¢"||* + [[Vo™||* +
[ A" ||| Bo™||2.
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Usando esta estimativa en (70), tenemos

d n
ZIVEIE+XIBY|? < C(|Aull? + [ A" )V + CIIVO (|| Bnll* + | B|I)

1 1 1
+C + F+C &. 72
( Antl  Tntl > An+t1 (72)

Sumando las desigualdades (64) y (72), obtenemos
d
Z(IVOI* +[VE[*) + Ci([ A + Aw|?)
< (Il Aul? + 4472 + | £13:) [0

+ CIIVOIR (Al + [ A0 + || Au|? + | Ag" |2 + | A¢]1?) (73)

1 1
+C <)\ + > (F+ 6+ || Aul® + [ A0]7 + A" ).
n+1 Tn+1

Usando el Lema de Gronwall, obtenemos:

IvOW? + 7w ()2
<exp ([ 961as) (190 + Ve + [ s9as). (7

donde

5= C(I A2 + 1801 + [ Al + | 49" | + | £ + | 4],

1 1
e (A + ) (3 +6 + | Aul® + [ A0]2 + || Bo™ ).
n+1 Yn+1

Resumimos los resultados en el siguiente lema.

Lema 4.12. Supdngase que V" (-, )| < K/Ak+1 y [|Vo" (-, 0)|| < K/vky1 se satisface
para alguna constante K > 0 y todo t en un intervalo dado 0 < tg < t < t. Sean £ y
n como en el problema (22)-(26), y las funciones ©, ¥, $ y £ definidas anteriormente.

Entonces, para todo t € [to,t]| tenemos

IVOC DI +IVe(, 1)

sC(|V®<-,to>||2+||w<-,to>|2+ L, ! )Z(t)

AnJr 1 Yn+1 (75)

+C(t—t0)( L, )Z(t),

An+1 Tn+1

donde Z(t) = exp ( /t :ﬁ(T)dT)
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Observacion 4.13. Observemos que, al usar la hipdtesis (19) y debido a las estimaciones

(48), (42) y el Lema 4.10 tenemos:

/t :ﬁ(r)dr

= C/t (1An(r)I* + [ A0(D)]* + [ AE]* + | Aw(r)|* + [|Ag"™ (7)]* + | £ (7)13)dr

< C(t—to).
(76)

De ahora en adelante fijamos las constantes C' y C que aparecen en las desigualdades
(75) y (76). Probaremos ahora que las cotas para |[|[V¢"|| y |[Vo"||, necesarias en los

Lemas 4.10 y 4.12, se satisfacen para n suficientemente grande.

Proposicién 4.14. Existen K >0 y N € N tales que sin > N, entonces ||V¢" (-, t)|* <

K
y [[Va™ (-, 1)) < para todo t > 0.
Ant1 Tn+1

Demostracion. Escojamos T tal que sup[M?F(T)?, G( 2]

] < 1. Sea K :=8C(1+

I K
T)e“+CT v sea N suficientemente grande tal que sup { } < dsin> N.Bajo
n+1 7n+1

estas condiciones, tenemos

K K
+ ;
An+1 Tn+1

V" (01 + Ve ()1 < (77)

para todo t > 0. En efecto, supongase que la desigualdad (77) no se satisface. Asi, existen

n > N yt" >0 tales que

n. g - K K
V9" ()12 + 11V ()P = s+ ——.
n+1 TYn+1

(78)

Podemos tener t* < T o t* > T. Si t* < T, considérese tg =0, £ =0,7n=0,t=t*. En
este caso, |[VO| = ||[VY"| ¥ [|[VY] = ||Vo™||. Ademas, usando el Lema 4.12, tenemos

<C ;¢ +< ¢ . C)T)eéJféT
Antl  Yntl Al Ynel

B K< 1,1 >
9 \ A\t1 Vet
K K
+ ;
An+1 Tn+1

V3" ()2 + llo™ (-, 1)

IN

<

lo cual contradice (78). Si t* > T, aplicando el Lema 4.12 con t = t*, to = t* — T y
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&(x,t), n(x,t) tales que &(x, to) = Y™ (x,to), y n(x,to) = o™ (x, tp), obtenemos

[997 (-, £) = VEC )2 + [ Vo™ (%) = V(e )2 < ( ) (C+CT
n+l 7n+1

K( L 1>
9 \ A4l Va1

V9" (-, t4)][2 < 2 (| V" (- 8) — VEC, )2 + | VEC, 1))
<2 (g ( LI ) +M22|V§(.,t0)|2F(T)2> ;

En particular obtenemos

/\n+1 Tn+1

también tenemos

Vo™ (91" < 2 (V™ (%) = Vil )1 + [V t9)]1%)

K 1 1
<2(—= + + M7 || Vn(-,t 2GT2>.
<2(5 (5= + 0= ) + MEHVHCwIPG)

Sumando estas dos ultimas desigualdades tenemos que el resultado atin contradice (78).

Esto prueba la proposicién. v

5. Prueba del Teorema 3.3

Usando (49) y la Proposicion 4.14, obtenemos directamente

C C
= + , 79
A n+1 Yn+1 ( )

IV, t) = Var ()2 < 2(| V" (01 + ([ Ve (- 1)]7) <

que es la primera cota establecida en el Teorema 3.3. Para demostrar la segunda, usamos

nuevamente la Proposicion 4.14 y la desigualdad (53), obteniendo

V6 8) = V6" I < 21V 1P + [VCOP) < f ks (80)

que es la estimaciéon deseada. Esto completa la prueba del Teorema 3.3.
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