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Una generalizacion de la métrica de Hausdorff
sobre C(R")

Y. CHALCO-CANO*
M.D. JIMENEZ-GAMERO™*

Resumen. En este trabajo hacemos una extension de la métrica de Hausdorff
H sobre C(R™), el espacio de todos los conjuntos difusos cerrados en R™,
obteniendo una familia de métricas Dy. Estudiamos algunas propiedades
topologicas del espacio métrico (C(R™), Dy).

1. Introduccién

Existen muchas formas de extender la métrica de Hausdorff H para ", el espacio de to-
dos los conjuntos difusos compactos y normales sobre el espacio euclidiano n-dimensional
R™ (ver [6, 14]), es decir, el espacio de todos los conjuntos difusos cuyos niveles son
subconjuntos compactos no vacios de R™. Por ejemplo, tenemos las métricas d, dp, con
0 < p < o0, las cuales son generadas a partir de los niveles de los conjuntos difusos y
la métrica de Hausdorff H (ver [6, 13]). También, tenemos la métrica del sendografo y
métrica del endografo, generadas a partir de los sendografos, endografos de los conjuntos
difusos y la métrica H. En todos estos casos, necesariamente los niveles de los conjuntos

difusos son compactos y no vacios.

Recientemente, en [15] ha sido introducido una nueva familia de métricas para el espacio

de conjuntos difusos compactos y convexos sobre el espacio R™. Esta familia de métricas
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es una generalizacion de la métrica de Bertoluzza d,, introducida en [2] para el espacio

de intervalos difusos.

Ahora, es muy importante el estudio de conjuntos difusos cuyos niveles no son ne-
cesariamente compactos. Particularmente, es necesario estudiar el espacio de todos los
conjuntos difusos cerrados C(R™), es decir, el espacio de todos los conjuntos difusos cuyos

niveles son subconjuntos cerrados en R™, ver por ejemplo [8, 9, 10].

En este trabajo definimos una familia de métricas D para el espacio C(R™). También

mostramos que el espacio métrico (C(R™), Dy) es completo.

2. Conceptos basicos

Sea K™ el espacio de todos los subconjuntos compactos no vacios de R™. Denotaremos

por H la métrica de Hausdorff sobre K™ definida por
H(A,B) =méx{(A, B),(B,A)},

para todo A, B € K", donde 6(A, B) denota la semidistancia de Hausdorff (ver [1]). Es

conocido que el espacio métrico (K™, H) es completo y separable (ver [1]).
Extendemos H a una métrica limitada h sobre K™ (incluyendo el conjunto vacio), como
H(A, B)

h(A,B) =< 1+ H(A,B)’
1, si H(A, B) = oo,

si H(A, B) < o0,

admitiendo que 6(@, A) = 0 para todo A C R™ y (A, &) = oo para todo subconjunto no

vacio A C R™. Siendo asi, tenemos que h es una métrica sobre K".

La siguiente distancia de Hausdorff generalizada fue introducida en [11]. Para esto,
consideramos g € R™ un punto fijo. Sea f una funcion continua con valores reales tal
que f(t) > 0 para todo ¢t € [0,00) y f[o 00) f(t)dt < oo. Se define la distancia entre dos

subconjuntos cerrados A y B de R™ por

H(A,B) = /[0 TOMAN K (e, 0, B0 K o, ) (1)

donde K (zo,t) = {x € R": ||z — 29| <t} y || - || es el producto interno usual en R™.

Luego, Hy es una métrica sobre P(R"™), el espacio de todos los subconjuntos cerrados

de R™ y el espacio métrico (P(R™), Hy) es compacto (ver [11]).
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3. El espacio métrico (C(R™), Dy)

Un conjunto difuso sobre R™ es una aplicacion u : X — [0,1]. Esto quiere decir que
cada elemento x € R™ tiene asociado un grado de pertenencia al conjunto difuso u en

cuestion y el cual es dado por 0 < u(x) < 1.

Sea u un conjunto difuso sobre R™; definimos por [u]* = {z € R™ : u(x) > «a} el a-nivel

(a-corte) de u, con 0 < o < 1. Para a = 0 tenemos [u]® = supp(u) = {x € R" : u(z) > 0},
el soporte de u.

Un conjunto difuso u sobre R™ es llamado (i) compacto si [u]® es compacto para todo
a € [0,1], (44) cerrado si [u]® es cerrado para todo a € [0, 1], (¢4¢) normal si existe = en
R™ tal que u(xz) = 1. Notese que si un conjunto difuso u es normal, quiere decir que los

niveles [u]® son no vacios, para a € [0, 1].

Denotemos por F” el espacio de todos los conjuntos difusos, compactos y normales
sobre R™. Este espacio es el méas importante en la teoria de los conjuntos difusos y ha
sido motivo de estudio para diversos autores y utilizado en los mas diversos topicos (ver
por ejemplo [3, 4, 5, 7]).

Existen varias formas de generalizar la métrica de Hausdorff H sobre F"; podemos
citar las mas usuales:

doo(u,v) = sup H([u]*, [v]*),
a€l0,1]

= ([ H () o da) "

Se sabe que el espacio métrico (F",ds) es completo, més no es separable, y (F”,d,) es

separable mas no completo (para detalles ver [6],[12],[14]).

A continuacion presentamos una familia de métricas para el espacio C(R™), el espacio
de todos los conjuntos difusos cerrados, es decir, la familia de conjuntos difusos u : R® —

[0, 1] cuyos niveles [u]* son conjuntos cerrados en R™, para todo « € [0, 1].

Consideremos la distancia acotada entre dos conjuntos difusos compactos u,v como
siendo
doo (u, v)
D(u,v) = —————. 2
(u,v) T+ de(u.0) (2)

Podemos verificar que D es una métrica en F".

Definicién 3.1. Sea 2y € R™ un punto fijo. Sea f una funcién continua con valores reales

tal que f(t) > 0 para todo ¢ € [0,00) ¥y f[o 00) f(t)dt < co. Definimos la distancia entre
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dos conjuntos difusos cerrados u y v por
Dy(u) = [ S0P XK (0 1 X 3)
donde X f (s, denota la funcion caracteristica del conjunto K (o, ).
Proposicién 3.2. (C(R™, D) es un espacio métrico.
Demostracion. (i) Como D (u,v) < f[O,oo) f(t)dt < co. Entonces,
0 < Dy(u,v) < oco.
(ii) Dy(u,v) =0y f(¢t) >0Vt € [0,00), implica que
D(uN XK (20,) ¥ N XK (o,t) = 0,
para casi todo t € [0,00). Como D es una métrica, se sigue que
UN XK (zo,t) = VN XK(0,t)

para casi todo t € [0, 00). Consecuentemente, u = v.

Reciprocamente, supongamos que u = v. Entonces

D(uN XK (zo,t)> ¥ NV XK (z0,6) = 0

para todo t. Por tanto Dy (u,v) = 0.

(iii) Puesto que
D(uN XK (zo,t)> ¥ N XK (w0,t) = DV N XK (20,6) % NV XK (20,8))5

para todo ¢, tenemos que Dy(u,v) = Dy (v, u).

(iv) Como D es una métrica,

D(uN XK (zo,t) ¥ N XK (w0,8) < D(UN XK (20,t)> W N XK (20,t))
+ D(w N XK (0,6), ¥ N XK (z0,t))»

para todo t, se sigue de las propiedades de la integral que
Dy (u,v) < Dy(u,w) + Dy(w,v).

v
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A continuacién debemos mostrar la relacion entre la métrica Dy y la métrica Hy.
Lema 3.3. Sea g una funcion acotada definida sobre un subconjunto T de R con valores
en R y g(t) > 0 para todo t € T. Entonces

sup g(t) _ _ SUPser g(t)
ter 1+g(t) 1+ sup;erg(t)

Demostracion. Puesto que para todo t € T tenemos que
g(t) < supg(t);
teT

entonces,

1 1
14+ —————+ <1+ —/,
super 9(t) g(t)
y por lo tanto

1 +supyer g(t) < 1+g(t)
supierg(t)  —  g(t)
g(t) < super 9(t)

L+g(t) = 1+supepg(t)’

sup gt)  _ _suPrerg(t)
ter 1+ g(t) 1+ supsep g(t)

Reciprocamente, para todo ¢t € T tenemos que

g(t)

)

t)=——7"-—(1 t)).

o) = T2 (14 9(0)
Entonces,

sup(t) = sup (2014 910

teT ter \1+g(t)

sup < 9(t) > sup(l + g(t))
et \1+9(t) ) ter

Lo que completa la prueba del Lema. v

Corolario 3.4. Sea 2y € R™ un punto fijo. Sea f una funcion continua con valores reales

tal que f(t) > 0 para todo t € [0,00) y

/ ft)dt < 0.
[0,00)
Entonces
Dy(u,v) = sup Hy([u]®, [v]?), (4)
a€l0,1]

para todo u,v € C(R™).
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Demostracion. Es una consecuencia del Lema 3.3 y de (1). 4

Teorema 3.5. El espacio métrico (C(R™),Dy) es completo.

Demostracion. Sea {u, : n > 1} una sucesion de Cauchy en C(R"). Entonces w, Xk (z0,¢)
es una sucesion de Cauchy en F" para cada ¢ € [0,00). Luego, por la completitud del

espacio métrico (F™, d,), existe u; € F™ tal que
d
Un VXK (20,8) — Ut-
Se sigue de alli que
[un]® N K (20, 1) 3 [u]* € K™ Wt € [0, 00).
Consecuentemente,

[un]® N K (z0,1) 2 [ug]® € K* Vi € [0, 00). (5)

Por otro lado, [u,]® es una sucesion de Cauchy en P(R™). Luego, como el espacio
métrico (P(R™), Hy) es compacto, este es completo, por lo que existe un conjunto cerrado
M, € P(R™) tal que

[un]® 2 M,

Consecuentemente,
(] N K (0, 1) 2 My, 0 K (20, 1) (6)
para casi todo t € [0,00). Se sigue de (5) y (6) que
[ut]a = Ma QK('IOvt)a (7)

para casi todo ¢ € [0, 00).

Ahora, consideremos la familia {Ma},¢( 1)- Esta familia verifica:
(i) Sea 0 < 8 < a < 1. Dado que u; es un conjunto difuso, sigue de (7) que M, N
K(zo,t) C Mg N K(xo,t) para casi todo t € [0,00). Por tanto

M, C MB'

(ii) Sea «, una sucesion no decreciente tal que o, — «. Considerando que u; es un

conjunto difuso y tomando en cuenta (7), tenemos que

o0

Mo (K (w0,6) = () (Ma () K (@0,1))

= (ﬁ Man> mK(xo,t),

n=1
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para casi todo t € [0, 00). Por tanto, M, = (o, Ma,,.

Luego, la familia {Moé}ae[0 1] satisface las condiciones del Teorema de Representacion

de Negoita & Ralescu [6], por lo que existe un conjunto difuso v : R™ — [0, 1] tal que
[u]a = Ma,

para todo a € [0,1] y
[un]® X M,,.

D .
Ahora veamos que u., —{ u. Sea € > 0. Entonces, dado que {u,} es una sucesion de

Cauchy, existe n. tal que si m,n > n,
D (tn,um) < €.
Sea n > n. fijo. Entonces,

Hi([un] [u]®) = lm_ Hp([un]®, [um]®)

m—r oo

< mm—wo sup Hf([un]av [um]a)
a>0

= ﬁm%on(un, Upm,) < €.

De esta manera, sup,~q Hy([un]|®, [u]*) <€, es decir, Dy (uy,u) < € para n > n.. Lo que

completa la prueba. v

4. Conclusiones

En este trabajo hemos introducido una familia de métricas Dy para el espacio C(R™).
Hemos mostrado que este espacio con la familia de métricas Dy es un espacio métrico
completo.

En futuros trabajos, investigaremos otras propiedades topologicas del espacio métrico
(C(R™), Dy), particularmente, debemos estudiar la compacidad y la separabibilidad de
este espacio. También estudiaremos la relaciéon que existe con otras métricas, por ejemplo,
saber si la topologia generada por esta familia de métricas es la misma topologia cuando

se usan otras meétricas.
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