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Acerca de los digrafos localmente transitivos

JUANA S. FUENTES* MARLIO PAREDES** SOFiA PINZON**

Resumen. En este trabajo introducimos la nocién de digrafo localmente tran-
sitivo como una generalizaciéon de la nocién de torneo localmente transitivo
introducida por Brouwer en [1]. Presentamos aqui algunos resultados computa-
cionales sobre torneos y planteamos problemas similares para el caso de digrafos.

1. Introduccién

Nuestro interés por estudiar torneos se inici6 con el estudio de ciertas estructuras
geométricas llamadas estructuras cuasicomplejas, definidas sobre los espacios homogé-
neos

U(n)
Ul) x---xU(1)’

donde
U(n) ={A € Mat(n,C) : AA" =TI}

es el grupo unitario. Estos espacios son conocidos como variedades bandera maximales
(ver [13]).

El problema en el cual estdbamos interesados era el de caracterizar las estructuras
cuasicomplejas sobre F, las cuales admiten métricas (1,2)—simplécticas. Este problema
se traduce en caracterizar cierto tipo de torneos, los cuales fueron llamados libres de
cono, y con esta idea se obtuvieron varios resultados que han sido publicados en los
trabajos [13], [14], [2] v [3].

Un torneo o n—torneo 7 es un grafo dirigido o digrafo con n vértices o jugadores
D1, .. ,DPn, tales que cada par de vértices estd unido por exactamente un arco p; — p;
6 p; — p;. Los torneos son grafos completos, porque entre cada par de vértices siempre
hay un arco.

Un problema que surgié como consecuencia de los trabajos anteriores era saber
cuantos torneos que tienen la propiedad de ser libre de cono existen. Debido a la
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cantidad de informacion que se debe manejar para estudiar un problema como este,
fue necesario hacer uso del computador. En [17] se reportaron los resultados obtenidos
en esta direccion, para lo cual fue necesario elaborar varios programas de computador
en C++.

Posteriormente, el profesor Brendan McKay, del Departamento de Ciencias Com-
putacionales de la Universidad Nacional de Australia, senalé que la propiedad de un
torneo de ser libre de cono es equivalente a que el torneo sea localmente transitivo. La
idea de torneo localmente transitivo fue introducida por Brouwer en [1]; en este traba-
jo se presentan algunas propiedades de este tipo de torneos, las cuales nos ayudaron
para completar nuestro estudio. Los resultados obtenidos usando torneos localmente
transitivos son presentados en [4]. En [1] se da una formula para contar los torneos
localmente transitivos, salvo isomorfismos. Esta formula fue mejorada en [4].

Posteriormente, en [20] se generaliz6 el concepto de torneo localmente transitivo al
de digrafo localmente transitivo, con el fin de poder estudiar otro tipo de estructuras
geométricas sobre IF, conocidas como f—estructuras. Con esta idea logramos generalizar
resultados que habiamos obtenido para estructuras cuasicomplejas a f—estructuras.
Los resultados obtenidos dieron lugar al articulo [5].

Todo lo anterior nos ha llevado a hacernos una pregunta similar a la que nos hicimos
para torneos libres de cono o localmente transitivos. El problema correspondiente es:
jcuadntos digrafos localmente transitivos, salvo isomorfismos, existen? En este trabajo
presentamos algunos resultados al respecto obtenidos recientemente.

2. Torneos

En esta seccion presentamos la teoria bésica sobre torneos, la cual es necesaria para
el desarrollo del articulo.

® . @ ° © >
(01) 0,1,2) (1,1,1)
4 . %) * (6) v (7) ->
0,1,2,3) (1,113 0,2,2,2) 11,22

Figura 1. Clases de isomorfismo de n—torneos para n = 2, 3, 4, y
vector resultado correspondiente.

Definicién 2.1. Un torneo o n—torneo 7 es un grafo que consiste de un conjunto de n
vértices o jugadores distintos pq,...,pn, tales que cada par de vértices esta unido por
exactamente un arco p; — p; 6 p; — p;. Si p; — p;, entonces decimos que p; le gana
a p; (ver [11]).
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2 2 2
@ %3 @ %3 @ %3
1 4 1 4 1 4
5 5 5
(0,1,2,34) (0,1,33,3) (02,233
@ 2 3 ® 2 3 ®) 2 3
1@ 4 1@ ' l@ '
5 5 5
(0.2,2,2,4) (1,1134) (1,1,224)
@ 2 3 ®) 2 3 © 2 3
1@ 4 l@ 4 l@ 4
5 5 5
(1,1,2,3,3) (1,1,2,3,3) (1,2,2,2,3)
0 2 3 aw 2 3 1) 2 3
1@ 4 l@ 4 1 4
5 5 5
(1,2,2,2,3) (1,2,2,2,3) (2,2,2,2,2)

Figura 2. Clases de isomorfismo de 5-torneos y vector resultado correspondiente.

Definicién 2.2. Sea 77 un torneo con n jugadores {1,...,n} y 72 un torneo con m ju-
gadores {1,...,m}. Un homomorfismo entre 77 y 75 es una aplicacion ¢: {1,...,n} —
{1,...,m} tal que

(s—t enT) = (9(s) — o(t) 6 6(s) = 6(t) en To).
Cuando ¢ es biyectiva se dice que 77 y 75 son isomorfos.

Cada torneo determina una n—upla (s1,. .., $,) cuyas entradas son el ntimero de jue-
gos que gana cada jugador. Esta n—upla es llamada vector resultado o vector marcador
del torneo (en inglés score vector). Podemos ordenar las entradas del vector resultado

- n
de tal forma que 0 < 57 < --- < s,, y ademas tenemos que Z S; = <2>
i=1

Torneos isomorfos tienen el mismo vector resultado, pero no es cierto que torneos
con el mismo vector resultado sean isomorfos. Por ejemplo, para n = 5 existen torneos
que tienen el mismo vector resultado, y sin embargo no son isomorfos (ver Figura 2).
Los torneos pueden ser clasificados en clases de isomorfismo; la Figura 1 contiene las
clases de isomorfismo de n—torneos para n = 2,3,4, y la Figura 2 contiene las clases
de isomorfismo de 5-torneos.

Definicion 2.3. Se dice que un torneo es transitivo si la relacion “—” es transitiva,
esto es, sii — j y j — k implican ¢ — k.

Los torneos transitivos tienen la particularidad de que todos ellos son isomorfos
entre s{ y su vector resultado es (0,1,2,...,n — 1). Para n = 2 solo existen torneos
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26 JuaNA S. FUENTES, MARLIO PAREDES & SoOFfA PINZON

transitivos; para n = 3 tenemos dos clases de isomorfismo, una de las cuales es la de
los torneos transitivos (ver Figura 1).

Definicién 2.4. Un m—torneo S es un subtorneo del n—torneo 7 si existe una aplicacion
1) uno a uno entre los vértices de S y un subconjunto de los vértices de 7 tal que si
i— jen S, entonces (i) — ¢(j) en 7.

Un k—ciclo de un n—torneo 7 es un subtorneo formado por k vértices de 7,
P1,D2, - - Pk, tales que p1 — p2 — -+ — pp — p1.

Una caracterizacién muy util de los torneos transitivos es que ellos son los tnicos que
no poseen 3-ciclos; en otras palabras, no existen 3 vértices i, j, k, tales que i — j —
k — i. En realidad podemos decir que los torneos transitivos son los tinicos torneos que
no contienen k—ciclos, para k > 3; es decir es muy fécil probar el siguiente resultado.

Lema 2.5. Un n—torneo T es transitivo si y solo si no contiene k—ciclos, k > 3.

La demostracion es inmediata, puesto que si un torneo contiene algin k—ciclo, ob-
viamente no puede ser transitivo.

El caso n = 4 es de mucha importancia para nosotros; la clase de isomorfismo
correspondiente a los 4-torneos transitivos es la nimero (4) de la Figura 1. Las clases
(5) ¥ (6) en la misma Figura corresponden a torneos que tienen la propiedad de poseer
un 3—ciclo conado, lo cual significa que el torneo posee un 3—ciclo ijk y existe otro
vértice [ que le gana a todos los vértices del 3—ciclo o que pierde con todos ellos.
Obsérvese que el torneo representante de la clase (7) en esta Figura contiene 3—ciclos,
pero ninguno de ellos es conado.

Definicion 2.6. Se dice que un n—torneo 7 es libre de cono si todo subtorneo de orden
4 de T es isomorfo a (4) 6 (7) en la Figura 1.

En otras palabras, un torneo es libre de cono si ningin subtorneo de orden 4 es
isomorfo a (5) 6 (6) en la Figura 2. Este era el tipo de torneos que estdbamos interesados
en estudiar con el fin de dar respuesta a algunas preguntas sobre la geometria de
las variedades bandera F. En particular, queriamos responder la siguiente pregunta:
( Cuantos n—torneos libres de cono existen?

Como el namero de torneos crece de forma exponencial, el manejo de la informacion
se complica mucho a medida que tomamos valores de n més grandes. La primera
reduccion del problema se consigue usando la clasificacion de los torneos en clases
de isomorfismos. La Tabla 1, tomada de Moon [11], muestra la cantidad de clases de
isomorfismo de n—torneos para cada n < 12. Observemos que inclusive el namero de
clases de isomorfismo crece muy rapidamente.

Para hacer los calculos computacionales usamos la matriz asociada a cada torneo,
la cual es definida de la siguiente manera.

Definicién 2.7. Dado un torneo 7, la matriz de adyacencia, o simplemente la matriz,
del torneo M(T) = (a;;), se define por: a;; = 0,81 j — i; a5 = 1,81 i — j; ¥y a;; = 0.
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n T(n)
1 1
2 1
3 2
4 4
5 12
6 56
7 456
8 6.880
9 191.536
10 9’733.056
11 903’753.248
12 | 154.108’311.168

Tabla 1. T'(n) = ntmero de clases de isomorfismos de n—torneos.

Las matrices de adyacencia de los torneos (4) y (7) en la Figura 1 son, respectiva-
mente,

0 0 0 O 01 0 0
10 0 0 0 0 01
1 1.0 0 |’ 1100
1110 1010

Obsérvese que si sumamos las entradas de las filas de la matriz de adyacencia de
un torneo, entonces obtenemos el vector resultado del torneo; por ejemplo, para las
matrices de adyacencia anteriores obtenemos (0,1,2,3) y (1,1,2,2), respectivamente.

Para intentar dar respuesta a nuestra pregunta necesitamos, para un torneo dado,
encontrar todos los subtorneos de orden 4, y decidir si ellos son isomorfos o no a los
torneos (4) y (7) de la Figura 1. Lo primero que necesitamos hacer es calcular un
representante de cada clase de isomorfismo de los torneos, lo cual no es nada sencillo.
El libro de Moon [11] contiene esta informacion para n < 6, y para n = 7 el calculo
fue hecho por Dias en [6]. Para n > 8 la informacién no se encontraba disponible en la
literatura, y para esto recibimos la colaboracién del profesor Brendan McKay, quien
ha desarrollado el paquete Nauty [9] para el estudio de isomorfismos entre grafos en
general. McKay produjo todas las matrices representantes de cada una las clases de
isomorfismo de n—torneos para n < 20 (ver [10]).

Para determinar cuales de estas clases correspondian a torneos libres de cono ela-
boramos un programa en C-++; dicho programa descompone un torneo en todos los
subtorneos de orden 4 y calcula el vector resultado de cada uno de estos subtorneos.
Posteriormente, usando el vector resultado, compara cada uno de estos subtorneos con
los torneos de orden 4, o sea (4), (5), (6) y (7) en la Figura 1, para saber si los tnicos
subtorneos de orden 4 son (4) 6 (7). La Tabla 2 contiene los resultados obtenidos para
4 <n <20.
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28 JuaNA S. FUENTES, MARLIO PAREDES & SoOFfA PINZON

n | N(n)
4 2
5 4
6 6
7 10
8 16
9 30
10 52
11 94
12 172
13 316
14 586
15 1096
16 2048
17 3856
18 7286
19 | 13798
20 | 26216

Tabla 2. N(n) = ntumero de n—torneos libres de cono.

3. Torneos localmente transitivos

En realidad nuestro interés era encontrar una féormula para N(n), pero para esto la
idea de libre de cono no es la mejor. Esta formula fue encontrada por Brouwer en [1],
solo que para resolver el problema él usé el concepto de torneo locamente transitivo.

Definicién 3.1. Se dice que un torneo 7 es localmente transitivo si para cada vértice
j los subtorneos 7~ (j) ={i €7 :i—j} y TT(j)={i € T : j — i} son transitivos.

Teorema 3.2. Un torneo T es localmente transitivo si y solo si es libre de cono.

Demostracion. Supongamos que 7 no es libre de cono; entonces contiene uno de los
4-torneos (5) 6 (6) en la Figura 1. Si contiene a (5), entonces hay un vértice j que le
gana a los otros tres vértices, es decir que 7 (j) no es transitivo. Similarmente, si 7
contiene a (6), entonces el vértice j que en este caso pierde con los otros tres vértices
es tal que 7 (j) no es transitivo. Por tanto, 7 no es localmente transitivo.

Ahora supongamos que 7 no es localmente transitivo. Entonces existe un vértice j
tal que 77 (j) 6 7T (j) no son transitivos. Sies 7~ (j) el que no es transitivo, entonces
él contiene un 3—ciclo ¢ — k — I — 4. Como 4, k,l € T (j), entonces i — j, k — jy
I — j. Es decir, que el torneo formado por los vértices i, k, 1, j es el mismo (6) en la
Figura 1, y por tanto 7 no es libre de cono.

Asi pues, el nimero de torneos libres de cono es igual al niimero de torneos localmente
transitivos. El siguiente teorema fue probado por Brouwer en [1].
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Acerca de los digrafos localmente transitivos 29

Teorema 3.3. El nimero de n—torneos localmente transitivos, salvo isomorfismos, estd
dado por la formula

d—1 n e
Ny =3 %odd<d)z@ , (1)

d|n el %

donde p es la funcion de Mébius de la teoria clasica de nimeros y odd(i) es uno o
cero si 1 es impar o par, respectivamente.

En [4] hemos probado que esta formula puede escribirse en la siguiente forma mas
simplificada:

N(w) = = 3725 odd(q) 6(a), 2
aln

donde ¢ es la funcion de Euler.

El teorema 3.2 nos dice que para el caso de 4-torneos las clases (4) y (7) en la
Figura 1 corresponden a los torneos localmente transitivos. Asi, es facil probar la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.4. Un torneo T es localmente transitivo si y solo si todo
4-subtorneo de T es localmente transitivo.

No presentamos la prueba de esta proposiciéon, porque la haremos méas adelante para
el caso més general de digrafos.

4. Digrafos localmente transitivos

@ (2

0,0 0,1

Figura 3. Clases de isomorfismos de 2—digrafos.

En esta tltima seccion presentamos las ideas sobre digrafos localmente transitivos, las
cuales fueron introducidas en [20] con el fin de estudiar f-estructuras sobre variedades
bandera.

Definicién 4.1. Un digrafo es un grafo orientado finito. Esto es, un digrafo es un par

G = (V,E), donde V es el conjunto de vértices y E es el conjunto de aristas o arcos
que unen pares de vértices.
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® (C]

A N

00,0) : (0,0,1) (0,1,1) (0,1,1)

©®) ®)

NG N T

(0,0,2) 111) 01,2

(€

Figura 4. Clases de isomorfismos de 3—digrafos.

Como en el caso de torneos, el simbolo v — w significara que hay un arco del vértice
v al vértice w. El simbolo v « w quiere decir que v — w 6 w — v. Cuando no haya
arcos entre v y w, escribiremos v ¢ w.

Dado un digrafo G = (V, E) y un vértice v € V, definimos los subdigrafos cuyos
vértices estan determinados por los siguientes subconjuntos de V':

Gtw)={weV:v—uw}, G (v)={weV:iw—-uv} (3)

Similarmente a los torneos, un digrafo determina un vector resultado
(s1,82,.-.,8n), donde s; es la cardinalidad del conjunto de vértices del subdigrafo
Gt (v;) para algin vértice v; € G.

Obviamente, un torneo es un digrafo en el cual siempre entre cada par de vértices
hay un arco.

Definicién 4.2. Sean G; un digrafo con n vértices {1,...,n} y Go un digrafo con m
vértices {1,...,m}. Un homomorfismo entre G; y Go es una aplicacion ¢: {1,...,n} —
{1,...,m} tal que

s—t en G = (d(s) = o) 0 @(s)=o(t) en Go)

st en G = o(s) & o(t) en  Go.

Cuando ¢ es biyectiva decimos que Gy y G2 son isomorfos.

Los digrafos también pueden clasificarse en clases de isomorfismo, y se obtienen 2
clases de isomorfismos de 2—digrafos, 7 clases de isomorfismos de 3—digrafos y 42 clases
de isomorfismos de 4—digrafos. Estas clases de isomorfismo obviamente contienen las
clases de isomorfismo que ya conocemos de torneos (ver Figuras 3, 4, 5, 6 y 7).

Definicion 4.3. Un digrafo G = (V, E) es llamado:

1. Trivial, si la cardinalidad del conjunto E es cero.
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ey @ @ @ ®) ®)
(0,000 ’ 0,00, 0011) (00,1, (00,1,2) 00,1,2)
7 ®) 9 (109) (11 (12)
(0111) (01,10 0012 (00,12 (0003 (01,12
13 (14 (ORI (GO an T 18 +
00,1,2) 0,1,1,) 0,1,1,) 0,012 0,02,2) 0,112

Figura 5. Clases de isomorfismos de 4—digrafos.

2. Transitivo, si la relaciéon “—” es transitiva.

3. Relativamente conexo, si para cualesquiera ¢,j7,k € V se cumple que i — j
implica que i < j 6 j <« k.

4. Localmente transitivo, si para todo v € V, cada uno de los conjuntos G*(v) y
G~ (v) es transitivo y relativamente conexo.

El siguiente teorema generaliza la proposicion 3.4.

Teorema 4.4. Un digrafo G es localmente transitivo si y solo si todo 4-subdigrafo de
G es localmente transitivo.

Demostracion. Si G es localmente transitivo, entonces todos los subdigrafos de G, en
particular los 4—subdigrafos, son localmente transitivos.

Para probar la reciproca, supongamos que G no es localmente transitivo; entonces
existe v € V tal que uno de los subdigrafos G (v) 6 G~ (v) no es transitivo o no es
relativamente conexo. Supongamos que G*(v) 6 G~ (v) no es transitivo. Esto quiere
decir que existen j,k,l € V tales que j — k, k — [, pero j /4 1. Sil — j, entonces el
4-subdigrafo de G determinado por los vértices v, j, k,l es (37) 6 (38) en la Figura 7.
Sil « j, entonces el 4-subdigrafo de G determinado por los vértices v, j, &, es (39) 6
(40) en la Figura 7. Es decir, que hemos encontrado un 4-subdigrafo de G que no es
localmente transitivo. De forma similar se puede argumentar si suponemos que uno de
los subdigrafos G*(v) 6 G~ (v) no es relativamente conexo.

Las 7 clases de 3—digrafos en la Figura 4 corresponden a digrafos localmente tran-
sitivos. En el caso de los 4—digrafos, del total de las 42 clases las 36 que aparecen
en las Figuras 5 y 6 corresponden a digrafos localmente transitivos. Las 6 clases que
aparecen en la Figura 7 no son localmente transitivas; de hecho, las clases (37) y (38)
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(19) (20) (21) (22) (x (24)
(0,1,1,2) (0,1,1,2) (1,1,1,1) (0,0,2,2) (01,12 01,12
@) @9 @n {\ @9 @ (@0)
(1111) 0,1,1,2) 01,1,2 (1,1,1,2 0,0,23) 0,1,2,2)
(31) (32 (33 i (34 Z (36)
(1112 01,22 (01,22 (11,12 (1122 01,23

Figura 6. Clases de isomorfismos de 4-digrafos.

(37) (38) E (39)

11,13 0,2,2,2) 01,13
) % %\
01,22 (0,0,1,3) 0112

Figura 7. Clases de isomorfismos de 4—digrafos.

corresponden a los 4-torneos no localmente transitivos. En otras palabras, el siguiente
lema es verdadero

Lema 4.5. Un 4-digrafo es localmente transitivo si y solo si no es isomorfo a ninguno
de los digrafos de la Figura 7.

Este lema junto con el teorema anterior implica el siguiente resultado, el cual carac-
teriza los digrafos localmente transitivos para n > 5.

Teorema 4.6. Un digrafo con n vértices, n > 5, es localmente transitivo si y solo si
todo subdigrafo de orden 4 no es isomorfo a ninguno de los 4-digrafos en la Figura 7.

Hasta aqui hemos visto que los digrafos localmente transitivos tienen propiedades
similares a las de los torneos localmente transitivos. Es deseable entonces poder en-
contrar una formula similar a la ecuacion (1) para digrafos localmente transitivos, solo
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Acerca de los digrafos localmente transitivos 33

que esta tarea no debe ser nada sencilla, puesto que el nimero de digrafos crece méas
rapido que el numero de torneos. Es facil ver que el namero de digrafos de orden n es

3(3).

La siguiente tabla contiene el nimero de clases de isomorfismo para digrafos y torneos
conn = 3,4,5,6,7 vértices. Hemos puesto esta informacién junta con el fin de observar
lo rapido que crece el nimero de clases de isomorfismo de digrafos.

n D(n) | T(n)
3 7 2
4 42 4
5 582 12
6 21.480 56
7 | 2'142.288 456

Tabla 3. D(n) = namero de clases de isomorfismo de n-digrafos y T'(n) = namero de clases
de isomorfismos de n-torneos.

En [20], se contad el namero de n—digrafos localmente transitivos para n = 3,4. Re-
cientemente, en [8] se calculé el namero de 5-digrafos localmente transitivos, obtenién-
dose que son 326 en total. Para realizar este calculo se uso6 el programa Nauty, el cual
ya habjamos mencionado anteriormente (ver [9]).

Nuestro interés es completar la siguiente tabla:

# Digrafos | # Torneos
n | localmente | localmente

transitivos | transitivos
3 7 2
4 36 2
5 326 4
6 ? 6
7 ? 10
8 ? 16
9 ? 30

Eso, sin duda no es una tarea facil.

Agradecimiento. Este trabajo ha sido financiado parcialmente por Colciencias, con-
trato No. 240-2001.
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