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Comportamiento de las trayectorias de un sistema de
ecuaciones diferenciales que modela el proceso de
polimerizacion de la Hb S como medio de evaluar el
estado del paciente con anemia drepanocitica
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Resumen. En el presente trabajo se analizan algunos casos particulares de
un sistema de ecuaciones diferenciales que modela la anemia drepanocitica.
Se hace un estudio cualitativo del comportamiento de las trayectorias en una
vecindad de las posiciones de equilibrio, y se dan conclusiones respecto al posible
desarrollo de la enfermedad en correspondencia con la simulaciéon realizada. Se
realiza un profundo anéalisis de los casos criticos mediante la teoria analitica de
ecuaciones diferenciales.

Introduccién

La polimerizacion de la Hemoglobina S desoxigenada (DesoxiHb S) hasta formar
polimeros dentro del glébulo rojo constituye el evento primario en la patofisiologia de la
Anemia Drepanocitica (AD) o drepanocitemia. Se han realizado grandes esfuerzos para
entender la cinética y la termodinamica de la formacion de los polimeros y determinar
la estructura de dichos dominios [1]. Paralelamente se ha desarrollado una serie de
modelos cinéticos que explican los mecanismos de la doble nucleacion [1, 2.

La polimerizacion esta afectada por un grupo de factores [1, 3, 4], y se caracteriza
por la pérdida de oxigeno de la Hb S. Estas moléculas (monémeros), que en el caso
del soluciones de Hb S pueden estar oxigenadas, desoxigenadas o modificadas por la
accion de un agente externo, se unen entre si hasta formar nicleos criticos (unidades
estructurales), a partir de los cuales termodindmicamente se favorece la formacion
de polimeros (microtubulos) que se organizan en dominios y cristales y alteran la
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morfologia del globulo rojo y lo convierten en un drepanocito. Esto, junto con los
cambios de la permeabilidad y la elasticidad de sus membranas, modifica la reologia
de la sangre, formando parte de miultiples procesos fisiologicos que conducen a las crisis
vasooclusivas [1], las cuales determinan el estado del paciente drepanocitico.

Hasta la actualidad los mecanismos fundamentales de la polimerizacién que se han
descrito son la doble nucleacion (homogéneas y heterogéneas) [1] y el mecanismo de
fracturas de fibras [5], y existen indicios de que, producto de la agitacion de soluciones
de desoxihemoglobina, se pueden formar cristales como resultado de la alineacién pro-
gresiva y la fusién de dominios y microtabulos en un arreglo molecular estrecho entre
ellos [6]. Recientemente se han expresado algunas teorias sobre la despolimerizacion
[7] que complementan el cuadro quimicoisico de la polimerizacién como fen6meno
dnico.

Hoy, con los resultados obtenidos en la terapéutica de la enfermedad, tiene una alta
significacion encontrar un modelo matematico que sea capaz de unificar los procesos
de polimerizacion y despolimerizaciéon, reconozca el estado del paciente y dé razén de
la accion terapéutica de algunos medicamentos que actian directa o indirectamente
en el proceso de polimerizaciéon. En el Centro de Biofisica Médica se viene trabajando
en el desarrollo de un modelo integral que permita describir la polimerizaciéon de la
Hb S y explicar el estado del paciente.

1. Presentacién del modelo

Estudios realizados previamente nos han permitido llegar a plantear el siguiente
modelo:

dx

o =-—nP(x)— (c—d)x+nby,

Y e te—ptP@), (1)
%: [C_d]:ch(ef)ya

més la ecuacion de conservacion de masas
N =z(t) + ny(t) + nz(t) + w(p) (2)

y la funcién de polimerizacion P(x), que tiene la forma

2n
P(z) = Z a;z’.
i=1
En este modelo tenemos:
x(t): Concentracion de desoxi Hb S en estado de monoémeros o formando parte de
unidades estructurales defectuosas. Estas pueden estar en equilibrio con los

momoéneros de Hb desoxi, oxi 0 monomeros modificados por la accion de agentes
antipolimerizantes.
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ny(t): Concentracion de desoxi Hb S en microtibulos.

nz(t): Concentracion de desoxi Hb S en dominios.

~
~

w(p): Concentracion oxi Hb S, que depende de la presion parcial de oxigeno (p) en la
sangre.

N: Concentracion total de Hb S.
a;: (i =1,n) Coeficiente de la reaccion de polimerizacion.
b: Coeficiente de la reaccion de despolimerizacion.

c: Coeficiente de la reacciéon de cristalizacion por adicion de monomeros de desoxi
Hb S.

d: Coeficiente de la reaccion de decristalizacion por separacion de mondémeros de
desoxi Hb S.

e: Coeficiente de la reacciéon de cristalizacion por adicion de microtubulos.
f: Coeficiente de la reaccion de decristalizacion por separacion de microtibulos.
n: Namero de moléculas de Hb S que forman la unidad estructural de los mi-

crotuibulos segin datos de microscopia electronica.

2. Analisis cualitativo

Para estudiar detalladamente el proceso de cristalizaciéon—polimerizacién dado por
el sistema (1) en etapas intermedias, debemos advertir que no es posible integrarlo ex-
plicitamente debido a su complejidad; sin embargo, puede ser reducido a una ecuacion
de Pfaff [9], cuya integral es

z(t) +ny(t) +nz(t) = H, (3)

donde H es una constante; esta constituye una primera integral para el sistema.

El cambio de variables
Uy =T, Uy =T+ Ny, u3=r+ny-+nz,

reduce el sistema de ecuaciones diferenciales (1) al sistema de ecuaciones diferenciales

dur _ —(b+c—d)u; +buy —n P(uy),

dt (4)
d'LLQ

- —(c—d—e+ flur — (e — fluz,

en la superficie invariante (3). Analicemos el comportamiento de las trayectorias del
sistema (4) més la ecuacion de conservacion de masas.
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Si la funcion de polimerizacion P(uq) es de grado superior al primero, el sistema de
la primera aproximaciéon sera

du = —(b+ ¢ — d)uy + bua,

dt

dus ()
E:*(C*d*6+f)ulf(€*f)u2-

Este sistema tiene dos posiciones de equilibrio, (0,0) y (h, k), donde

—(c=d)(b+e—f)

h= nas(e — f)

(c—d—e—|—f)(c—d)(b—|—e—f).

b= nas(e — f)?

2.1. Analisis del comportamiento de las trayectorias en el punto (0, 0)

La matriz asociada a este sistema es

( —(b+c—d) b )
A= ;
e—d—etf) —(e— )

de este modo, la ecuacién caracteristica tiene la forma
Nirb+e—d+e— A+ (c—d)(b+e—f) =0,

y sus raices son

donde
A=b—-ct+d+e—f)>

Este discriminante es estrictamente positivo, lo que implica que las raices son reales y
distintas:
M=—(c—d) y  do=—(b+e—f)

Teorema 2.1. Si se cumple que ¢ > d y b > f — e, el sistema es asintéticamente
estable.

Observacion 2.2. La condicién ¢ > d indica que el coeficiente de la reacciéon de crista-
lizacion por adicion de mondémeros predomina sobre la reaccion de decristalizacion, y
b > f — e indica que el coeficiente de la reaccion de despolimerizacion es mayor que el
efecto de decristalizacion total por la separaciéon de microtibulos. De aqui que si estas
dos acciones se equilibran el sistema biologico dentro de las condiciones establecidas,
permanecera estable, lo cual significa desde el punto de vista clinico que el paciente se
encuentra en estado basal.

Las condiciones impuestas indican la negatividad de los valores propios.
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Caso critico dondec=dyb > f —e

Supongamos que P(u1) = agu? + azu$ y b > f — e; si ¢ = d; entonces tenemos un
valor propio nulo y uno negativo (lo cual constituye un caso critico). La matriz del

sistema tiene la forma
( >
A e—f —(e—f))"

Teorema 2.3. Euxiste el cambio de variables
uy = 21 + hi(z1), up = 23 + ha(21), (6)

que transforma el sistema

d
% = —buy +bug — nagu% — naguﬁ,

(7)
dUQ

E:(e—f)ul—(e—f)u%

a la forma normal sobre superficie invariante (FNSI) [15]

dzy  —nag(e—f) , [nas(e—f) 2bna5(e—f)] 4 bnay

@~ bref | bre—f  (bre—fp | hre—pmt (8)
dzo _ bnaz nasb? )

dr (b+e— [z bJreffZlZz—‘_(eff)(b+e—f)22+“'

Demostracion. Derivando (6) a lo largo de las trayectorias de (7) y (8) se obtiene el
sistema de ecuaciones

- dh .
Ui (z1 + hi(21), 22 + ha(21)) = Zi(21) + Z1 (21, 22) + d—zll(Zl(zl) + Z1 (21, 22)),
. dhsy .
(bte—f)za+Us (21+hn(z1), 22+ha(21)) = Zz(zlazz)er—zl (Zl(zl)ﬂLZl(Zl,@)) ;

para zo = 0 encontramos

Ui(z1) = Z1(=1),

d
(b +e— f)Zz + U2 (2517 hQ(Zl)) = d—Zl(Zl),
y cuando z9 75 0, encontramos

U (21,22 + ha(21)) = Z1(21, 22),

dh
Uy (21, ha(21)) = Za(21, 22) + d—zfzmzn;

de aqui, igualando los términos de igual potencia, encontramos que

—naz(e — f) 5 nas(e — f) 2n2a3b(e — f)  2n2a3(e — f)?
hg = zZ7 — —

e 20 |re P2t Gre Pt re pr)o 7
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nas(e—f) 5 [nasle—f)  2n%ade— )] 4
fla) = oA { bre—f  (bte—J)p }Zﬁm ’
) 2
3bnas 2n2a3b? 5 3b*nas 2
L+e—f+w+e—ﬁ42“”‘@—ﬂw+e—ﬁ“%
nazb? 3.
(e—fPb+e- )" 7
) B 2
Za(21,22) = %21224- (e—f;l(CIlJQ—bke—f)Z%—i—

[ 2n2a3b? 3bnag  2bn’a3(e— f)

Gte—JP bie—T (GreJp ]Z%Zﬁ

3b%nas n2a3b? 5 nasb? 9
Y (hte— e
et T e oA e DA
hy1 = 0, pues la transformacion es distinguida.
Como
dz -
d—tl = Z1(=1) + Z1(21, 22),
d22 ~
i —(b+e— f)za+ Za(21, 22),
la FNST es (8).

Teorema 2.4. Si se cumplen las condiciones az >0, e > f y b > f — e, entonces la
posicion de equilibrio (0,0) para el caso analizado es asintdticamente estable.

Demostracion. Haciendo z; = 0 nos queda la ecuacion

dzy  —naz(e—f) 4 nag(e — f) = 2bn?a3(e—f)] 5

At bte—f Y| bre—f T bre—fp3 |

de lo que se deduce la estabilidad de la posicion de equilibrio [15].

Caso para el que se cumple quec >dyb=f —e
Aqui se procede de forma similar y se obtienen los siguientes resultados:

Teorema 2.5. FEuxiste el cambio de variables

U1 = 21 —|—h1(2’1), U9 222+h2(21), (9)
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que transforma el sistema (4) a la FNSI

dz1 nasb? 2 2bnas naz(b+c—d) ,
—_— Z Z Z —Z DY
dt  (c—db+c—d) " c—d c—d 2 ’ (10)
d 2b —nay(b+c—d
2 (ol iy = 22, Tnaalbremd) 5
C

dt —d c—d

Teorema 2.6. Si se cumplen las condiciones b > d — ¢ y as < 0, entonces la posicion
de equilibrio (0,0) en el caso analizado es asintdticamente estable.

Demostracion. Si zo = 0, la primera ecuacion de (10) es una serie en la cual la potencia
de grado dos define la estabilidad; de este modo, si as > 0y b > d — ¢, la posiciéon de
equilibrio es asint6ticamente estable.

Hemos encontrado las condiciones para que exista estabilidad en una vecindad del
origen de coordenadas; comencemos ahora a realizar un estudio alrededor del punto
(h, k) cercano al equilibrio.

Observacion 2.7. Las condiciones encontradas para la estabilidad asintética garan-
tizan que el paciente se encuentra en un estado basal (“asintomatico”), y bajo estas
condiciones, garantizando que su estabilidad se logre durante un periodo de tiempo
relativamente grande, el paciente se encontrara estable.

2.2. Anilisis del comportamiento de las trayectorias en el punto (h, k)
Si az = 0, entonces la funciéon de polimerizacion tiene la forma
P(uy) = agu?,
y de este modo el punto de reposo (h, k) es
—(c=d)(b+e—f)
(e—f)
(c—d—e+f)lc=d)(b+e—f)
nas(e — f)? '

Analicemos ahora el comportamiento de las trayectorias del sistema encontrado en
una vecindad de este punto; haciendo el cambio de variables

h =

nag

k=

v = uy + h, vg = ug + k,

se obtiene el sistema

% _ 2(c—d)(b—|—e—];)—f(b—l—c—d)(e—f)m+bv2_na2v%,

d’UQ
— =—(c—d—e+ flus — (e — f)va.
dt
De forma anéloga al caso anterior, analicemos el comportamiento de las trayectorias
en una vecindad de la posicion de equilibrio.

(11)
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Teorema 2.8. Si se cumplen las condiciones siguientes:

1. e>f;
2. (c—d)(b+e—f)>0
3. (e—=f+b+c—d(e—f)>2c—d)b+e—f),

entonces el sistema es asintdticamente estable.

Demostracion. El sistema

% = 2(c—d)(b+e—J;)_—f(b—i-c—d)(e—f)m +bU2 _TZG,QU%’

% —(c—d—e+ f)vr — (e — f)va,

en primera aproximacién tiene la forma

dvi  2(c—d)(b+e—f)—(b+c—d)(e—f)

E = o _ f U1 + bUQ,
dv
= (e—d—et flui— (e~ P
y de este modo el polinomio caracteristico es
24 (c—d)2b—e+ f)+(e—f)lb+e—f) VAT =0,
e—f
donde
— \2(p — _ _ _
T (e—f)b—c+d) —2b(c—d)(e—f) Fbe—d—e+ f).
e—f
Usando el criterio de Routh-Hurwitz, en la matriz
(e=fP+b+c—d)(e—f)—2c—d)b+e-f) 1
(e— 1)
0 —(c—d)(b+e—f)

los menores principales serdn mayores que cero si se cumplen las condiciones antes
indicadas. Esto completa la demostracion.

Observacion 2.9. Si e > f el coeficiente de la reacciéon de cristalizaciéon es mayor que
el de la reacciéon de decristalizacion por separacion de microtubulos, y para la segunda
condicion (¢ — d)(b+ e — f) > 0, luego se cumple la primera observaciéon. La tercera
condicién es una dependencia cuadrética y su interpretaciéon es compleja.
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Casoen que (e — f)2 >b(c—d—e+f)ye>f
Aqui no es posible usar el criterio de primera aproximaciéon. Supongase que

2c—d)b+e—f)—(b+c—d)e—f) b(c—d—e—i—f)—(e—f)Q.

e—f e—f ’

entonces una raiz es nula y la otra tiene parte real menor que cero.

Teorema 2.10. Existe el cambio de variables
v1 =21 + hi(z1), vy = 22 + ha(21), (12)
que transforma el sistema

dv blc—d—e+f)—(e—f)?
d_t1: ( e} ( v1 + by — nagvi,

" (13)
d—: =—(c—d—e+ fluy — (e — f)ua,
ala FNSI
dzy naz(e—f)° 5 2nPajb’(e—f)* 5 2nasb(e—f)
At (c—d—e+ QT (c—d—c+ Q2T Q o
nasb?(e — f) 2n*a3b? (e — f)?
Temd—er @ lemamerpa
don _ be—d—ctf)—(e—f)?  nable—f) _ nale—f) , )
e I B = s
an2a3b?(e — f)3 2n%a3b(e — f)° 2
(c_d_e+f)Q3 — (c_d_e+f)2Q3 2122+-.. )
donde

Q=blc—d—e+f)—(e—f)

Demostracion. La demostracion de este teorema es similar a la demostraciéon seguida
en el Teorema 2.4.

Existe un tipo de sistema que por su simplicidad es una representacion intermedia
entre la FN y la FNSI, que es la que mas se utiliza en problemas que se modelan por
sistemas de ecuaciones diferenciales, a fin de extraer conclusiones del comportamiento
de las soluciones. Llevemos el sistema a la forma cuasinormal FCN [15].

Teorema 2.11. El cambio de variables

z1 =81+ B(sla 82)3 z9 = 82, (15)
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reduce la FNSI (14) a la FCN

dsy o naQ(e—f)B 2 2712(1%()2(6—]0)3 3
A e-d-et DR e—d-ern@T T
dsy _ blc—d—e+ f)— (e—f)282_ nagb(e—f)8152+
dt e—f
+2n2a§(e—f)(c—d—e+f)28 2 nasb*(e — f) 24 10
o S Ll dmetne

donde h(s1,0) = 0 y los coeficientes de h(s1, s2) se obtienen de forma tinica.

Demostracion. Se procede de forma similar a como se hizo en el Teorema 2.10. ¥

Teorema 2.12. Sias > 0 yc < d+ e — f, entonces la posicion de equilibrio es
asintdticamente estable; de otro modo es inestable.

Ver [15], en donde se trata un caso similar.

Caso con (e — f)2 <blc—d—e+ f)
Supoéngase ahora que
20c—=d)b+e—f)—(b+c—d)(le—f)
e—f
en este caso, si (e — f)? < b(c —d — e + f) las raices son imaginarias puras, lo cual
constituye un caso critico. La matriz del sistema tiene la forma

=e—fi

Ao — ( b b )
P \—(c—d—e+f) —(e—f))"
Teorema 2.13. El cambio de variables
V1 =2 + hl(zl, 22), Vg = Z9 + h2(zl, 2’2), (17)

reduce el sistema

d
% = bvy + bvgy — nagv%,
(18)

d
L= —(c—d—e+ - (e~ flu,
t
ala FN

le . .
v wizy + 21 P(z122) + i21Q(2122),
: (19)
2
d—t2 = —wizg + 29P(2122) — i22Q(2122).
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Observacion 2.14. Para simplificar las expresiones escribamos el sistema (19) en la
forma

d
% = ’(UiZl + Zl(zlaZQ)a
d
—dZtQ = —w1 + ZQ(Zl,ZQ).

Demostracion. Derivando (17) a lo largo de (18) y (19), obtenemos

Oh . Ohi . . oh )
8—2112111/7, — a—zzl’wZ — hlwz = Yl(Zl + hl, z92 —+ hg) — 8—211[21}3(2122 —+ ZZQQ(ZlZQ))}
Oh . )
—5—;[3113(2122 —i22Q(2122))] — [21 P (2122 +122Q(2122))],
2
g—};iwi — g—}ZZQ'LUi + howi = Ya(z1 + hy, 22 + ha) — g—}zlf[zlP(zlzg +1i20Q(2122))]
Oh ) )
—8—222[2113(2122 —i2Q(2122))] — [ P(2122 + i22Q(2122))],
y como
ohy ohy Ohy Ohy
52121——P1h1, 62222——p2h17 82121——P1h2 y aZQZz——ch%

sustituyendo estos productos por sus expresiones respectivas en el sistema anterior
tenemos:

pL—p2 = hwi = Zy(z1+ s 20 + o) = Z—Zi[zlP(zlzg +i2Q(2122))]
*Z—Z[ZIP(%@ —i22Q(2122))] — [21P (2122 + i22Q(2122))],
(pr =2+ Dhawi = Za(21 + h, 22 + ha) — Z—Z[zlp(zwz +i22Q(2122))]
_3—2[21P(z122 —i20Q(2122))] — [21 P (2122 — i22Q(2122))];
cuando

(pr—p2—1)#0 y (pr —p2+1)#0

se obtienen los coeficientes de la series hy y ho de forma tnica, y se tiene que

b bJ + 2naz(e — flwi 5 J —2nasz(e — f)? bJ — 2naz(e — fwi 2,
! 20c—d—e+ fluz ™ (c—ol—e—i—f)uﬂzlz2 2(c—d—e—i—f)wQZ2 ’
hy — bJ + 2naz(e — flwi 5, J —2nas(e — f)? v J —2naz(e — f)wiz2 e

2((:—d—e—&—f)w2z1 (c—d—e+ flw? 20c—d—e+ flu2™?

donde J = naz(c —d—e+ f).
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Cuando p; — p2 — 1 = 0 se tiene

2,20, _ N2 _ I
2n%a3(e f2>([c2<_ed ji+f’))<20w2d I b Bt

Z(z1,22) =

y cuando p; — p2 + 1 = 0 se tiene

2,2(, _ — 2 _ble—d—
2n*as(e fQ)([C2(edfl+fb)(20w2d e+f)]zfz2+.-~+Blizfz2+"',

ZQ(Z17 Z?) =

donde P(z1,29) = Azfzg + -+,

_wldd(e—f)[2e— ) ~ble—d—e+ ]

A
2(c—d—e+ f)2w? ’

Q(z1,22) = B2iza + -+ -,

n%a3 [2b(cfdf e+ f)le — f)2 —b*(c— d—eJrf)Q]

B = K
2(c—d—e+ f)?w? +A
K n%a3 [8(e — f)* = 3b%(c —d — e+ f)? — 4w?(e — f)?]
B 2(c—d—e+ f)2w? ’
con lo cual se culmina nuestra demostracion.

Teorema 2.15. Para el caso analizado, se tiene:

i) Si P(z1,22) =0, 1 = 1,2, la posicion de equilibrio es estable.

ii) Si existe un A; > 0 y A; = 0 para todo i < j, la posicion de equilibrio es
inestable.

iii) Si existe un Ap < 0 y A; = 0 para todo i < k, la posicion de equilibrio es
asintdticamente estable.
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Demostracion.

i) Sea V = z129, donde z; = Zo, entonces, derivando V respecto a t a lo largo de

d(zlzg)

las trayectorias del sistema (19) se obtiene =0, pues A; = 0 para todo

1, lo que implica que z129 = F', donde F' es una constante, y como esta es una
trayectoria cerrada, es estable.

av
ii) Supongamos que A; # 0; entonces — = A;(z1,22) +---, A; = 0, y como

A; > 0, la posicion de equilibrio es inestable.

av
iii) Supongamos que Ax < 0, A; = 0, i < k; entonces e Ap(z1,22), v asi la

posiciéon de equilibrio es asintéticamente estable.

Corolario 2.16. Sin =0, a; =0 d e = f, la posicion de equilibrio es estable.
Sie<fy2e—f)2>blc—d—e+f)de>fy2le—f)2<blc—d—e+f),la
posicion de equilibrio es asintdticamente estable.
Sie>fy2e—f)2>blc—d—e+f)oe<fy2e—f><blc—d—e+f),la
posicion de equilibrio es inestable.

Demostracion. Esto es consecuencia directa del Teorema anterior.

Observacion 2.17. Las condiciones encontradas para la estabilidad asintotica nos dicen
que se podran encontrar otras posiciones de estabilidad del paciente bajo las cuales esté
en estado basal y los valores de los parametros cumplan con las condiciones descritas.

Siempre y cuando la distancia relativa entre los puntos de reposo sea suficientemente
pequenos para poder afirmar que el sistema se mantiene estable, y por lo tanto el pa-
ciente estara en estado basal, podemos afirmar que no existen las causas por las cuales
se puede producir una crisis vasooclusiva, y se garantiza que el individuo aumente su
nivel de vida y longevidad.

Conclusiones

Hemos estudiado las consecuencias cualitativas del mecanismo de reaccién para la
formacion de agregados moleculares de Hb S y del modelo matematico asociado, en el
caso particular de que ocurra un proceso de cristalizaciéon a presiéon parcial de oxigeno
y temperaturas constantes.

e Se realiz6 un anélisis cualitativo a un sistema para el caso en que la cristalizacion
ocurre en etapas intermedias.

e En el analisis cualitativo se llegb6 a dar condiciones para la existencia de estabi-
lidad asintética del mismo.

e Se hace referencia al comportamiento de la enfermedad en correspondencia con
el estudio cualitativo realizado del sistema.
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