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Aplicacion de productos filtrados y ultraproductos

Luis F. CACERES* JOEL MELENDEZ*

Resumen. En este articulo se estudia la cerradura de las colecciones de
submoédulos y submoédulos primos de un médulo unitario, de las colecciones
de ideales primarios e ideales P-primarios de un anillo conmutativo y de
las colecciones de subreticulos, ideales e ideales primos de un reticulo con
respecto a la operaciéon producto filtrado de conjuntos. También se presenta
una caracterizacion de los modulos noetherianos, de los anillos cociente y de
los reticulos noetherianos usando la operaciéon producto filtrado de conjun-
tos.

1. Introduccién

A lo largo de este articulo los anillos son conmutativos y con identidad, y los
moédulos unitarios.

Se ha probado en [2], [3] y [4] que la operaciéon producto filtrado de conjuntos
es una herramienta nueva y tutil para establecer propiedades en anillos conmuta-
tivos con identidad; en particular, en [3] se demuestran resultados propuestos por
Kaplansky en [8].

El objetivo de este trabajo es la aplicacién de la operacién producto filtrado
de conjuntos al estudio de ciertas estructuras algebraicas. Ademas, se prueban
propiedades y se dan ejemplos relacionados con la cerradura de las colecciones de
submoédulos y submoédulos primos de un moédulo, de las colecciones de ideales pri-
marios e ideales P-primarios de un anillo, con respecto a la operaciéon producto
filtrado de conjuntos. También se caracterizan, usando la operacion producto fil-
trado de conjuntos, los modulos noetherianos (en particular, anillos noetherianos),
a los anillos cociente y a los reticulos noetherianos.

Nuestra referencia béasica para anillos conmutativos y modulos es [7], y para
reticulos [1] y [6]. La mayoria de las referencias para nuestra notacion son [1], [2],
[6] ¥ [7]. Los términos y notaciéon que no se definen pueden ser hallados en estas
fuentes.

Palabras y frases claves: ideales primarios y P-primarios, m6dulos noetherianos.
MSC2000: Primaria: 13E05, 16P40. Secundaria: 16D80, 16P70.
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2. La operacién producto filtrado de conjuntos

Definicién 2.1. Sean I un conjunto no vacio y S(I) el conjunto potencia de I. Una
coleccion D C S(I) es llamada un filtro sobre I si

i) A€ Dy AC B implican que B € D, para todo A, B € S(I).

ii) A€ Dy B € D implican que AN B € D, para todo A, B € S(I).
iii) I € D.
Algunos ejemplos de filtros sobre un conjunto I son

a) El filtro trivial: D = {I}.

b) El filtro impropio: D = S(I).

¢) Para cada Y C I, el filtro principal generado por Y:
D={X C1I:Y C X}, este filtro se denota como (Y).

d) Dado un conjunto infinito I, se define el filtro de Fréchet asociado a I, como
D={Xe€S({I):I—-X esfinito}.

Un filtro D sobre I es filtro propio si § ¢ D. Puesto que la mayoria de los resultados
obtenidos con filtros impropios son triviales, de ahora en adelante se asume que
todos los filtros son propios.

No es dificil demostrar que D es filtro principal sobre I siy solo si [){X : X €
D} eD. Por tanto, todo filtro propio sobre un conjunto finito I es filtro principal.

Definicién 2.2. Un filtro propio D sobre I es un ultrafiltro si para cada A € S(I),
AeDo6I—AeD. Un ultrafiltro D es llamado wltrafiltro no principal sobre I si
{i} ¢ D, para todo i € I.

Un ultrafiltro D que es filtro principal sobre I es llamado wltrafiltro principal. No
es dificil demostrar que D es ultrafiltro principal sobre I siy solo si D = {X C
I:i € X}, para algin ¢ € I. En este caso, se dice que D es generado por un
elemento de I. Por tanto, todo ultrafiltro sobre un conjunto finito I es generado
por un elemento de I.

Por otro lado, es facil demostrar que si D es un ultrafiltro y AU B € D, entonces
AeDo6BeD.

De igual manera, si D es un ultrafiltro no principal y A € D, entonces A es
infinito.

Ahora se presentan las importantes definiciones de las operaciones producto fil-
trado y ultraproducto de conjuntos, definiciones que fueron introducidas en [9].

Definicion 2.3. Sea I un conjunto no vacio, D un filtro sobre I y para cada i € I,

conjuntos A;. Definimos [[ A;/D ={a:{i€1:a € A;} € D}, que es llamado el
iel

producto filtrado de los conjuntos A; con respecto a D. Cuando D es un ultrafiltro,

11 Ai/D es llamado el ultraproducto de los conjuntos A; con respecto a D.
i€l

[Revista Integracion




Aplicacién de productos filtrados y ultraproductos 3

El siguiente teorema demostrado en [2, Proposicion 1.1.4] presenta una manera
alterna de hallar productos filtrados.

Teorema 2.4. Sea D un filtro sobre un conjunto I y A; un conjunto, para cada
i € 1. Entonces,

MA/D= U N A

i€l XeDieX
Del Teorema 2.4 se obtiene los siguientes corolarios.

Corolario 2.5. Sea D = (Y) para algin' Y C I, y A; un conjunto para cada i € I.

Entonces,
H A;/D = ﬂ A;.
il 2%
Corolario 2.6. Sea D un ultrafiltro principal sobre I, y A; un conjunto para cada
1 € I. Entonces,
[TA4i/D = 4,
i€l
para algin j € I.

El Corolario 2.6 muestra que no se obtiene ningin conjunto nuevo con la op-
eracion ultraproducto de conjuntos cuando el ultrafiltro es principal sobre I o con
cualquier ultrafiltro sobre un conjunto finito 1.

No es dificil demostrar que si D es un filtro sobre I y A; es un conjunto, para

cada ¢ € I, entonces
ﬂAiQHAi/DQUAi- (1)
icl il il
Una condicién suficiente para que la igualdad [] 4;/D = |J A; se cumpla en (1)
i€l i€l
es que D sea un ultrafiltro no principal sobre un conjunto contablemente infinito
I, y los conjuntos A;, para cada i € I, con A; # A; si ¢ # j, formen una cadena
ascendente.

En el siguiente ejemplo se considera un conjunto finito I, conjuntos A; para cada
i € I, que forman una cadena ascendente, y un ultrafiltro principal sobre I, para
mostrar que la igualdad [] A;/D = |J A; no es cierta bajo estas condiciones.
i€l i€l
Ejemplo 2.7. Sean I = {1,2,4,8}, D = ({4}) y el ideal A; = (2i) del anillo de los
enteros Z, para cada ¢ € I. Notese que,

(16) < (8) < (4) < (2).
Por consiguiente, _I;IIAi/D = (8) # (2) = ‘LeJI A;.

Similarmente, una condicion suficiente para que la igualdad [] 4;/D = () A; se
il iel

cumpla en (1) es que D sea un ultrafiltro no principal sobre un conjunto contable-

mente infinito I, y que los conjuntos A;, para cada i € I, con A; # A; si i # j,

formen una cadena descendente.

En [5] se presenta una caracterizacion para ultrafiltros usando productos filtrados.
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3. Producto filtrado de submdédulos, de submédulos primos y
una caracterizacion de los médulos noetherianos

El siguiente ejemplo ilustra una situaciéon general que se enuncia en el Teore-
ma 3.2.

Ejemplo 3.1. Considere Z[t] como Z-mo6dulo y sean D un ultrafiltro no principal
sobre el conjunto I = {0,1,2,...} y el submédulo A; = (1,¢,¢2,...,t%) de Z[t], para
cada i € I. Observe que

(1) C(Lt) S (L) G- (2)

Puesto que I es contablemente infinito, D ultrafiltro no principal sobre I y (2) una
cadena ascendente de submoddulos, se tiene que

[T e, t)/D= (1,665, ..).
el

No es dificil demostrar que, [](1,¢,t%,...,t)/D es un submoédulo de Z[t].
i€l
Teorema 3.2. Sea A un mddulo sobre un anillo R, D un filtro sobre I y B; un

submddulo de A, para cada i € 1. Entonces, || B;/D es un submddulo de A.
i€l

Demostracion. De acuerdo a [5, Teorema 2.1], [[ B;/D es un subgrupo aditivo de
A. Resta demostrar que rb € [[ B;/D, para t(;(eif) r€ Rytodobe [[ B;/D. En
efecto, sea b € ][ B;/D arbitlre;rio; entonces {i € I : b € B;} € D.Zel\lfétese que,
para cualquier ;GGI R, se cumple que {i € T : b€ B;} C {i € I : rb € B;}. Luego,
{ieI:rbe B;} € D. Por tanto, rbeiI;IIBi/D.

Sean M un moédulo sobre un anillo R y P un submoédulo de M. P es llamado
submddulo primo de M si, para todo m € M y todo r € R,
rm € P implica meP 6 rMCP.

Teorema 3.3. Sean R un anillo y M un R-mddulo, D un ultrafiltro sobre I y A;

un submddulo primo de M, para cada i € I. Entonces [[ A;/D es un submddulo
iel
primo de M.

Demostracion. Se desea demostrar que para todo m € M y todo r € R, se cumple
rm € HAZ-/D implica m € HAl-/D o rM C HAi/D.
iel i€l i€l
Supoéngase que para todom € My r € R,rm € [[ A;/Dy m ¢ [[ A;/D. Ahora
i€l i€l

bien, rm € [] A;/D siy solosi X = {i € I :rm € A;} € D. Como para cada
icl
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i € X, A; es submoédulo primo de M, se tiene que m € A; 6 rM C A;, para
cada i € X. De este modo, Z ={i € I :m € A; 6 rM C A;} € D. Notese que
ZC{iel:meAyu{iel:rM C A;} € D. Luego, por ser D ultrafiltro sobre
I.B={iel:mecA}eD 6C={iel:rM C A;} € D. Por otro lado,
m¢ [[Ai/Dsiysolosi{iel:meA;} ¢D.
iel

Como D es ultrafiltro sobre I, Y = {i € I : m ¢ A;} € D. Si B € D entonces
() = BNY € D; pero esto es falso, pues D es filtro propio. Por consiguiente, C' € D.
Sea s € rM arbitrario; entonces C C {i € I : s € A;}. De este modo, por definiciéon
de filtro, {i € I : s € A;} € D. Asi, s € [[ A;/D para cualquier s € rM. Luego

iel
rM C [] Ai/D. Por tanto, [[ A;/D es submoédulo primo de M. ¥
i€l i€l

A continuacién se dan algunos resultados que acentuaran nuestra comprension
de la operacién producto filtrado de conjuntos en un modulo noetheriano.

Teorema 3.4. Sea A un mddulo y B; un submddulo de A, para cada i € I. Si D

es un filtro sobre I y [[ B;/D es finitamente generado, entonces existe X € D tal
il
que [] B:;/D = B;.
i€X iel

Demostracion. Sea A un moédulo y B; un submodulo de A, para cada i € I.
Suponga que D es un filtro sobre I y [[ B;/D es finitamente generado. Entonces,

iel
II Bi/D es un submodulo finitamente generado. Supongamos que [[ B;/D =
icl icl
(b1,b2,- -+ ,by), para algunos by,...,b, € A. Para 1l < j < n, b; € [[ B;/D si
iel
y solo si {i € I : b; € B;} € D. Por tanto, by,---,b, € [] B;/D implica que

el

N {i €I:b; € B;} € D; pero
j=1

(Wiel:bjeB}={icl:by, - b, €B;}eD.
j=1

Sea X ={i€l:by, - ,b, € B;}. Sii € X entonces [[ B;/D C B;. Por tanto,
el

11 B:/D C () B;. Por el Teorema 2.4 se obtiene (| B; C [[ B:/D.

el ieX i€X el

Puesto que todos los submoédulos de un modulo noetheriano son finitamente
generados, se obtiene el siguiente corolario del Teorema 3.4.

Corolario 3.5. Sea A un mddulo noetheriano y B; un submddulo de A, para cada
i€ 1. 5iD es un filtro sobre I, entonces existe X € D tal que [| B;/D = () B;.
i€l ieX

El siguiente resultado provee una caracterizacion de los moédulos noetherianos en
términos de la operacién producto filtrado de conjuntos.
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6 Luis F. CACERES & JOEL MELENDEZ

Teorema 3.6. Sea A un mddulo. A es noetheriano si y sélo si para todo I, todo
filtro D sobre I y B; un submddulo de A, para cada i € I, existe X € D tal que

[[ Bi/D= ) Bi.

i€l i€X

Demostracion. La primera implicacién es una consecuencia del Corolario 3.5. Para
el reciproco, suponga que A no es noetheriano y que B1 C B, C--- C B, C ---

es una cadena ascendente infinita de submoédulos de A. Sea I = ZT y D un
ultrafiltro no principal sobre I. Por hipotesis, [[ B;/D = ()| B;, para algin
el ieX
X € D. Pero () B; = B,, para el elemento més pequeno m en X. Por el Teo-
ieX
rema 2.4, |J () Bi = Bp. Entonces, (| B; C B,, para cada X € D. Como
XEDieX ieX

D es ultrafiltro no principal sobre I, se tiene que {1,2,...,m} ¢ D. Entonces,

Y = {m+1,m+2,...} € D. Por consiguiente, B;,+1 = (| B; C Bj,. Asi,
ieYy

Bii1 € By, lo que contradice la suposicion. Por tanto, A es modulo noetheri-

ano. ¥

Empleando la nocién de producto filtrado de conjuntos se demuestra el siguiente
resultado conocido en teoria de moédulos noetherianos.

Teorema 3.7. Sea M un mddulo. Suponga que cada submddulo de M es finitamente
generado. Entonces, M es noetheriano.

Demostracion. Considere la cadena ascendente de submoédulos de M
ByCB CBC---, (3)

y sea D un ultrafiltro no principal sobre I = {0,1,2,...}. De acuerdo con el Teo-
rema 3.2, [[ Bx/D es un submodulo de M. Entonces, por hipotesis, [[ Bx/D es

kel kel
finitamente generado; esto es, [[ Bx/D = (a1, ..., q;) para algunos ay,...,a; € M.
kel
Como a; € [[ Bx/D y D es ultrafiltro no principal sobre I, entonces el conjun-
kel
to {k € I : a; € By} es infinito y un elemento de D, para cada i = 1,2,...,1.
Notese que, existe N € Z% tal que By contiene a ai,...,a;. En consecuen-
o0
cia, [[ Bx/D C By, para todo m > N. Pero, [[ Bx/D = |J By, entonces
kel kel k=0
B, C ][] Br/D para todo n € I. Por consiguiente, [[ Bx/D = B,, para todo
kel kel
m > N. Asi, existe N € Z% tal que B,,, = By, para todo m > N. Por tanto, M es
noetheriano. ¥

Si un anillo R es considerado como un R-moédulo, es facil ver que los submodulos
de R son precisamente los ideales de R. De este modo, usando el Teorema 3.6 se ob-
tiene la siguiente caracterizacion de los anillos noetherianos mediante la operacion
producto filtrado de conjuntos.
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Corolario 3.8. Sea R un anillo. R es noetheriano si y sdlo si para todo I, todo filtro
D sobre I y A; un ideal de R, para cada i € I, existe X € D tal que

[[4:/D=) A
i€l ieX
Sea R un anillo. Un ideal primo P de R es llamado ideal primo minimal sobre
un ideal A de R, si A C P y no existe ideal primo mas pequeno con esta propiedad.
Teorema 3.9. Sea R un anillo noetheriano y A un ideal de R. Entonces existe un

numero finito de ideales primos minimales sobre A.

Demostracion. Si A es primo, la demostracion es obvia. Supongase, por lo tanto,
que A no es primo y que existe un nimero infinito de ideales primos minimales sobre
A. Denotemos el conjunto de todos ellos por {P; : i € I} y sea D un ultrafiltro no
principal sobre I. Como R es noetheriano, por el Corolario 3.8, existe X € D tal

que
[IP/D=P
iel i€eX

y es primo. Ahora note que, para cadai € X, AC [\ P; € P;. Esto contradice la

ieX
minimalidad de P;, para cada i € X.

Sea A un ideal de un anillo R. El radical de A, denotado v/A, es el conjunto de
todos los a € R tales que o™ € R, para algtin m € Z*.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de [10, Capitulo 2, Seccion
2.3, Teorema 4].

Teorema 3.10. Sea R un anillo noetheriano y A un ideal de R. Suponga que
Pj,,..., P son todos los ideales primos minimales sobre A. Entonces,

VA= ﬂ Pj,.
k=1

El siguiente teorema se usara en la siguiente secciéon para establecer un resultado
en ideales primarios usando la operacién producto filtrado de conjuntos.

Teorema 3.11. Sea R un anillo noetheriano y A un ideal de R que no es pri-
mo. Supdngase que Py, Pj,,...,P; , donde n > 1, son todos los ideales primos

m
minimales sobre A. Entonces (| Pj,, donde 1 <1< m < n, no es ideal primo de

k=l
R.

m
Demostracion. Supongamos que, para 1 <1 <m < n, () Pj, esideal primo de R.
k=l

Entonces, para todo k =1, ..., m, se cumple que

AC (P € Py
k=1
Esto contradice la minimalidad de Pj, , para todo k =1,...,m. ¥

Vol. 21, Nos. 1y 2, 2003]




8 Luis F. CACERES & JOEL MELENDEZ

4. Producto filtrado de ideales primarios e ideales P-primarios

Sea R un anillo y J un ideal de R; se dice que J es un ideal primario de R si
para todo a,b € R se cumple que ab € J y que a ¢ J implica b™ € J, para algin
nezr.

El siguiente teorema muestra que la colecciéon de ideales primarios de un anillo
noetheriano, bajo ciertas condiciones, no necesariamente es cerrada respecto a la
operacion producto filtrado de conjuntos.

Teorema 4.1. Sea D cualquier filtro sobre I y A; un ideal primario de un anillo
noetheriano R, para cada i@ € I. Supongamos que existe mds de un ideal primo

minimal sobre [[ Ai/D y que [] A;/D no es ideal primo de R. Entonces, [[ Ai/D
icl iel iel
no es ideal primario de R.

Demostracion. Como R es noetheriano y [[ A;/D es un ideal de R, entonces, de
i€l
acuerdo con el Teorema 3.9, existe un ntmero finito de ideales primos minimales
sobre [[ A;/D. Supongamos que ellos son P}, ..., P;, . Por hipotesis, n > 1. Ahora
il

bien, por el Teorema 3.10, se obtiene que, /][ A;/D = () Pj,. Pero, de acuerdo
\/ ier k=1

con el Teorema 3.11, []] A;/D no es ideal primo de R. Por tanto, por el contrar-
iel
reciproco del teorema [7, Capitulo VIII, Teorema 2.9], [[ 4;/D no es ideal primario
iel
de R. %]

El siguiente ejemplo muestra la necesidad de que exista més de un ideal pri-
mo minimal sobre el producto filtrado de los ideales primarios en la hipo6tesis del
Teorema 4.1.

Ejemplo 4.2. Sean I = Z™, D un ultrafiltro no principal sobre I y el ideal primario
(x*,y?) del anillo de polinomios Z[z, 3], para cada i € I. No es dificil mostrar que,
[1(z% y?)/D = {(y?). Note que (y?) es ideal primario de Z[x,y], y el ideal (y) es
iel

primo minimal sobre el ideal (y?) de Z[z,y]. Ademas, es facil demostrar que (y)
es el tinico ideal primo minimal sobre el ideal (y?) de Z[z,y]. Asi pues, el ideal

[1(z% y?)/D de Z[z,y] es primario y tiene un solo ideal primo minimal sobre el.
iel

El siguiente ejemplo ilustra el Teorema 4.1.
Ejemplo 4.3. Considérese el anillo de los enteros Z y sean I = {p1,p2,...,Dk},
donde py, ..., pr son ntmeros primos distintos entre si, D = (Y'), para algin Y =

{Pj1»Pjs>---»Pj.} €I, conr >1,y el ideal primario (p™) de Z, para todop € I y
m > 1. Entonces,

T

[[e™ /D= ™= @) = Emwn - @) = ((pip, - pi)™)-

pel peY n=1
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Notese que [] (p™)/D no es ideal primo y que (pj,), (pj,), ---» (pj.) son to-
pel
dos los ideales primos minimales sobre [] (p™)/D. Entonces, por el Teorema 4.1,
pel

HI<pm>/D no es ideal primario. Lo cual es cierto, pues (p;,pj, - - pj, )™ 1O es po-
pe
tencia de ningtin namero primo.

En general, la interseccién finita de ideales primarios no es un ideal primario. Sin
embargo, el ultraproducto de un ntmero finito de ideales primarios siempre es un
ideal primario de acuerdo con el Corolario 2.6.

Si @ es un ideal primario de un anillo R, entonces el radical P de @ es llamado
ideal primo asociado de @Q. En este caso, el ideal @) es llamado ideal P-primario.

La coleccion de ideales P-primarios no siempre es cerrada respecto a la operaciéon
ultraproducto de conjuntos, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Antes, notese que, si D es ultrafiltro sobre I y @; es ideal P-primario de un
anillo R, para cada ¢ € I, entonces ab € H Qi;/Dya¢ H Q;/D implica b € P.

En efecto, supongamos que ab € [] Q; /D y aé¢ []Q: /D Entonces
i€l el

{iel:abeQ}n{iel:a¢Q;} €D.

Por consiguiente, {i € [ : ab € Q; y a ¢ Q;} € D. Puesto que Q; es P-primario
y 0 ¢ D, de acuerdo con |7, Capitulo VIII, Teorema 2.10(ii)|, se tiene que b € P.

Por otro lado, [[ Q;/D C P. En efecto, sea = € [] Q;/D arbitrario; entonces
il i€l
{i el:ze€ @} € D. Como Q; es P-primario y §) ¢ D, se tiene x € P. Sin

embargo, la inclusion P C /][ @;/D no siempre es cierta.
\/ iel

Ejemplo 4.4. Considérese el anillo de los enteros Z, y sean I = Z*, D un ultrafiltro
no principal sobre I, p € Z primo y P = (p).

Notese que cada uno de los ideales (p), (p?), ..., (p'), ... es P-primario y
[1{p")/D = (0). Ahora bien, \/(0) = (0). Por tanto, P ¢ [[](p*)/D.
iel iel

5. Productos filtrados de ideales en anillos cociente

Un subconjunto no vacio S de un anillo R es llamado multiplicativo si ab € S
cuando a,b € S. El anillo cociente de R por S, o la localizacion de R por S,
denotado por ST!R, es un anillo conmutativo con identidad cuya construccién es
la generalizacion de la construccion familiar de los numeros racionales a partir de
los ntimeros enteros.

Si S es un subconjunto multiplicativo de un anillo conmutativo R e I es un ideal
de R, entonces ST = {a/s:a € I;s € S} es un ideal en S'R.

Existe una aplicacion @5 : R — S™'R dada por g (r) = rs/s, para todo s € S,
tal que g es un homomorfismo bien definido. El siguiente teorema no es dificil de
demostrar.
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Teorema 5.1. Sean R un anillo, S un subconjunto multiplicativo de R, D un filtro
sobre I y A; un ideal de R, para cada i € I. Entonces,

o (H(S*AZ-)/D> =[[ws'(s"4:)/D.

iel icl

El siguiente teorema provee una caracterizacion de los anillos cociente usando
producto filtrado.

Teorema 5.2. Sean R un anillo, S un subconjunto multiplicativo en R, D un filtro

sobre I y A; un ideal de R, para cada i € I. Entonces, [[(S™*A;)/D=S"'R siy
iel
solo si existe X € D tal que SN A; # 0, para cada i € X.

Demostracion. Suponga que,

[[(s'4)/D = 57'R.

i€l

Entonces,

o <H(51Ai)/D> = R.

iel
Por el Teorema 5.1, [] ¢5'(S714;)/D = R. Asi, 1 € [[ ¢5'(S714;)/D. De este
i€l iel

modo, {i € I : 1g € pg'(S~'A;)} € D. Esto implica que {i € I : ps(1g) €
S71A;} € D.Sea X = {i € I : ps(1g) € S71A;}. Como pg(1g) € S~1A; para
todo i € X, se tiene que pg(lr) = a;/s; para algin a; € A;, s; € S y todo
i € X. Pero ps(lr) = 1gs/s, para todo s € S. Asi, 1grs/s = a;/s; para todo
i € X y todo s € S. Luego, para algin s; € S, ss;s1 = a;ss1 para todo i € X
y todo s € S; pero, ss;s1 € Sy a;ss1 € A;, para todo i € X y todo s € S.
Por tanto, SN A; # (), para todo i € X. Reciprocamente, supongamos que existe
X € D tal que SN A; # () para todo i € X. Sea s; € SN A; para todo i € X.
Entonces 1g-1z = s;/s; € S™1A; para todo i € X. Luego, S™'4; = S™'R para
todo i € X. Nétese que para todoa € ST'R, X C {ie€l:a € S A} € D.
Por consiguiente, ST'R C [[(S7'4;)/D. La otra inclusiéon es obvia. Por tanto,
il

[1(S~*A;)/D = S7'R. Vi
iel

Ejemplo 5.3. Considere el anillo de los enteros Z y el conjunto multiplicativo
S =1{6,62,63,...} de Z. Sean I = Z*, D un ultrafiltro no principal sobre I y el
ideal (6') de Z, para cada i € I. No es dificil probar que,

[1(s6)/D = {m/6" :m € Z,n € Z*}.
el

Ahora usaremos el Teorema 5.2 para llegar al mismo resultado. El conjunto
X ={iel:ps(lr) € ST1A;}, en la demostracién del Teorema 5.2, en este ca-
soes X ={i € ZT : 1s/s € S71(6")}, o lo que es lo mismo, X = {i € ZT : s/s €
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S~1(6%)}. Ahora bien, no es dificil demostrar que, para todo i € Z*, s/s € S~1(6%).
Por consiguiente, X = Z*. Por otro lado, notese que el generador del ideal (6¢), para
cada i € Z*, es un elemento de S. En resumen, existe X € D tal que SN (6%) # 0,
para cada i € X. Entonces, por el Teorema 5.2,

H(S_1<6i>)/D =S 'Z={m/6" :meZnecZ}

Empleando la caracterizaciéon dada en el Corolario 3.8 de un anillo noetheriano
mediante producto filtrado de conjuntos se obtiene el siguiente

Teorema 5.4. Toda localizacion S~ 'R de un anillo noetheriano R, cuando ¢s es
sobreyectivo, es noetheriano.

Demostracion. Como R es noetheriano de acuerdo con el Corolario 3.8, para todo
J, todo filtro D sobre J y para el ideal ¢g5'(S7'I;) en R, donde I; es algtn ideal
de R, para cada j € J, existe X € D tal que

[es' (571 1)) /D = () (e5" (ST 1))

jeJ jEX

De aqui se tiene que

rh (H(Slfj)/D> =g ( N (Slfj))
jeJ jex
Puesto que el homomorfismo g es sobreyectivo, [ (S7'I;)/D = ) (S7'I;). Por
jeJ jeX
tanto, para todo J, todo filiro D sobre J y un ideal S™'I; de SR, para cada
j € J,existe X € D tal que [[(S7'I;)/D = () S~'I;. Luego, de acuerdo con el
jeJ jex
Corolario 3.8, S™'R es noetheriano.

6. Producto filtrado de subreticulos y una caracterizacion de
los reticulos noetherianos

Un conjunto parcialmente ordenado L es un reticulo si para cada a,b € L,
supqa, b} e inf{a, b} son elementos de L.

El siguiente teorema muestra que la coleccién de subreticulos de un reticulo
arbitrario es cerrada respecto a la operaciéon producto filtrado de conjuntos.

Teorema 6.1. Sea L un reticulo, D un filtro sobre I y Q; un subreticulo de L, para

cada i € I. Entonces, [[ Qi/D es un subreticulo de L.
iel
Demostracion. Sean a,b € L arbitarios y tales que a,b € [] @;/D. Entonces,
iel
X={iel: acQ}N{icl: beQi}e€D.Pero, X C{icl: a,beQ;}. Por
definicion de filtro, Y = {i € I : a,b € Q;} € D. Como Q;, para todo i € Y, es
subreticulo de L, se tiene que Y C{i € T : aVb, a Ab € Q;}. Por consiguiente,

{iel: aVb, aNbeQ;} €D. Por tanto, aVb, aAbe [[ Q;/D. ¥4l
iel
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12 Luis F. CAcERES & JOEL MELENDEZ

Un subreticulo J de un reticulo L es un ideal sia € L y b € J implicaa A b € J.
Un ideal propio J de un reticulo L es primo si a,b € L'y a Ab € J implica a € J
obelJ.

Teorema 6.2. Sea L un reticulo, D un filtro sobre I y J; un ideal de L, para cada

i € I. Entonces, [[ Ji;/D es un ideal de L.
iel

Demostracion. Por el Teorema 6.1, H Ji/D es un subreticulo de L. Resta de-
mostrar que sia € Ly b € H Ji/DZEeIntonces alNb e H Ji/D. En efecto, sean
acLybe ] J;/D arbitra;ieofs. Entonces, X = {i € Iz:eé € J;} € D. Como J;,
para todo 616)1(, es ideal de L, se tiene que X C {i € I : a Ab € J;}. Luego, por
definicion de filtro, {i € I : aAb € J;} € D. Por tanto, a Ab € Z];[I Ji/D. ¥4
Teorema 6.3. Sea L un reticulo, D un ultrafiltro sobre I y J; un ideal primo de L,

para cada i € I. Entonces, [[ J;/D es un ideal primo de L.
i€l

Demostracion. Por el Teorema 6.2, H Ji/D es un ideal de L. Resta demostrar que
sia,be LyaAbe ][ Ji/D entonczsesla € [[Ji/D 6be [] Ji/D. En efecto, sean
a,b € L arbitrarios }jetlales que a Ab € HI }ZG/ID Entoncesle[
i€
X={iel: anbeJ;} €D.

Como J;, para todo i € X, es ideal primo, se tiene que

XC{iel: aeld;, o beJ}eD.
Pero,

{icl:aclt; obeJ}C{icl:aci}|J{iel:beJ}eD.

Como D es ultrafiltro sobre I,

{iel:acJ}eD o {iel:beJ}eD.

Por tanto,

ac[[s/D o be]]J/D. 4

icl el

Los siguientes resultados acentuardn nuestra comprensiéon de la operacién pro-
ducto filtrado de conjuntos en un reticulo noetheriano.

Teorema 6.4. Sea L un reticulo y L; un ideal de L, para cada i € I. Si D es un

filtro sobre I y [] L;/D es un ideal principal de L, entonces existe X € D tal que
i€l

[1L:/D= N L.

i€l ieX
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Demostracion. Sea L un reticulo y, para cada ¢ € I, L; un ideal de L. Supong-
amos que D es un filtro sobre I y [[ L;/D es un ideal principal de L. En-
i€l
tonces, [[ L;/D = (a], para algin a € L. También, a € [[ L;/D si y sélo si
iel iel
{iel:acl;}eD.SeaX={ie€l:a€L;}. Siie X entonces [[ L;/D C L,.

i€l
I[zi/pc (L

i€l ieX

Por tanto,

Por otro lado, por el Teorema 2.4,
ﬂ L; C H L;/D. %
i€X il
Del Teorema 6.4, si L es un reticulo noetheriano, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 6.5. Sea L un reticulo noetheriano y L; un ideal de L, para cada i € 1.

Si D es un filtro en I, entonces existe X € D tal que [[ L;/D = () L;.
i€l i€X

El siguiente teorema provee una caracterizacion de los reticulos noetherianos

usando la operacion producto filtrado de conjuntos.

Teorema 6.6. Sea L un reticulo. L es noetheriano si y solo si para todo I, todo
filtro D sobre I y L; un ideal de L, para cada i € I, existe X € D tal que

HL,» /D = ﬂ L;.
i€l i€eX

Demostracion. La primera implicacion es una consecuencia del Corolario 6.5. Para
el reciproco, supéngase que L no es noetheriano y considérese la cadena ascendente
infinita de elementos de L

T <X < oor <y < ove (4)

Sean I = Z*, D un ultrafiltro no principal sobre I y el ideal principal L; = (x;],
para cada ¢ € I. Por hipoétesis,
H Li/D = ﬂ L;,

iel ieX

para algin X € D. Ahora, por (4), notese que
LyCLyC--CL,C---.
Asi, () L; = L, para el elemento mas pequeno m en X. Por tanto, [[ L;/D = Ly,.
ieX iel
Por el Teorema 2.4, |J () L; = Ly,. Entonces () L; C L,,, para cada X € D.
XEDieX ieX

Como D es ultrafiltro no principal sobre I, se tiene que {1,2,3,...,m} ¢ D. En-
tonces, por ser D ultrafiltro sobre I,

Y={m+1m+2,...} € D.
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14 Luis F. CAcERES & JOEL MELENDEZ

Por consiguiente,
Lt = () Li € Lin-
i€y
Esto implica que z,,+1 < x,,, una contradiccién con lo supuesto. Por tanto, L es
reticulo noetheriano. ¥
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