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Sobre la oscilabilidad de las soluciones de la
ecuacion " + f(x,2',t) =0
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ANTONIO I. RUuiz**

Resumen. En este trabajo se determinan condiciones necesarias o su-
ficientes para que las soluciones de la ecuacién de segundo orden no
lineal z” + f(z,2',t) = 0 sean oscilantes. Se analiza el caso particular
f(z,2',t) = a(t) f(z)h(z"), se comparan los resultados obtenidos en uno y
otro caso y se dan ejemplos que patentizan estos resultados.

Abstract. In this work we determine necessary and sufficient conditions in
order to the solutions of the second-order, nonlinear differential equation
" + f(z,2’,t) = 0 be oscillating. We make the analysis of the particular
f(z,2',t) = a(t)f(z)h(z"), comparing both cases and bringing examples to
support those results.

Introduccién

Se conocen diversos trabajos relacionados con las propiedades de las soluciones
de ecuaciones diferenciales no lineales analizadas a partir de su propia expresion,
que son generalizaciones de la ecuacion del péndulo.

En [1] Bobisud obtiene condiciones necesarias y suficientes para la oscilabilidad
de todas las soluciones de la ecuacion:

2" +a(t)f(z) = 0. (1)

En [2] Burton y Grimmer obtienen condiciones necesarias y suficientes para la osci-
labilidad de todas las soluciones de la ecuacién (1). Este resultado fue extendido a
ecuaciones méas generales en [5], [6], [8], [9] y [10]. Este trabajo tiene como objetivos
obtener condiciones para la oscilabilidad de las soluciones de la ecuaciéon diferencial

2"+ f(z,2',t) =0 (2)
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y su caso particular dado por la ecuacion
2"+ a(t) f(@)h(a') =0, (3)

y comparar estos resultados. En [10] pueden verse resultados referidos a esta
ecuacion (3), entre los que se incluye el estudio de la oscilabilidad.

1. Oscilabilidad de las soluciones de la ecuacién
" + f(x,x’,t) =0

Comenzaremos estudiando bajo qué condiciones de la funcion f la ecuacion (2)
tiene soluciones prolongables.

A partir de ahora supondremos ciertas las siguientes condiciones para la funcién
f(z,y,t), lo cual esté en correspondencia con lo exigido al caso particular anterior:

(
(

C) f(z,y,t) es una funcion real y continua respecto a las variables = e y en
—00,+00) y t en [0,+00), y tal que:

L 2f(ey.t) >0
2. fy(w,y,t) >0siz#0;
3. afi(x,y,t) <0,six#0.

Haciendo el cambio de variables 2’ = y en la ecuacion (2) obtenemos el sistema

equivalente:
=y,
(4)
{y, = _f(:r’ayat)

Lema 1.1. Sea (x(t),y(t)) solucion del sistemna (4) tal que x(to) = xo, y(to) = Yo
para algin ty > 0; entonces esta solucion se puede definir para todo t > t.

Demostracion. Sea la funcion auxiliar
y?
V(x7 y’ t) = F(aj7 y7 t) + 77

donde .
Fla,y,1) = / F(s,y,t)ds.
0

Derivando V(x,y,t) con respecto a t a lo largo de las trayectorias del sistema (4)
se obtiene

Vi(z,y,t) = Fz,y,t)f(z,y,t) + F{(z,y,1).
Bajo las condiciones (C) se deduce que V}/(z(t),y(t),t) < 0, es decir, V es es una
funcion no creciente a lo largo de las trayectorias del sistema (4).
Una solucion (x(t),y(t)) del sistema (4) solo puede dejar de estar definida para
todo t > tg si existe T' > ty tal que

22(t) + y*(t) — oo para t— T —0. (5)
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Supongamos que (z(t),y(t)) es una solucion del sistema (4) que no esta definida
para todo t > tg, o sea, existe T > tg tal que se cumple (5). Por ser V no creciente
se tiene entonces

V(z(t),y(t),t) < V(z(o),y(to), to) = Vo,

2
para todo tg <t < T, o sea F(x,y,t) + % < V.

Esta acotacion solo es posible si y(t) esta acotada, es decir, si existe
M >0 tal que [y(t)] <M para todo to<t<T. (6)

Integrando la primera ecuacion del sistema (4) entre tg y t y teniendo en cuenta
(6), tenemos que |z(t)| < |xg| + M (t — o) < |zo| + M(t — to).

De aqui que |z(t)] < N con N = |zo| + M (T — tp).

Se concluye que x(t) esta acotada para todo ty < t < T. Esto contradice (5), y por
consiguiente toda solucion del sistema (4) estd definida para todo to <t <T. U

Daremos a continuaciéon una condiciéon suficiente para que toda solucion de la
ecuacion (4) sea oscilante.

Teorema 1.2. Si para todo € > 0 emiste § > 0 tal que para |z| > § se cumple
|f(z,y,t)] > €, Vt € [0,4+00] y para todo y € R, entonces las soluciones de la

ecuacion (4) son oscilantes.

Demostracion. Basta probar que toda solucién del sistema (4) que esté en el primer
cuadrante pasa al cuarto, y que toda solucion que esté en el tercer cuadrante pasa
al segundo; del cuarto al tercero y del segundo al primero es consecuencia directa
de las direcciones de las velocidades y el razonamiento anterior.

Sea tg tal que y(tg) =k > 0y x(tg) = 0. Como z'(t) = y(to) = k > 0, entonces
z(t) >0 > 0sit =1ty+6, 0 > 0; por lo tanto, |f(x,y,t)| > esit > tp+0. Integrando
la segunda ecuacion del sistema (4) entre ¢ y ¢ obtenemos:

t

y(t) = y(to) — /t f(x,y,s)ds < y(to) —e [ ds =y(to) — e(t —to).

to

t
Cuando t — to—i—y( 0)

llegamos a que la solucién pasa al cuarto cuadrante.

tenemos que y(t) — 0, y por las direcciones de las velocidades

De forma similar se demuestra que la trayectoria pasa del tercer cuadrante al
segundo. ¥

. . P l_ 2 e
Ejemplo 1.3. Las soluciones de la ecuacién z” + x [e“ e 4 e””] = 0, segin el
Teorema 1.2, son oscilantes.
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2. Oscilabilidad de las soluciones de la ecuacién

" 4+ a(t)f(x)h(z') =0

Consideremos ahora el caso particular f(¢,z,2') = a(t)f(z)h(z’), y supongase
que se satisfacen las siguientes condiciones:

(A) a(t) es continuamente diferenciable para 0 <t < oo y tal que a/(¢) tiene un
nimero finito de ceros.

(F) f(x) es continua para —oo < x < 0o y se cumple que zf(z) > 0 si z # 0.
(H) h(y) es continua para —oco < x < 00, es no creciente para y > 0, no decre-

ciente paray < 0y lim h(y) >e>0.
y—Foo

A partir de ahora se supondrian vélidas las condiciones (A), (F) y (H).

La ecuacion z” + a(t) f(x)h(z’) = 0 es equivalente al sistema

r' =y,
{y' — —a(t)f(2)h(y). ™

Lema 2.1. Todas las soluciones del sistema (7) se pueden definir para todo t >
to > 0.

Demostracion. La demostracion de este lema se realiza siguiendo la idea de la
demostraciéon del Lema 1.1. ¥

Teorema 2.2. Si ademds de las condiciones antes indicadas se cumple que
o0 / t —_
/ YO 4 < o, (8)
o alt)

donde a'(t)” = méx (0, —a’(t)), entonces todas las soluciones del sistema (7) son
oscilantes si y solo si

/ " )] k(- to)] df = 00 )

to

para todo k > 0 y todo tyg > 0.

Demostracion. Supéngase que la condicion (9) no se cumple y que todas las solu-
ciones del sistema (7) son oscilantes. Si la condicion (9) no se satisface, entonces

/om @ (§ +10) fls)ds = M < o0

para algan k£ > 0 y algin ¢y > 0.

Considérense ademas las funciones

b(t) = exp —/C;/((:))dr y c(t) =a(0)exp —/C;I((:))dr ,
0 0
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donde o' (t)* = méx|[0,d’(t)]; aqui se cumple que a(t) = b(t)c(t). Ademas de la
condicion (8) se deduce el siguiente acotamiento de b(¢), 0 < by < b(¢t) < 1.

Sea la solucion (z(t), y(t)) del sistema (7) tal que z(to) = 0, y(to) = A > k. Siem-
pre que y(t) >k, 2'(t) > k, por tanto x(t) > k(t —to) y existe 27 1(s) tal que
r71(s) < % + to.

De la segunda ecuacion del sistema (7) se deduce que
y'(t) = =h(k)e(t) f(x(1)). (10)
Integrando (10) entre ¢ y ¢ se obtiene

M) [ ,
vz A= 50 [ el o) o),
y por consiguiente
) 2 20
v = 4= 22 [ e @y = B[ () st

o 4 M)

Si se toma A tal que k% — Ak + Myh(k) < 0, y(t) permanece por encima de la recta
y = k parat > tg, y como x(t) > k(t—tg), entonces z(t) — oo cuando t — oo. Esto
contradice que todas las soluciones del sistema (7) son oscilantes, lo cual prueba la
necesidad de la condicion (9). Con signo (—) se procede de forma similar.

Para probar la suficiencia de la condicion (9) es suficiente ver que cualquier
solucién contenida en el primer cuadrante pasa al cuarto, y que cualquier solucién
que esté en el tercero pasa al segundo, pues el paso del cuarto al tercero y del
segundo al primero se obtiene por la direcciéon de la tangente, pues aqui no pueden
existir asintotas verticales.

Sea la solucion (x(t),y(t)) tal que x(to) = 0, y(to) = k > 0. Cuando la trayectoria
pase al primer cuadrante, se tiene que y(t) < k, y asi a’(¢) < k.

Integrando la segunda ecuacion del sistema (7) se tiene que

b16 () (7’
C

vz [ (R, (1)

Si x(t) — oo, de la desigualdad (11) y la condicion (9) se tiene que y(t) — —oo, asi
la solucién pasa del primero al cuarto cuadrante.

Si x(t) permanece acotada, es decir, z(tg + 6) < z(t) < N, se tiene que
f(x) > P >0 para algin P. De la segunda ecuacion del sistema (7) se obtiene
que

y' = —a(H)h(y)f(x) < Pea(t). (12)

Integrando (12) entre ¢y + d y ¢, se llega a que

t

y(t) <y(to+0) — eP/t H a(s)ds.
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Asi, y(t) — oo cuando t — oo, pues por la condicién (A) se tiene que

oo
/ a(t)dt = co. ¥4
to

Corolario 2.3. Si d/(t) > 0 y se satisfacen las condiciones (F) y (N), entonces
todas las soluciones del sistema (7) son oscilantes si y sdlo si la condicion (9) se
satisface para todo k > 0 y todo ty > 0.

Corolario 2.4. Si a'(t) > 0, a(t) > e ¥t > 0 y se satisfacen (F) y (N), entonces
todas las soluciones del sistema (7) son oscilantes si y solo si la condicion (9) se
satisface para todo k > 0 y todo tg > 0.

Observacion 1. Las condiciones (C3) y (H) se satisfacen simultaneamente para
y < 0 cuando h(y) es diferenciable.

Observacion 2. Las condiciones (C5) y (A) se satisfacen sélo para a/(t) < 0.

Ejemplo 2.5. Sia(t) =t+1, f(z) = 22" Ly h(y) = Me ¥ +e¢, € > 0, se satisfacen
las condiciones del Teorema 2.2.
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