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Una introduccion a los funtores normales

JAVIER CAMARGO GARCIA*

Resumen. En el presente escrito se introducira el funtor de hiperespacios F»
clasificandolo como normal. Ademaés se mostrara una rapida introduccion al
estudio de la teoria de funtores en la categoria de los espacios compactos de
Hausdorft.

1. Introduccién

A mediados del siglo XX se realizaron muchas investigaciones sobre propiedades
topologicas de los funtores, especialmente en las categorias de Tijonov y de los espa-
cios compactos de Hausdorff. La teoria general de funtores en estas categorias tiene
origen en Functors and Uncontable Powers of Compacta [6] en 1981, donde Fv-
genii Schepin, utilizando propiedades topologicas como continuidad, preservacion
de peso, preimégenes, etc., introduce la nocién de funtor normal.

En general, en el estudio de estos funtores se muestran ejemplos no muy adecua-
dos para un estudiante con un curso basico de topologia general. En este escrito,
basado en construcciones clasicas de topologia, mostraremos ejemplos sencillos de
funtores que cumplen varias propiedades topolbgicas, motivando al lector a que
adelante estudios en esta rama tan poco explorada de las matematicas.

2. Preliminares

En esta secciéon se enunciaran definiciones bésicas de topologia general, asi como
de teoria de categorias, necesarias para el desarrollo del presente escrito.

2.1. Conceptos topoldgicos

Cada espacio topolégico X posee una base con cardinalidad minima entre todas
las base del espacio. A este cardinal se lo llama el peso del espacio topologico X, y
se denotara por w(X). En otras palabras,

w(X) = min{|F] : B es base de X}.
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50 JAVIER CAMARGO GARCiA

Sea { X4 }aca una familia de espacios topolégicos, y definamos:

[[ Xa={f: A= {J Xa: f(e) € A Va € A},
acA acA

que llamaremos el espacio producto 6 de Tijonov, con la topologia donde los abiertos
bésicos son de la forma,

n

0= ﬂ 72l (Ua,); donde U,, es abierto de X,,,

en la cudl 7, denota la proyeccion del producto [, 4 X« sobre el espacio X,. Por
definicién de la topologia se tiene que 7, es continua y abierta (no necesariamente
cerrada). Esta topologia definida sobre el espacio producto se conoce como la to-
pologia de Tijonov. Si X, = X para cada o € A, denotaremos [ X, mediante

.. acA
la abreviacion XA.

Ejemplo 2.1. Sea X un espacio topolégico y consideremos el espacio producto R¥;
es facil verificar que los abiertos bésicos de este espacio son de la forma

O: <f;x1,...,xn;€>7

donde f € R¥X,z,...,2, € X y € > 0; ademas si, g € O se tiene que
|f(z:) — g(z;)| < e, paracadai=1,...,n.

Un sistema inverso de espacios topologicos es una familia S = {Xg,pi, A}, donde
A es un conjunto dirigido con la relacion < (A es un conjunto dirigido con la relaciéon
< si es reflexiva, transitiva y para cada x,y € A existe un z € Atal que x < z y
y < z), Xs es un espacio topologico para cada 6 € A y pg es una aplicacién
continua pf, : Xs — X, para cada par d,p € A, tal que p < 6.

Ademés, para cada tres elementos 7,p,d € A, con 7 < p < 4, se cumple

P opg =p° y pY=idy,, paracada a € A.

Consideremos el producto cartesiano Hae 4 Xaj el elemento {Zo}aca del producto
cartesiano es llamado un rayo del sistema inverso .S, si para cada par J,p € A tal
que p < 4, se tiene que p‘sp(arg) =x,.

El subespacio de [],.4 Xa que consiste de todos los rayos del sistema inverso
S = {Xg,pf), A} es llamado el lémite del sistema inverso S, y lo notaremos como

imS 6 lim{Xs,pd, A}.

La prueba de la siguiente proposicion se puede encontrar en [3] y es fundamental
para comprension del texto subsiguiente.

Proposicion 2.2. El limite de un sistema inverso S = {X(;,pf),A} de espacios de
Hausdorff es un subconjunto cerrado del producto cartesiano de estos espacios.
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Ejemplo 2.3. Consideremos el sistema inverso S = {Iy, ,jttzl ,R*}, donde claramente
R* es un conjunto dirigido, I; = [—t,] para cada t € RT y j;! es la inmersion
natural para cada t; < t5. Es inmediato verificar que S es un sistema inverso.
Ademas, el limite del sistema inverso es {0} (h;nS = {0}).

Como caso particular de sistema inverso, es comtin tomar como conjunto dirigido
N ; en este caso el sistema inverso lo llamaremos sucesion inversa, y es correcto
representarlo por:

X1<—f12—X2<—f§’—...<—f]§:21—Xk,1<—f,’:71—Xk<—...

y Xoo C[1;2, X, donde si z € X, se tiene f7(z.,) = Tp,n < m.

2.2. Conceptos categoricos

Por una categoria vamos a entender una cuadrupla C = (Ob, hom, id, o), donde
ObC es una clase cuyos miembros son llamados objetos de la categoria, (también lo
notaremos por |C|); para cada par de objetos A, B, existe el conjunto home (A4, B);
estos conjuntos son disjuntos dos a dos, y sus elementos son llamados morfismos o
flechas de la categoria, que tienen dominio A y contradominio B; un morfismo id4 €
home (A, A), para cada A € |C|, llamado el morfismo identidad de A, y una ley de
composicion asociativa (o) tal que si f € home(A, B) y g € home(B,C), entonces
go f € home(A,C), lamada composicion de f y g, tal que foids = idgof = f.

Un morfismo f € home(A, B) es llamado un epimorfismo si para todo par de
morfismos g, h € home(B,C) tales que ho f = go f se tiene que h = g. De la
misma forma, un morfismo f € home (A, B) es llamado un monomorfismo si para
todo par de morfismos g, h € hom¢(C, A) tales que foh = fog se tiene que h = g.

Ejemplo 2.4. Este trabajo se desarrollara en la categoria donde los objetos son es-
pacios compactos de Hausdorff y los morfismos funciones continuas con la operacion
composicion usual de funciones; esta categoria la denotaremos por Comp.

Para la categoria Comp, un epimorfismo (monomorfismo) es simplemente una
funcion sobreyectiva (inyectiva).

Ahora bien, si C, D son categorias, un funtor es una aplicacion F de C en
D, tal que si A € |C| se tiene que FA € |D|, y si f € hom¢(A4, B) se tiene
Ff € homp(FA, FB), de tal manera que F(go f) = Fgo Ff y Fids = idpa
para cada A objeto de C. Si F' es un funtor de una categoria C en si misma, lla-
maremos a F' un endofuntor en la categoria C.

A continuacion se daréan unos ejemplos con caracteristicas de la teoria de funtores
en los espacios compactos de Hausdorfl, que enunciaremos con detalle mas adelante.
Para esto consideremos la siguiente notaciéon: sea X un espacio compacto de Haus-
dorff; mediante C'(X) denoto el espacio de Banach de las funciones continuas de X
en R (funcionales) donde

I = sup [f(z)].
zeX

Ademas, para cada « en R definimos el funcional ax en C(X) como ax(x) = «
para cada = en X.
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Ejemplo 2.5. Consideremos X € [ Comp |. Definimos VX =[] cc(x) jj|» donde

Lo = [=llell, lell]; es decir, VX € REZ) asi que si v € VX, para cada ¢ € C(X)
se tiene |v(p)| < ||¢||. Claramente VX es un espacio compacto de Hausdorff, con
lo que VX € |Comp|. Para definir un endofuntor en Comp, consideremos f €
hom(X,Y’) un morfismo y definamos V f € hom(V X, VY') mediante la formula

Ty © Vf = Tapof-
Asipues, siv e VX y ¢ € C(Y), se tiene
Vi) (@) =v(o f).

Notese que ||myo |l < ||pof|| < ||¢]- Se verifica de inmediato que VgoV f = V(gof)
y Vidx = idy x para cada X € | Comp |, luego V' es un endofuntor en Comp.

A continuacion daremos un ejemplo presentado con detalle en [2], donde la imagen
funtorial de un espacio compacto de Hausdorff, al igual que en el anterior ejemplo,
tiene representacion funcional (es subespacio de REX )), lo que facilita algunas
pruebas de resultados posteriores.

Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y ¢ : (X,d) — (Y,d'). Se dice que ¢ es
inexpandible si para cualquiera x1,x2 € X se tiene

d/(@(xl)7 @(‘TQ)) < d(xlv .’1,'2)-
Ejemplo 2.6. Para cada X € |Comp| definimos
EX ={v:C(X) = R:v(ex) =c¢, para todo c € R y v es inexpandible}.

Claramente EX € REX) luego del ejemplo 2.1 los abiertos basicos de EX son de
la forma

{(v;p1,...,on;e) v EEX [p1,...,0, € C(X),e > 0}.

El siguiente teorema garantiza que E definido de esta manera funciona bien para
los objetos como un funtor en Comp.

Teorema 2.7. Si X € |Comp|, entonces EX € |Comp|.

Demostracion. Como EX c REX) y REX) es de Hausdorff, entonces EX es

también de Hausdorff, luego tenemos que probar que EX es compacto. Sean v €
EX y ¢ € C(X); entonces, considerando ¢,0x € C(X), por la definicion de
funcional inexpandible tenemos

[v(p) —v(0x)| < llp — Ox||;

se tiene que |v(p)| < |l¢|l, con lo que EX C VX, por lo que nos resta probar que
EX es subconjunto cerrado de V' X.

Sea € VX — EX; luego p no debe cumplir una de las dos condiciones para estar
en FX. Supongamos primero que existe un ¢ € R tal que u(cx) # ¢; entonces
tomemos € = [u(cx) — ¢/, y consideremos el abierto (u;cx; 5).
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Si p' € (u;cx; §5), entonces |p'(cx) — p(ex)| < §. De aqui,

uex) =l = |1 (ex) =] < |w'(ex) — plex)| < W(CX—Q)_C‘
0< = pien) .

Por lo tanto, para cada u' € (u;cx; 5), 1 ¢ EX; entonces (u;¢x;5) C VX — EX,
luego p es punto interior de VX — EX.

Ahora bien, supongamos que existen 1, 1o € C(X) tales que

(h1) = (o) > (|1 — alf;

tomemos & = [u(Y1) — p(2)| — (Y1 —oall, y el abierto (u;41,92;5). Si
'€ (s 1,23 5), entonces |1/ (Y1) — p(v1)] < 5, v |1 (Y2) — p(¥2)| < 5.
(

)
I (1) — ' (P2)] = [((eh2) — ' (2)) — (u(hr) — p' (1)) + ((¥h1) — p(eh2))]

> (1) = p(¥2)| = [(v2) — 1 (P2)] = |p(hr) — p' (31)]

2e

> oy =l +e = 5

Por lo que concluimos que si pu' € (u;%1,%2;5), u' ¢ EX; por lo tanto,
(591,92;5) CVX — EX. En los dos casos tenemos a y como punto interior de
VX — EX, luego obtenemos que EX es compacto.

Para completar la definicion del funtor consideremos X,Y € |Comp| y
f € hom(X,Y). Definimos Ef € hom(EX, EY) asi:

(Ef)(v)(p) =vipof),

donde v € EX y ¢ € C(Y). Con esta definicion se probara que E es un endofuntor
en la categoria Comp. Si v’ € (Ef)(v;pi10f,...,pn0f;d), entonces existe u € EX
tal que Ef(u) =v' y p € (v;o10 f,...,0n 0 f;0); por lo tanto,

[u(piof) —ulpio NIl < 6 = [Ef)W)(w:) = (EH)(e)| < 6,
((EN))(p:) =V (@)l < 0 = v e (BEf)V);@1,---,¢n;0).

De la afirmaciéon demostrada anteriormente,

(Ef)(v;p10f,. . spono f;0) CUES)(0);@1,---,¢n;6)

y Ef es continua. Ademés, para cada X € |Comp| se tiene

(Eidx)(v)(p) = v(poidx) = v(p) = idpx (v)(p),

y dados f € hom(X,Y), g € hom(Y, Z) tendremos:

E(go f)(v)(p) = vipogef) = (Ef)(v)(pog) = (Eg)(ES)(v)(¥),

con lo que se prueba que F es un endofuntor en Comp.
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El siguiente par de ejemplos son basados en la definicion de diferentes hiperespa-
cios dados en Hyperspaces, Fundamentals and Recent Advances, de A. Illanes y S.
Nadler [4], donde algunos aspectos formales son presentados con detalle.

Ejemplo 2.8. Sea X € |Comp |, el hiperespacio de X se define como
CLIX)={ACX:A#¢oNA= A},

dotado con la topologia de Vietoris, donde los abiertos basicos son de la forma

(Ur,....U) ={A € CL(X): AC OUl-/\AOUi#gb},

=1

donde U; es un subconjunto abierto de X, para cada¢ = 1,...,n. Obsérvese ademas
que
(Ur,...,Up) =(U1U...UU,) (X, U1)N...0 (X, Uy),

es decir, los abiertos de la forma (U), (X, V) forman una subbase de Vietoris, con
lo que usando el lema de Alexander, se obtiene que C'L(X) es compacto; ademaés, si
A,B € CL(X) con A # B, podemos suponer sin pérdida de generalidad que existe
a € A— B. Como X es particularmente regular, existen U, V' abiertos disjuntos en
X donde a € U, B C V, luego podemos considerar los abiertos de Vietoris disjuntos
(X,U),(V), tales que A € (X,U) y B € (V), por lo que se concluye que CL(X) es
un espacio de Hausdorff y CL(X) € | Comp|.

Ahora al igual que el ejemplo anterior, consideremos un morfismo f de la categoria
definido entre los espacios X,Y, y definamos CLf € hom(CLX,CLY) asi:

CLf(A) = f(A);

noétese que como X,Y son normales, se tienen condiciones suficientes para garan-
tizar que f es cerrada y que C'Lf esta bien definida. Ademas, se tiene que

(CLHTHY,U) = (X, [7HU)): (CLHTHV) = (71 (V)),

lo que garantiza la continuidad de C'Lf.

CL es un endofuntor en Comp, pues CL(fog)(A) = (fog)(4A) = CLf(g(4)) =
CLf(CLg(A)) = (CLfoCLg)(A) y CLidx(A) = idx(A) = A = idepx(A) para
cada A € CL(X), con lo que completamos la prueba.

El siguiente ejemplo tiene una clara generalizacion, pero se tomaré de esta manera
para realizar los calculos lo mas sencillamente posible.

Ejemplo 2.9. Sea X € | Comp |; definamos el hiperespacio F» X como
BX={ACX: :1<|A] <2}

Aqui, si A € F5X notaremos A = {a1,as}, donde ay,as € X (puede suceder que
a; = as). Claramente F»X es un subespacio de CLX, y si A € CLX — F5X, es
porque |A| > 3, luego existen aj,as y az puntos distintos de A, y como X es un
espacio de Hausdorff, existen Uy, U, y Us abiertos disjuntos en X, donde a; € U;
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para cada i € {1,2,3}; con esto construimos (X, Uy, Us, Us), un abierto del espacio
de Vietoris que contiene a A, donde claramente (X, Uy, Us,Us) N F5 X =, con lo
que concluimos que F> X es un subconjunto cerrado de CLX, y asi F5X € | Comp |.

Para completar la definicion del funtor Fs, consideremos X,Y € |Comp | y f una
funcién continua de X en Y. Definamos F5 f, una aplicacion de F> X en FyY, por
FQf(A) = f(A), donde A € FrX.

De la misma forma que en el anterior ejemplo, se tiene que F5f es continua,
Fy(fog) = Fof o Fagy Fyidx = idp,,, para cada X € |Comp|; luego F5 es un
endofuntor en la categoria Comp.

En la siguiente seccion mostraremos algunas propiedades topologicas propias de
los funtores de esta categoria.

3.  Funtores en Comp

Sea F' un endofuntor en Comp; entonces se tienen las siguientes definiciones:

1. F es monomorfico (epimorfico) si preserva monomorfismos (epimorfismos).

Si F' es un funtor monomorfico, en adelante para cada X € |Comp| y A sub-
conjunto cerrado de X, identificaremos a F'A y Fi(FA) como subconjuntos
de FFX, donde ¢ es la inmersién natural i : A — X.

2. Se dice que el funtor monomorfico F' preserva preimagenes, si para cada
fehom(X,Y)y ACY cerrado se tiene

(FfTHFA) = F(f7(4)).

3. Se dice que el funtor monomoérfico F' preserva intersecciones si para cada
familia {X,}aeca de subconjuntos cerrados de X se tiene

acA a€A

4. El funtor F' es llamado continuo si preserva limites de sistemas inversos, es
decir: si S = {X,,p§, A} es un sistema inverso, F'S = {FX,, F'pg, A} es
también un sistema inverso; entonces

FlimS =1im F'S.
Notese que de la Proposicion 2.2 se tiene que lim S € | Comp |, y la expresion
tiene sentido.

5. F preserva peso si para cada espacio infinito X € | Comp | se tiene

w(X) =w(FX).
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6. El funtor F preserva el conjunto unitario si la imagen de un conjunto unitario
es un conjunto unitario; y se dice que preserva el conjunto vacio si la imagen
funtorial del vacio es el conjunto vacio.

Definicion 3.1. Un funtor F' es llamado normal si cumple las anteriores afirma-
ciones, y F' se dice débilmente normal si satisface las propiedades de funtor normal,
con excepciéon de la propiedad de preservar preimagenes.

4. Ejemplos

Empezaremos con el funtor del ejemplo 2.9, ya que se muestra simplemente como
un ejemplo que facilmente se verifica como normal.

4.3. El funtor F,

A continuacion, a manera de proposiciones se demostrardn una a una las
propiedades para clasificar F; como un funtor normal.

Proposicion 4.1. F5 es un funtor monomdrfico.

Demostracion. Sea f : X — Y un monomorfismo en Comp. Tenemos que probar
que Fof : F3 X — F,Y es tambien un monomorfismo. Sean A, B € F5X; tenemos
A = {a1,a2} vy B = {b1,b2}, v supongamos que a; ¢ {b1,b2}; como f es un
monomorfismo, tenemos que f(a1) ¢ {f(b1), f(b2)}, luego f(a1) ¢ FoB y FR A #
F5 B, con lo que concluimos que F5 es monomorfico. ¥

Proposicion 4.2. El funtor Fs es epimdrfico.

Demostracion. Consideremos f : X — Y un epimorfismo, y demostremos que
Fof : FX — FY es también un epimorfismo en Comp. Sea B = {by,b2} un
elemento de FyY. Como f es epimorfismo, existen {a1, a2} tales que f(ai;) = b1y
f(ag) = b, luego Fy{a1,as} = B, con lo que concluimos que Fy es epimorfico. ¥

Para cada X € |Comp|, tenemos el espacio producto X?; definamos la relacién
(a,b) ~ (¢,d) < (a,b) = (¢,d), V, (a,b) = (d, ¢).
Claramente ~ es una relacion de equivalencia. Definamos ahora
9: X°/n—=FX, por  g([(a,b)]) = {a,b}.
Es inmediato verificar que g es una biyeccion; ademés, nétese que
g7 (U)) = {[(a,0)] : {a, b} € (U)} = {[(a,D)] : {a, b} C U},

que es claramente un abierto del espacio cociente X 2/ ~. De la misma forma tenemos
que g1 ((X,V)) es también un abierto de X?/.., y asi tenemos la continuidad de
g- Ademas, si tomamos O un abierto basico de X 2/ ~, por definiciéon de la topologia
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se tiene que p~1(0) = U x V, donde ¢ es la aplicacién inducida de X? en XQ/N
y U,V son abiertos basicos de X, y tenemos por consiguiente

9(0) = {{a,b} : [(a,])] € O} = {{a,b} : (a,b) e U x V} = (U, V).

Luego g es un homeomorfismo y los espacios Fo X y X 2/ ~ son homeomorfos.

La siguiente proposiciéon es una consecuencia inmediata del anterior paragrafo.

Proposicion 4.3. El funtor Fy preserva peso de compactos infinitos.

La continuidad de un funtor, se debe entender como si dado un sistema inverso
S = {Xa,p3, A}, S = {FX,, Fpj, A} es también un sistema inverso; entonces
existe un homeomorfismo ¢ entre F'lim S y lim F'S tal que p,’ o ¢ = Fp,, donde

Do €8 la proyeccion restringida a lim S y p,” a lim F'S.
Proposicion 4.4. Fy es un funtor continuo.

Demostracion. Sea S = {X,;f?; A} un sistema inverso, y denotemos X =
lm{ Xo; fB8; A} y por Y el limite del sistema inverso [, X = Hm{F5 Xo; Fyff; A}
Ahora definamos ¢ : F»oX — Y por ¢ = {Fops}aca, donde p, es la apli-
cacion proyeccion de X a X,. Tenemos que probar que ¢ es un homeomorfismo.
Sean A, B dos diferentes puntos de F»X; entonces A = {a1,a2} y B = {b1,b2}.
Supongamos que a; ¢ Bj; luego existen oy, s € A tales que pa, (a1) # Pa, (b1)
Y Das(@1) # Pay(b2). Ahora, como A es un conjunto dirigido, existe a € A,
donde a1 < ay as < «; ademas, po(a1) # pa(b1) ¥y palar) # pa(bz), luego
Pala1) & Fopa(B). Entonces Fop,(A) # Fapa(B) v ¢ es inyectiva.

Consideremos ahora C' € Y; si denotamos por p,’ la proyeccion de Y en F X,
basta tomar A = N{{p;1(c1a), P51 (c24)} : P’ (C) = {C1asC20}, Vo € A}. A es un
elemento del espacio F»X, y claramente ¢(A) = C, luego ¢ es sobreyectiva. La
bicontinuidad es consecuencia de la definicién, con lo que concluimos que Fy es
continuo. ¥

Proposicion 4.5. El funtor F preserva intersecciones.

Demostracion. Como en la proposicion anterior se probo que Fs es continuo, es
suficiente probar que Fy(A; N Ag) = FrA; N FrAs.

Si {al,ag} S FQ(Al N Ag), entonces {al, CLQ} C AN AQ, luego {al,ag} € FhbA N
F5As. De manera analoga se prueba que FrA; N FrAy C Fo(A1 N Az), luego el
funtor Fy preserva intersecciones. ¥

Proposicion 4.6. Iy preserva preimdgenes.

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién continua y B un subconjunto cerrado
de Y. Debemos verificar que (Fof) "' (FyB) = Fa(f~1(B)).
Sea A € (Fof) ' (FyB); entonces Fof(A) € FyB, luego f(A) = {b1,ba} es

subconjunto de B, pero A € F5X, luego A = {ay,a2}, con lo que tenemos que
{ar, a2} C f7H(B), asi que A € Fuo(f~(B)).
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Por otra parte, si A € Fo(f~1(B)), entonces A = {aj,az} es subconjunto de
f~YB), luego {f(a1), f(az)} C B. Por lo tanto, Fyf(A) € FyB y obtenemos
Ae (FQf)il(FgB) v

El siguiente teorema es consecuencia de las proposiciones demostradas anterior-
mente.

Teorema 4.7. El funtor Fs es normal.

4.4. El funtor de funcionales inexpandibles £

A continuacién entraremos a verificar cuales de las condiciones para ser fun-
tor normal cumple el funtor de funcionales inexpandibles definido anteriormente.
Antes de empezar con el estudio de las propiedades de este funtor enunciemos el
siguiente lema, que puede considerarse como anélogo al teorema de extension de
Hanh-Banach. La demostracion del siguiente lema, asi como de las afirmaciones no
demostradas en este ejemplo, se pueden encontrar en [2].

Lema 4.8. Sea L C C(X) tal que {cx :c€ R} C L. Siv:L — R es inexpandible
y para cada ¢ € R,v(cx) = ¢, entonces existe v’ : C(X) — R inexpandible tal que
v L =w.

Proposicion 4.9. E es funtor monomdrfico.
Demostracion. Sea j : X — Y un monomorfismo. Hay que probar que Ej : EX —
EY es también monomorfismo. Sean p1, o dos diferentes funcionales en EX; en-

tonces existe ¢ € C(X) tal que p1(p) # p2(p). Como j es monomorfismo y jX es
subconjunto cerrado de Y, un espacio normal, existe ¢ € C(Y) tal que ¢ o j = ¢,

por lo que se tiene que 1 (¢ 0 j) # p2(¢ 0 j), luego (Ej) (1) () # (Ej)(u2)(¥).
Con lo que concluimos que E es monomorfico. ¥

Proposicion 4.10. E es funtor epimdrfico.

Demostracion. Sean f: X — Y un epimorfismo y v € EY. Definimos
C={ypof:9peC(Y)}

Se ve claramente que C' C C(X). Ademas, {cx : ¢ € R} C C, porque para cada
c € R se tiene

cx =cyof, yey € C(Y).

Definamos también un funcional v’ : C — R de la forma
V(o f) =v(y);

v’ esta bien definida, porque f es un epimorfismo. Por definicién tenemos que
v'(cx) = ¢ para cada ¢ € R, y ademés v’ es inexpandible; luego por el Lema 4.8
existe una prolongacion p € EX, y facilmente se verifica que (Ef)(u) = v. Por lo
tanto, el funtor E es epimorfico. ¥
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Para cada 2 € X se tiene el funcional ¢, definido como §,(f) = f(z). Se puede
probar que d, € EX para cada x € X. La aplicacion § : X — FX definida como
d(x) = J, esta bien definida y es continua, pues m, 0 § = ¢, donde ¢ € C(X);
ademas es una inmersion, pues si x; # xo, entonces existe un ¢ € C'(X) tal que
#(21) # (), con o que se concluye que dy, () 7 b, (¢).

Sea (X, d) un espacio métrico; definimos E,(X) como el subespacio de R“(X) de
los funcionales inexpandibles definidas sobre X. Es inmediato verificar que

E,(X) C Cp(X).
Lema 4.11. Sea (X,d) un espacio métrico infinito; entonces
w(Ey(X)) < d(E,(X)) x d(X).

Demostracion. Sean F' C E,(X), F subconjunto denso, tal que |F| < d(E,(X)), y
seleccionamos A C X, también denso, tal que |A| < d(X). Consideremos

B=A{(viy1,...,yn;q) v E Fy; € A,ge Q"},

y probemos que 3 es una base de E,(X). Sean ¢ € E,(X)y (p;21,...,Tn;€)
una vecindad de ¢; entonces tenemos que encontrar un abierto B € [ tal que

€
¢ € By ademés B C (¢;1,...,%n;€). Sean y1,...,yn € A tales que d(x;,y;) < -
para cada i € {1,...,n}, ¥ € F tal que ¥ € (¢;21,...,7,;2) y ¢ € Q tal que

— < g < —.
7 =9=7

1. Probemos que ¢ € (¥;y1,...,Yn;q) . En efecto,
lo(yi) = (i)l <le(yi) — o)l + o) — (i)l + [P(z:) — ¥ (y)]
€ € e
<= Nz + - < =<
St lele) — b+ 5 < T <a
por lo que tenemos que ¢ € (V;y1,...,Yn;q)-
2. Sea ¢ € (Y;y1,--.,Yn;q). Tenemos que

0(z:) = p(ai)| < |p(wi) — Y@ + [¢ (i) — (i)
< (@) — d(ya) | + [D(yi) — (o)l + [P (ys) — (@)l + |9 (i) — p(a3)]

d(wi, yi) + |6(yi) — ()| + d(zi, yi) + [P (w5) — o(z4)] < 3—78 +4q < ¢

A

IN

luego ¢ € (p; 1, ..., Tp;E) .

Con lo anterior se prueba que ( es una base de E,(X), y |f]| = w; entonces
por definicién de peso tenemos w(E,(X)) < w, pero también tenemos que w <
|A| X |F| < d(X) x d(E,(X)), con lo que se concluye que w(E,(X)) < d(E,(X)) x
d(X).

Por definiciéon tenemos E(X) C E,(C(X)) C Cp(C(X)), v utilizando el lema

anterior resulta que
w(B(X)) < d(E(X)) x d(C(X)).
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Proposicion 4.12. FEl funtor E preserva el peso de un compacto de Hausdorff in-
finito.

Demostracion. De la definicion de § enunciada anteriormente tenemos que w(X) <
w(EX). Por otra parte, de resultados presentados en [7] y [6] se tiene que si
Y c Cy(Z), entonces d(Y) < w(Z); como E(X) C Cp(C(X)), obtenemos que
d(E(X)) < w(C(X)), y ademés d(X) < w(X) y w(C(X)) < w(X).
Utilizando el resultado del lema anterior tenemos
w(E(X)) <d(E(X)) xd(C(X)) <
w(C(X)) x w(C(X)) < w(X),

IN A

por lo que concluimos que w(E (X)) = w(X). ¥4
Proposicion 4.13. El funtor E es continuo.

Demostracion. Sea X = 1im S, donde S = {X,,p2, A} es un sistema inverso y cada

X, es compacto. Hagamos Y = lim E(S), donde

E(S) = {E(Xa),E(pg),A},

y probemos que Y = E(X). Sea 7 : E(X) — Y definida de la siguiente forma:

Considerando las proyecciones naturales 7, : X — X, y 7/ : Y — EX,,
entonces
7o om = Emg,.

Probemos que 7 es un homeomorfismo.

Tenemos las proyecciones naturales m, : X — X,. Sean uy,us € E(X) dos
funcionales diferentes; entonces existe ¢ € C(X) tal que p1(p) # p2(p). Sea
a = |p1(p) — p2(p)|. Por el teorema de Stone-Weirestrass, el conjunto {t¢ o 7, :
P € C(Xa)} es denso en C(X); por esto existe un o« € A y una funciéon
Y € C(X,) tales que || — 9 oma|| < §; como 1,z son inexpandibles, se tiene
li(@) — pi( oma)|l < §, para i € {1,2}; entonces:

a = |p1(e) — p2(p)]
= |pa(p) = (P oma) + p1( o ma) — pa(Y o ma) + p2(v o ma) — p2(p)|
< fua(p) = (¥ o ma)| + [p2(p o ma) — pa(@)| + |1 (v o 7o) — p2(h o ma )|
2a
(

Yoma) — ma(oma) + 5

IN

‘,Ul

3 <l oma) = pa(th o ma)l = (Bxa)(1m1) # (Ema) (12):

Como 7, es un epimorfismo, entonces F(m,) es también epimorfismo para cada
a € A. Por lo tanto concluimos que 7 : E(X) — Y es sobreyectivo.

Decimos que p € E(X) es soportado por el cerrado A, si u € E(A).
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Lema 4.14. Sean € E(X), AC X, A es cerrado en X. Entonces p es soportado
por A si y solamente si para cualesquiera p1, o2 € C(X), con w14 = p2|a, se tiene

que p(p1) = pi(p2)-

Proposicion 4.15. El funtor E preserva intersecciones.

Demostracion. Como E es continuo, es suficiente probar que E(A1NAg) = E(A1)N
E(A5). Evidentemente se tiene que E(A1NAs) C E(A1)NE(As3). Sean p € E(A1)N
E(A3)y ¢1,92 € C(X); debemos concluir que ¥1|a,na, = ¥2]a;n4,, ¥ en virtud
del lema anterior obtener el resultado deseado. Consideremos ¢ € C(X) tal que

¢la, =91 ¥ @la, = o como p € E(Ay), entonces pu(p) = p(¢1), y por la
misma razon u(p) = p(s). ¥4

El siguiente teorema es resultado inmediato de los resultados presentados ante-
riormente.

Teorema 4.16. El funtor E es débilmente normal.

A continuaciéon presentamos un ejemplo en el cual se muestra que este funtor no
preserva preimagenes, y por lo tanto no es un funtor normal.

Ejemplo 4.17. Considérense los compactos X = {z1, 22,23}, Y = {y1,y2}, donde
T1,Z2, T3,Y1,Yy2 son todos distintos. Definimos

f:X-=>Y,

f(z1) = y1, f(z2) = f(z3) = yo. Considerando el funcional d,, definido anterior-
mente, claramente se tiene d,, € E({y2}); definimos también

plp) = max{min{p(z1), p(r2) }, min{p(zs), p(z3) }, min{p(z1), p(3)}},

que probaremos que esta en F(X).

Sea cx € C(X); por definicion de cx se tiene que p(cx) = c. Verifiquemos
ahora que es inexpandible. Tomemos ¢1,p2 € C(X). Supongamos primero que
o1(x1) < p1(x2) < pr(x3) vy @a(x1) < pa(x2) < pa(x3); entonces

(1) — (p2)| = lp1(z2) — p2(z2)| < llp1 — p2ll;
de la misma forma, en los demas casos se obtiene que

l(e1) — ple2)] < llpr — w2l

por lo que concluimos que p € E(X). Tomando A = {y2}, un subconjunto cerrado
de Y, sea ¢ € C(X); entonces

(Ef)(1)(p) = u(po f) = p(y2) = 6,, (),

con lo que tenemos que p € (Ef)"1(E(A)); pero claramente se tiene que u ¢
E(f~1(A)), por lo que se concluye que E(f~1(A)) # (Ef)"1(E(A)).

Para complementar el estudio de los funtores normales y revisar mas ejemplos,

se aconseja la ultima referencia, donde los funtores normales juegan un papel in-
dispensable en el desarrollo de este texto.
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