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Introduccion al problema de prescribir la curvatura
gaussiana sobre R>

OSCAR ANDRES MONTANO CARRENO*

Resumen. A partir de elementos conocidos como el producto escalar, el
angulo entre dos vectores, la proyeccion estereografica y la curvatura de una
superficie, entre otros, queremos formular un problema clasico en geometria
diferencial. El problema consiste en demostrar la existencia de una métrica
g conforme puntualmente a la métrica usual de R?, de tal manera que la
curvatura gaussiana calculada con la nueva métrica coincida con una funciéon
suave K dada previamente y que llamaremos curvatura prescrita.

1. Introduccién

Sea (R?,4;;) el plano con la métrica usual. Si g es otra métrica riemanniana en
R?, diremos que g es puntualmente conforme a &;; si y solo si existe una funcion
u € C*(R?) tal que g = €2“§;;. Un problema clasico en geometria diferencial es
determinar la familia de funciones K definidas sobre el plano para las cuales existe
una métrica g, conforme a la métrica d;; y con curvatura de Gauss K.

Dada la funcion K, la existencia de g es equivalente a la existencia de una solucién
suave que satisface el problema siguiente:

Au+Ke* =0 en R? donde g=e*5;. (1)

Pretendemos en este articulo demostrar esta equivalencia, y usar la inversa de la
proyeccion estereografica para exhibir un ejemplo de una métrica conforme con
curvatura gaussiana prescrita igual a uno.

2. Preliminares

2.1. Métricas riemannianas

Una variedad riemanniana es una variedad suave, en la que hemos escogido una
funcion real, bilineal, simétrica y positivamente definida sobre los pares ordenados
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de vectores tangentes en cada punto. Asi, si X, Y y Z pertenecen al espacio tangente
a R?, T,R?, en el punto p, entonces g,(X,Y) es un nimero real y satisface las
siguientes propiedades:

a) gp(X,Y) =g,(Y, X). (simétrica)
b) gp(aX +0Y,Z) = agp(X,Z) +bgp(Y,Z), a,beR. (bilineal)
c) gp(X,X) >0, VX #0. (positivamente positiva)
d) ¢(X,Y) =0, VX implica Y =0. (no singular)

2.2. La primera forma fundamental

Sea f : R? — R3 una superficie suave y regular. El producto escalar que define la
estructura euclidiana en R? determina por restricciéon una forma bilineal simétrica
y no degenerada en cada uno de los espacios tangentes a la superficie, T, f, p € R2.
Dado que la diferencial df(p) es una biyeccion entre T,R? y el espacio tangente
T,f, la primera forma fundamental determina también una métrica riemanniana
sobre R2, asi:

9p(X,Y) = (df (p)X,df (p)Y), peR® XY eT,R?

donde (-, -) es el producto escalar de R3.

Las componentes de la matriz de la forma bilineal en la base fija {e1,e2} en p
son g;; = gp(ei, e;). (Gauss uso la notacion E = g;;, gi2 = go1 = F, gao = G).

2.3. Inversa de la proyeccién estereografica

La parametrizaciéon més natural de la esfera de radio 1 y centro en el origen,
52 esta dada por las coordenadas “geograficas”, o esféricas. Podemos, sin embargo
considerar otra parametrizacién que usa la proyeccion estereografica. Dado el punto
q € S? consideramos la linea recta que pasa por dicho punto y por el polo norte
N = (0,0,1). El punto de interseccion de la recta con el plano zy es la imagen
de ¢ bajo la proyeccion estereografica y se denota por II(q). La aplicacion inversa

—1:R? — §? — N define una parametrizacién de la esfera y esta dada por la

férmula ) )
_ 2x 2y e +y —1
II 1(I7y): 2 2 2 2 2 2
l1+zs+y* 14+224+y* 1+2°+y

Con un calculo sencillo obtenemos

1 2 — 222 + 2y? —4xy
dil N z,y) = —————— —4xy 2+ 222 — 22| ;
(1422 +42)2 4x 4y

por lo tanto, la matriz de la métrica riemanniana inducida por la primera forma
4 10

(I+22+9y2)2 |0 1

a una funcién positiva multiplicada por la matriz de la métrica usual.

fundamental es: [g] = } Obsérvese que esta métrica es igual
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3. Métricas conformes
Definicién 3.1. La métrica g es conforme puntualmente a la métrica usual de R2, i
si y soélo si

9(X,Y) _ 6;(X,Y)
VX, X)Ve(VY) /65X, X)\/65 (YY)
Es decir, g conserva los dngulos entre los vectores. A manera de ejemplo, pode-

mos decir que la métrica riemanniana inducida por la inversa de la proyeccion
estereografica es conforme puntualmente a la métrica usual de R2.

para X,Y € TPRQ, p € R%

Teorema 3.2. La métrica g es conforme puntualmente a la métrica usual §;; de R?
si y sdlo si g = €2“8;5, para alguna funcion u € C*(R?).

Demostracion. La demostracion se hara en un solo sentido; el otro se deja como
ejercicio.

Sea [g] = [? g} , conforme puntualmente a la métrica ;.

1

Tomando X = [1

} yY = B] y aplicando la Definicién 3.1, obtenemos F' = 0;

2 E
} vY = [1} se obtiene la ecuacién V2

0 2 VEVE+G

de donde se deduce E = (. Por ser g una forma bilineal positivamente definida, en-
tonces E > 0. Concluimos entonces que g = E(p)d;; = €2*d;;, donde u = %ln E(p)
yp=(z,y) € R% 4

por otra parte con X =

A continuaciéon daremos respuesta a la siguiente pregunta: ;Qué relacion existe
entre la funcién v y la curvatura gaussiana K relativa a la métrica conforme g7

Teorema 3.3. Si g es una métrica conforme puntualmente a la métrica usual d;;
de R?, y K es la curvatura gaussiana relativa a g, entonces

Au+ Ke** =0 en R?, donde g= eQuéij. (2)

Demostracion. Se sabe que la curvatura de Ricci de g se expresa asi:

_ 8Fijt aFﬁt
YT dat Ol

+ Ffjrit - Fftrijv

donde

kL (%  99u %)

w9 dzd " drt Ol

son los simbolos de Christoffel para g. La curvatura gaussiana esta dada por la
féormula

1 .
2K =R = 3 Z g"* Ry, donde R es la curvatura escalar. (3)

ij
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: — L2uf. . ] — ,—2uf. .
Si g es puntualmente conforme a d;;, entonces g;; = e““d;; y g/ = e~ “"0;;.

Tenemos entonces que

Th=pt,  Thogs  Thogs  Th=—po
9 ou 9 Ju 9 Ou 9 ou
Fu:_wv 122%; 212@, 22:w7
Ry = —2Au, Roo = —2Au.
De (3) se obtiene la ecuacion deseada
Au+ Ke* = 0. ¥l

En el caso de la inversa de la proyeccién estereogréfica se puede verificar que
u=1In2—In(1 + 2% + y?) satisface la ecuacion (2) con K = 1.

En el caso de R? podemos afirmar: dada la curvatura gaussiana prescrita K = 1,
existe al menos una métrica g conforme puntualmente a la usual tal que la curvatura
gaussiana de R? con la métrica g coincide con K.

Es claro que esta métrica es la inducida por la inversa de la proyecciéon estereogra-
fica. La pregunta general sera: jpara qué clase de funciones K existe una métrica
conforme g tal que la curvatura gaussiana relativa a g sea K7

Algunos resultados obtenidos son los siguientes:

Si K es no positiva y |K(p)| decae mas lento que |p|=2 en infinito, entonces la
ecuacion (2), y por ende el problema de la deformacion conforme, no tiene solucion
(ver [7]). Sin embargo, si K es positiva en algin punto, la situacion es diferente.
Si K(py) > 0 para algin py € R?, R. C. Mc Owen (ver [5]) probé que para
K(p) = O(r~%) cuando r — oo, la ecuacién (2) tiene una soluciéon en C?, donde
L es una constante positiva. Adicionalmente no es dificil ver que la ecuacion (2)
tiene soluciones para cada constante positiva K = C. Para el caso en que K es no
positivo en todo R?, K. Chen y C. Lin probaron un resultado de existencia, siempre
y cuando K satisfaga ciertas condiciones adicionales (ver [3]).
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