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Sobre la curvatura escalar de S? x S?

CLAUDIA GRANADOS PINZON*

Resumen. En este trabajo se presenta una alternativa para hallar el tensor
de curvatura de S? x S2, a fin de utilizarlo en el calculo de la curvatura
escalar en cualquier punto dado de esta variedad riemanniana.

Abstract. In this paper we will show an alternative form to find the cur-
vature tensor of S? x S?, in order to use it in the calculation of the scalar
curvature at any given point of this riemannian manifold.

1. Introduccién

Considérese la variedad riemanniana M = 52 x S? = {(p,q) € R®* x R® : |p| = |¢| = 1},
con la métrica producto, donde S? es la esfera unitaria en R3. El plano tangente a M en
el punto m = (p, q) de M, denotado por T, M, es muy util para encontrar el tensor de

curvatura, y se puede ver que esta dado por
TnM = {(u,w) € R® x R® | {u,p) = (w,q) = 0},

donde (,-) denota el producto interno ordinario sobre R3.
Definiendo el tensor de curvatura y la curvatura escalar de una variedad riemanniana
(M™,g) C R", de dimensién n > 2, podemos describir completamente la variedad salvo

movimientos en el espacio R".
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2. Preliminares

Sea M = S? x S2. El siguiente conjunto se conoce como el espacio de los campos vecto-

riales de M:
I(M)={X:M —R® | X essuavey X(m) € T), M para todo m € M}.

Las siguientes definiciones y teoremas proporcionan las herramientas para encontrar el

tensor de curvatura y la curvatura escalar de S% x S2.

Definicién 2.1. Diremos que V es una conexién sobre una variedad diferenciable M si
la funcion V : T'(M) x T'(M) — T'(M), denotada por V(X,Y) = VxY, satisface las
siguientes propiedades para cualesquiera X, Y y Z en I'(M):

1. Vx(Y+2)=VxY +VxZ.
2. VixtvZ = fVxZ + Vy Z para toda funciéon suave f : M — R.

3. VxfY = X(f)Y + fVxY para toda funcion suave f:M — R, donde
X(f): M — R es la derivada direccional de f en la direccion X.

Teorema 2.2. Dada una variedad riemanniana M, existe una unica conexion V sobre

M, llamada conexion Levi Civita, que satisface las siguientes propiedades:
2. (VxY =VyX)(f) =X (f)) —Y(X(f)) para toda funcion suave f: M — R.

Observacion 2.3.

1. El campo vectorial dado por la segunda propiedad del Teorema 2.2 es llamado el

corchete de X e Y, y se denota por [X,Y].

2. Si V es la conexién Levi Civita en RS, entonces la conexién Levi Civita V en
52 x S§? cumple la igualdad VxY = (Vy?)T , donde (ﬁy?)T es la componente

tangencial.

3. EnR® tenemos que VxY (m) = 4Y (a(t))|;=0, donde o es una curva diferenciable

tal que a(0) =m y &(0) = X (m).
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Definicién 2.4. Se define el tensor de curvatura de una variedad riemanniana M como
R:T(M)xT'(M)xT'(M) — T'(M),

dado por
R(X,Y,Z) = R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ.

Definicién 2.5. Sea x = z,, un vector unitario en T;, M. Si tomamos una base ortonormal
{#z1, #z2, ..., zn—1} del hiperplano en T;,, M ortogonal a z, la curvatura de Ricci en la
direccién x en m se define como

n—1

Z(R(x, 2:)x, 2;),

i=1

1

Ricy,(z) = —

y la curvatura escalar en m, estd dada por

(R(zi, 25)2is 25)-
1 =1

n n—1
j=

k(m) = %Z Ricy,(2;) = ﬁ

Se puede demostrar que la Definicion 2.5 es independiente de la base ortonormal, es decir,

las expresiones no dependen de la base ortonormal escogida.

3. Resultado principal

Sean (p,q) € S% x S? y v1,v2,v3,v4 € T(pm(S2 x S?%). Supongamos que v; = (u,w;),
vy = (ug,ws), v3 = (uz,ws) y va = (ug,ws4). Para encontrar el tensor de curvatura de
S? x S? en el punto (p,q), primero extendemos los vectores vy, v2,v3 ¥ v4 a campos

vectoriales mediante la funcién
Z;: 8% x 5% 5 RS

definida como
Zi(@,y) = vi — (vi, (2,0)) (2, 0) — (vs, (0,9))(0,y)

para ¢t =1,2,3,4.

Propiedades:
1. Para 7=1,2,3,4,

Zi(pv Q) =V — <Ui7 (pa O)>(p7 0) - <Uia (07 q)>(07 C]) = V-
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2. {(z,y), Zi(x,y)) =(vi, (x,9)) — (v, (x,0)){(x,0), (z,y)) — (vi, (0,9))((0,y), (z,y))
:<Uia ({E, y)> - <via ({E, 0)> - <viv (Oa y)> =0.

En consecuencia, Z;(z,y) € T(,,,)(5? x S?) para todo (z,y) € S? x S?, donde
i=1,2,3,4.

Ahora, si calculamos Vz, Z;(x,y), tenemos que

Vi) = (V5. 2,)" = (

donde V es la conexion en RS, (a;(0),3:(0)) = (z,y) v (&s(0),5:(0) = Z;(z,y).
Obsérvese que como V es la conexion Levi Civita de R, los campos vectoriales Z; estan
en I'(R%) y su definicion es Z;(z,y) = v;.
Por otra parte,
= [13 {03, (@0 0) @ (),0) = (3, (0, () 0, 1 (4)
= = (03, (@3(0), 0))(6:(0),0) — (v, (6:(0), 0))(@:(0),0)

— (v, (0, 8:(0)))(0, 5:(0)) — (v, (0, 5:(0))) (0, 5;(0))
— — (v, (2,0)) Zi(,0) — (v, Zi(a, 0))(x,0)

(v, (0,9))Zi(0,y) = {vj, Zi(0,9)) (0, ).

d
g Zi(a(t), Bi(1)) o

t=0

Asi,

(szj(ffay))T = —(vj, (#,0))Zi(x,0) — (v, (0,9)) Zi(0, y)

VzZi(p.q) = (Vz.Zi(p,q)" = —(vj, (p,0))Z:(p,0) — (v;,(0,9)) Z(0,q) = 0.
Por consiguiente,
(Zi, Z5)(p.q) = V2. Z;(p,q) — Vz,Zi(p,q) = 0.

Maés atun, obsérvese que

__ T — — — T
o, 922w 0)"]. = [, [0 (0.0 Zi(2.0) — (03, 0,0 Z:(0.9)]

() = (p,q)
=— (v, (»,0))Vz,Zi(p, 0) — [Zk[{v), (x,0))]Zi(x,0)] ,
— (03, (0,0))V'%,Zi(0,0) — [Zi[{v;, (0,9))Zi(0,9)] .,
=— Ek[@jv (z,0))]Z(x O)] (,9) [7k[<vj (0,9))1Z(0, y)] (p.a)’
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y puesto que

- d
Z Vi, \T, = Vi» (i
k [ 5o ( 0)>](p7q) dt< (2:(),0) t=0

= (v5,(@(0),0)) = (v, (ur, 0)),

donde ;(0) =p y (&4(0),0) = (ug,0), reemplazando tenemos

- . ™7 _ _
|:v7k [vfiZJ(xvy)} :| = _<vj7 (ukvo»Zi(p’O) - <Uj’ (vak»zz(oaq)

(p,a)
= — (v, (ug, 0))(us, 0) — {vj, (0, wk)) (0, w;).

Luego
V2. V2, Zij(@,9)(p.g) = — (5, (uk, 0))(us,0) — (v;, (0, wg)) (0, w;).

A continuacién calculamos el tensor de curvatura de S? x S? en el punto (p, q):

(R(Z1,Z2)Z3, Za) (p,q) =V 2,V 2,23 =N 2,V 2,23 + V2, 2,173, Z4) (p,q)
=(—(uvs, (u2,0))(u1,0) — (v, (0, w2))(0,w1)
+ (vs, (u1,0))(uz,0) + (v, (0, w1)) (0, w2), va)
— (us, ua){uy, ug) — (ws, wa) (w1, wy) + (us, u1){uz, uq)

+ (w3, w1 ) (w2, wy).
Ahora, utilizando la expresién para el tensor de curvatura de S? x S2, es facil encon-
trar la curvatura escalar para esta variedad en cualquier punto dado. Por ejemplo, sean
p=(1,0,0,1,0,0) € S? x S? y v1 = ea, va = €3, v3 = €5, v4 = g € Tp(S? x S?).

Puesto que la curvatura escalar esta dada por

4
1 :
=1 Z Ricy (v;),
j=1

usando la expresion para el tensor de curvatura de S? x S? hallamos

Ricy(v1) = %[(R(eg, es)es, e3) + (R(ea, e5)ea, es5)

1
+ <R(625 66)627 €6> + <R(62, 62)62, 62” = g,

Ricy (v2) = [<R(€3, e2)es, e2) + (R(es, es5)es, e5)

L =

+ (R(es, eq)es, eq) + (R(es, e3)es, e3)] = —,
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Ricy(vs) = %[(R(%, ea)es, e2) + (R(es, e3)es, e3)
+ (R(es, e6)es, e6) + (R(es, e5)es, e5>} = %,
Ricp(v4) = % [<R(€6, 62)66, €2> + <R(€6, 63)66, €3>

+ (R(es, e5)es, e5) + (R(es, es)es, 66‘” = %

De lo cual resulta, finalmente,

En este ejemplo hemos encontrado la curvatura escalar de S? x S? en el punto

p=(1,0,0,1,0,0). Similarmente se puede hallar en cualquier otro punto. v
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