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Resumen. En este articulo se introduce una coleccién de trayectorias aleato-
rias radiales coalescentes definidas sobre una region del plano, y se probaréa
que, en una escala difusiva, dicha coleccion converge en distribucion, median-
te homeomorfismo, a una restriccion de la Red Browniana.
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Weak convergence of a sequence of Bernoulli
radial random graphs

Abstract. This article introduce a collection of coalescing random paths
defined on a radial plane region. It will proved that, in a diffusive scale, this
collection converges in distribution, via homeomorphism, to a restriction of
Brownian Web.
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1. Introduccién

Bacelli y Bordenave estudiaron en [2] un grafo aleatorio en el plano llamado Arbol de
expansion radial de un proceso puntual de Poisson (AER). Se puede pensar el AER
como un sistemas de curvas poligonales aleatorias, cuyos vértices se encuentran en los
puntos de un proceso puntual de Poisson homogéneo en el plano y ademaés finalizan
deterministicamente en el origen. Tales curvas poligonales se obtienen de la siguiente
manera: Sea S un proceso de Poisson homogéneo en el plano, y supéngase que Sy es una
realizacion de S; entonces, en cada punto de Sy se aplica el siguiente algoritmo:
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Paso 1. Dado (z,t) € S, dendtese por C; la circunferencia de radio vz2 + ¢2 y centro
en el origen.

Paso 2. Considérese a B,.(z,t) como una bola cerrada con centro en (x,t) y radio r > 0,

y sea r(z,t) = inf{B,(z,t) N C1 NS # B} A (/22 +y2).

Paso 3. Sir(z,t) < vVa? + 2, entonces existe un punto (z1,t;) € Br(m) (z,t)NnCLNS,
y realizamos la interpolacion lineal de (z,t) con (z1,t1). Si r(z,t) > Va2 +t2,
entonces se interpola linealmente el punto (x,t) con el origen.

Figura 1. Representacién esquematica de una realizaciéon del proceso, donde 1o = ro(z,t), r1 =
ri(zi,t1) y {(z,t), (z1,t1), (zz,tg),A,B,C,D} C S. Notese que los puntos A, B, C'y D no pertenecen
a la trayectoria poligonal que une el punto (z,y) al origen O.

Notese que la construccion del AER esté bien definida en casi todas partes. En [9], Fontes
et al. consideran una variante del AER mas “cercana” al modelo de Bacelli y Bordenave
que la analizada en [4] y [12]. En [9], [4] y [12] se obtuvo el mismo limite débil en una escala
difusiva, el cual fue llamado en [9], la red de puentes Brownianos (RPB). La RPB esta
relacionada con la Red Browniana (RB); més precisamente, es una transformacion de
RB, objeto que Fontes et al. en [8] caracterizaron y para el que proporcionaron criterios
de convergencia. En [3], [5], [7], se propusieron modelos que convergen débilmente en una
escala difusiva a la RB, en los cuales se tiene un sistema de trayectorias aleatorias
coalescentes que no se cruzan, y en [10] establecieron criterios para trayectorias con
cruzamiento.

El proposito de este articulo es introducir un modelo més simple que los presentados en
[9],[4] ¥ [12]; si bien esta un poco “distante” del AER, en una escala difusiva, el limite
débil es “cercano” a la RPB, en el sentido que ambos son una transformacion de la RB

y se comportan exactamente igual en el espacio, esto es, la transformacion g(y,s) =
(%, ‘—i‘ — 1) envia la RPB en la RB, mientras que la transformacion h(y,s) = (%, s)

envia el limite débil de nuestro modelo en la RB.

La motivacion para estudiar el AER. proviene de aplicaciones a redes de comunicacion.
Por ejemplo, en sensores de redes inalambricas la informacion detectada se almacena en
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un punto central; la informacion fluye desde los sensores a lo largo de las aristas del
arbol soporte radial, y la raiz de dicho arbol es el punto central; para mas informacion,
ver por ejemplo [6]. La conexion de [6] con el trabajo que vamos a desarrollar se debe
principalmente a la relacion entre el limite débil de nuestro modelo con la RPB.

Sea n € 2N suficientemente grande; para cada k € {1,2,...,n}, se define:

» (Y : Circulo con centro en el origen del plano y radio k;

-9j::%,conj€Zy—n/2<j§n/2;

Su = {P(j.k) € Ci : plk, ) = —k(sin(8;), cos(8;) ) };

= S, = Z es una funcion tal que Lp(p(k:,j)) =k+7;

P, = {p(k,5) : ¢(p(k,j)) € 2Z} C Sn y

{Xy}y cp, € una coleccion de variables aleatorias i.i.d. con distribuciéon de Ber-

noulli, (P(X, =1) =P(X, = -1)=1).

Considere una realizacion de la coleccion de variables aleatorias {X,}. Sea y = p(k, j) €
P, cualquiera con k > 1; sea ag(y) = y, e inductivamente se define ap(y) = p(k —h,j+
Zle Xai(y)) para h = 1,2,...,k — 1. Bajo estas condiciones se introduce la siguiente
definicion:

Definicion 1.1. (,(y) es la trayectoria obtenida al interpolar linealmente los puntos
ao(y),a1(y), ..., ar—1(y) en el respectivo orden.

Notese que las trayectorias aleatorias construidas de esta manera no presentan cruza-
mientos.

Figura 2. Representacion esquemaética de una realizaciéon del algoritmo.

El limite de escala de este modelo (bajo ciertas restricciones) esta relacionado con la Red
Browniana (RB), la cual puede pensarse como una coleccion de movimientos brownianos
coalescentes comenzando en cualquier punto del espacio tiempo. Este objeto fue intro-
ducido en [1], y su motivacion era resolver un problema relacionado con el modelo del
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votante unidimensional, posteriormente analizado en detalle por T6th y Werner en [11].
Fontes et al. en [8] caracterizaron la RB y proporcionaron criterios de convergencia para
una sucesion de trayectorias aleatorias sin cruzamiento. En este articulo se prueba que,
bajo una escala difusiva, la coleccion de trayectorias aleatorias representadas en la Figura
2, restringidas a cierto subconjunto de R? bajo una escala difusiva, convergen débilmente
a un homeomorfismo de la RB.

El resto del articulo esta organizado de la siguiente manera: en la Seccion 2 se realiza
una construcciéon formal del modelo, se define el espacio métrico completo separable
donde la sucesion de grafos aleatorios que se estudia en este articulo asume sus valores,
y finalmente se enuncia el teorema principal. La Seccion 3 est4 completamente dedicada
a la demostracion del teorema principal.

2. Construccion del modelo y resultado principal

En esta seccion se propone un modelo y se enuncia el resultado principal de este trabajo.
A partir de ahora, las trayectorias del modelo se restringen a una region del semiplano
inferior {(z,y) € R?:y < 0}.

Para determinar el limite débil en una escala difusiva de nuestro modelo, es necesario
realizar ciertas restricciones sobre P,.

Definicién 2.1 (Puntos). Sean d§ € (0,1/2), ¢ € (0,1) y n € 2N (suficientemente grande).
Sea V,, C P, definido por

Vo= {y=pk,g) € Pu | 1651 <0¥2712, ks> e}

———

2 f—[na|—
[y a9
L ]
0("5/2“/1)

(a) (b)

Figura 3. (a) Subregion de P,, y (b) Representaciéon esquemética de una realizacion.

Los puntos en V,, pertenecen a la region acotada ilustrada en la Figura 3, y seran usados
como vértices en los cuales comienzan las trayectorias poligonales del modelo.
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Definicion 2.2 (Trayectorias aleatorias). Sea n € 2N suficientemente grande. Para cada
y =p(k,j) € V,, se define B(y) = |y| — |ne] y

k
T = Tn(y) = min{k . 2%‘] + ;Xal(y)‘ > 7’],5—1/2} A (B(y) + 1) (1)

Sea I'y, = {v, | y € V,,} formada por todas las trayectorias poligonales 7, comenzando
eny € V, y pasando a través de los puntos ao(y), a1(y), ..., ar(y), (0,0) restringidas a
la region R x [—n, —ne]. Se llamara Grafo de Bernoulli Radial (GBR) el grafo aleatorio
r,.

Como se vera posteriormente, la probabilidad de ocurrencia del evento

- n51/2}

infinitas veces, es cero. Esto implica que la probabilidad de {7,(y) = 8(y) + 1} eventual-
mente es igual a uno.

h

J+Y Xaw

i=1

, 27
max max —_—
y=p(k,j)EVn 1<h<B(y) N

Es importante resaltar que la eleccion de § y € es necesaria para garantizar que, con gran
probabilidad, las trayectorias aleatorias interpoladas se puedan representar de la forma
z = g(y), donde g es una funcion.

A continuacion se define un espacio métrico en el cual I';,, asume sus valores; ademaés, se
caracterizara y se daran los criterios para la convergencia a un objeto conocido como la
red browniana restricta (ver [9] y [4]), el cual es una modificacion del trabajo de Fontes
et al. en [8]. El objetivo principal es mostrar que el limite débil en la escala difusiva de
T, es decir, de GBR, es un homeomorfismo evaluado en la red browniana restricta, el
cual al igual que en [9] se llamara red de puentes brownianos (RPB).

2.1. La red browniana

A continuacion se presenta una breve caracterizacion de la red browniana (RB) propuesta
en [8]. Sea (RQ, p) la compactacién de R? bajo la métrica

tanh(z1)  tanh(zg)

V | tanh(¢) — tanh(¢s)].
T+ ] 1+l | tanh(t1) (t2)]

p((z1,11), (w2,t2) ) =

R2 puede pensarse como la imagen de [—o0, 00] X [—00, 0] bajo la funcion

tanh(z)
14t °

(z,1) — (®(2,t), V(1)) == < tanh(t)> .

Para cada tg € R = [—00,00], sea Clto] = {f : [to,00] — R | ®(f(t),t) es continua},
y definase II = |, g Clto] x {to}, donde (f,?0) € II representa una trayectoria en R?
comenzando en (f(to), %o ). Para (f, %) € II, se denota por f la funcion que extiende f a
todo R de manera tal que f(t) = f(to) para t < to; tomese

d((f1.t1), (f2,t2)) == sup |®(f1(t), 1) — D(fa(t),1)| V [W(tr) — W(ta)].
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Proposicion 2.3. (II,d) es un espacio métrico completo separable.

Sea H el conjunto formado por los subconjuntos compactos de (II,d), con la métrica
inducida de Hausdorff dy, i.e.,

dy (K1, K3) = sup inf d(g1,92)V sup inf d(g1,g2),
g1EK, 92€K2 ge Ko 91€K1

y sea Fy la o-dlgebra de Borel generada por dy.

Proposicion 2.4. (H,dy) es un espacio métrico completo separable.

La red browniana es una variable aleatoria (H, Fy)-valuada. El siguiente teorema carac-
teriza esta variable aleatoria.

Teorema 2.5. Eziste una variable aleatoria (H, Fx)-valuada, W, cuya distribucion estd
univocamente determinada por las siguientes propiedades:

1. Para cualquier punto (x,t) € R? deterministico, existe una trayectoria browniana,
Wy.t, comenzando en (x,t) con probabilidad 1.

2. Para cualquier n € N y (w1,t1),...,(zn, tn) € R? deterministicos, la distribucion
conjunta de Wy, 1y, ..., Wy, 1, es la de movimientos brownianos coalescentes (con
unidad de difusion constante).

3. Para cualquier subconjunto D de R?, denso, numerable y deterministico, W es la

clausura de {Wy, : (z,t) € D} en (H,Fy) con probabilidad 1.
Demostracion. Ver el Teorema 2.1 en [§]. 4

2.2. La red browniana restricta

Sean r,s € R tales que r < s, y sea A, s = R x [r,s]. Sea (A,.,&ﬁ) la compactacion de
A, s bajo la métrica

ﬁ((ml,tl), ($2, tz)) = |tanh(a:1) — tanh(mz)\ Vv |t1 — tg‘.

A, s puede pensarse como la imagen de R x [r, 5] bajo la funcion (z,t) — (tanhw,?).
Para cada to € [r, s], sea Cr.s[to] := {f : [to.s] = R | f es continua}, y definase II, ; :=
U, €lros] Crs[to]x{to}, donde (f,to) € 1L, s representa una trayectorfa en A, ¢ comenzando
en (f(to),to). Para (f,to) € I, . se denota por f la funcién que extiende f a todo [r, s]
de forma tal que f(t) = f(to) para r <t < ty. Si se toma

dr,s((f1.11), (f2,t2)) == sup

r<t<s

tanh (f1 (t)) — tanh (fg(t)) ’ vV {tl — t2|,

se tiene la siguiente proposicion:

Proposicion 2.6. (I, ;. d, s) es un espacio métrico completo separable.

[Revista Integracion
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Sea M, el conjunto formado por los subconjuntos compactos de (I, ,d, ), con la
métrica inducida de Hausdorff dy,, ,, definida por:

dy, (K1, Ky) = sup inf dys(g1,92)V sup inf d,s(g1,92), (2)
g1eK, 92€K2 g2 €Ky 91€K1

y sea Fy, , la o-algebra de Borel generada por dy, ,. Entonces se tiene que:
Proposicion 2.7. (H,s,dy, ) es un espacio métrico completo separable.
Sea 7—~lr7 s el conjunto formado por los subconjuntos compactos de (H, dz) que contienen

al menos una trayectoria comenzando en A, 5. Si K € 7:[T’S y (f;to) € K con tg € [r, ],
se define (f,to)|r,s como la restriccion de la trayectoria (f, o) al conjunto A, ;.

(f2,t2)
(fo,t0)

(fhfl)

Figura 4. Representaciéon de trayectorias restringidas.

Proposicion 2.8. Si T: (H,s,dy) = (Hrs dy,.,) es la funcion definida por

T(K) = {(/,t0)

entonces T es continua.

rs | (fito) €Ky toe[r,s]},

Demostracion. ¥ esta bien definida. En efecto, para K € ;C[T’S’ el conjunto K’ :=
{(f,to) € K | to € [r,s]} es un subconjunto cerrado del compacto K. Entonces K’
es compacto y el conjunto de trayectorias de K’ restringidas al conjunto A,. s es compac-
to, esto es, T(K) = T(K'). La continuidad de ¥ se sigue del hecho que si {K,}72; es
una sucesion en (#H,dy) que converge a K € (H,dy ), entonces {T(K,,)}22 converge a
T(K) en (Hrs,dy,.,)-

La red browniana restricta (RBR) es una variable aleatoria (H, s, Fu,. . )-valuada, cuya
caracterizacion esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.9. Eziste una variable aleatoria (H, s, Fy, ,)-valuada, W,.s, cuya distribu-
cion estd univocamente determinada por las siguientes propiedades:

1. Para cualquier punto (x,t) € A, s deterministico, existe una trayectoria browniana
Wy i, comenzando en (x,t) con probabilidad 1.
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2. Para cualquier n € N y (x1,t1), ..., (2n, tn) € A, s deterministicos, la distribucion
conjunta de Wy, 4,,..., Wy, 4+, es la de movimientos brownianos coalescentes (con
unidad de difusion constante).

3. Para cualquier subconjunto D de A, s, denso, numerable y deterministico, W, s es

la clausura de {Wy . : (x,t) € D} en (Hy s, Fa,..,)-

Demostracion. Para (z,t) = (z,s), Wy, s puede pensarse como un movimiento browniano
comenzando en (x,s) y terminando en (z,s), i.e., un punto. El teorema se sigue de la
Proposicion 2.8. ]

Definicién 2.10. La variable aleatoria WT, s en el Teorema 2.9 es llamada la red browniana
restricta (RBR)).

Sean tg € [r,s], t > 0, a < by M una variable aleatoria (H, s, §x, . )-valuada. Ademas,
sea na(to, t; a, b) una variable aleatoria {0, 1,2, ...}-valuada que representa el ntumero de
puntos distintos en R x {to+t} que son tocados por alguna trayectoria de M que también
cruza el segmento [a,b] x {to}. Definase naq(to, t;a,b) :==0sitg+t > s.

El siguiente teorema proporciona un criterio de convergencia a la RBR.

Teorema 2.11. Supdngase que X1, Xs, ... son variables aleatorias (M, s, S, ,)-valuadas
con trayectorias que no se cruzan. Si se satisfacen las siguientes condiciones:

I : Para cualquier subconjunto denso y numerable D de A, s y puntos deterministicos

arbitrarios y1,y2,...,ym € D, existen 0Y',...,0% € X, tales que 6Y',... 6™
convergen en distribucion, cuando n — 0o, a movimientos brownianos coalescentes
(con unidad de difusion constante) comenzando en yi,ya, ..., Ym;

By:Vit>0, limsup sup un(n(to,t;a,a +e) > 2) — 0 cuando € = 0+;

n—00 (a,tg)€EA. s

By:¥Vt>0, e llimsup sup  jin (n(to,t; a,a+€) > 3) — 0 cuando € — 0+,

n—00 (a,tg)EA, s

entonces la sucesion de distribuciones pn de Xy, converge a la distribucion pyy,  de la
RBR.

Demostracion. (Bosquejo de la prueba) Siguiendo los pasos de la demostracion del Teo-
rema 2.2 dado en [8], se puede probar de manera analoga este teorema. En el desarrollo
de la prueba las ideas principales a tener en cuenta son el hecho de que las trayectorias
no se crucen, sumado a la condicion (1), implicaran la rigidez de la sucesion (X,,)72 ;. Las
condiciones (By) e (I) garantizan que cualquier limite subsecuencial X de {X},} contiene
una version de la RBR.

Las condiciones (B1) y (B2) juntas implican que E[nx(to,t;a,b)] < E[ny;(to, t;a,b)] =
1+ l\’/_—w—‘z para cualquier ¢y € [r,s],t > 0,a,b € R. Entonces, el Teorema 4.6 en [8] implica

que X contiene Gnicamente las trayectorias del W, . ]
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2.3. Enunciado del resultado principal

El resultado principal de este trabajo es mostrar que bajo la escala difusiva, I',, converge
en distribucién a una transformacion continua de la RBR (en R x [—1, —¢]), donde € €
(0,1) esta fijo.

Sea v : Rx[—1,—¢] — Rx[—1, —¢] definida por ¢ (z,t) = <#/|t|,t>; es facil ver que 1 es

un homeomorfismo y que =1 (u,v) = (=27uv,v). Sea T : H_1 _. — H_1,— la transfor-
macion T(G) = {1/)(1"(15)715)}(.7%)715)6(;’7 entonces T~ 1(F) = {wfl(f(t)t)}(f(t)’t)ep Para
F e H_y,—ne definamos

Notese que A, (F) € H_1,—e.

o™ := A, (T},) es llamada la red de Bernoulli radial bajo una escala difusiva; obsérvese
que ®" € H_; _.. El teorema principal se enuncia a continuacion:

Teorema 2.12. La red de Bernoulli radial bajo una escala difusiva ®" converge débilmente
aT=YW_1 _.) cuando n — co (RPB).

3.  Construccion de la prueba del resultado principal

Para n € 2N suficientemente grande, la definicion en (1) obliga a que las trayectorias de
I, tengan sus puntos contenidos en la region {(z,t) € R? : —n <t < —ne, | tan(z/t)| <
n9=1/2}, El siguiente lema permite demostrar que, con gran probabilidad, la restricion
de que las trayectorias estén contenidas en la region anterior no ocurre. Esto implica que
la restriccion impuesta no es “artificial”. Recuérdese que para y € V,, se tiene entonces

Bly) = Iyl — [nel.

2
Lema 3.1. limsup sup sup —

i
‘j + ZXaj(y)’ =0, con probabilidad 1.
n—oo yeV, 1<i<p(y)+1 1 =~

27
Demostracion. Sea B := {h’msup sup sup  —
n—oo yeV, 1<i<p(y)+1 N

i
‘j+ZXaj(y) > 0}, y sean 0 <
j=1

n<1/2—6fijoy

2| . - _
A, ::{ sup sup f’j—O—ZXaj(y)‘ >n "}‘ 3)
YEVn 1<i<B(y)+1 T =

Notese que B C limsup 4,,. Para probar el lema es suficiente probar que P[limsup A,,] =
2

0. Para cada y = p(k,j) € V, se tiene que =*[j| = |0;] < nd/2=1/2. entonces para n
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104 L.A. VALENCIA, E. ZARRAZOLA & Y. RAMIREZ

suficientemente grande y deterministico,

P[A = P[su su ) + Xo, ) >n”}
[ n} yE‘I/:') 1<1<55, +1 J Z i)
< IP’[ sup sup ’ Xojty - 2]
YEV, 1<i<B(y)+1 T Z a /
)
< nQP[ sup ‘— Zgj > n*"/Z] (4)

1<i<|[n(l—e)|+1 1 T j=1

nz]P’[ (Z )>n1 "/4@ (5)

1<i< Ln(l €)]+1

donde (4) sigue del hecho de que |V,,| < n? y de un argumento de dominacién estocastica
con una coleccion de variables aleatorias {g;} i.i.d con distribucion Bernoulli (1, —1) de
parametro 1/2.

Sea S; = >7_, s; como |S;| < j, se tiene que

n

P ’Z% 141/477] < > B[Sk > n'T/4n]
1<z<n 1 €)|+1 k>|nl=7n/4x|
= Sk ,
=y B ey,
k2lninjan) V"
1-2 1-2,
Como P % > n1/2*77/47r} < 2exp{32w2(1+;’f/27:/4m/z)} < Qexp{—"ﬁhzl} para n
suficientemente grande y k > |n!="/4r|, entonces por (5) se sigue que:
3 n172n
P(A,) < 2n”exp (*W) (6)

Finalmente, de (6) y del Lema de Borel-Cantelli se concluye que P(limsup 4,,) =0. ™
i
i+ > gz-‘ > né_l/g}; entonces

H R 21
Corolario 3.2. Sea A, = {sup sup  oF )
j=

YEVn 1<i<B(y)+1

P(limsup A,,) = 0.

Para n € 2N, A,, es un homeomorfismo de H_,, _ne a H_1,—.. Se necesita probar que
existe Ny € N suficientemente grande tal que sin > No y n € 2N, entoncesI',, € H_p, _pe,
i.e., I'y, es un conjunto finito de funciones restringidas a R x [—n, —ne]. Supongase por
el momento que dicho Ny existe; entonces A, (I',) € H_1,_¢, y se quiere encontrar la
convergencia débil de la sucesion de grafos aleatorios A, (I',). El siguiente lema prueba
que existe Ny € N con la propiedad anteriormente mencionada. Notese que |V,,| < 0o, y
sin > Ny, entonces I'y, € H_p, _ne.

Lema 3.3. Existe Ny € N tal que sin > Ny yn € 2N, entonces para cada y € Vy,, v, es
una funcion, y por tanto I'y, € H_p _ne.
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Demostracion. Seay € V,, siendo v, es la trayectoria poligonal obtenida al interpolar li-
nealmente los puntos a(y), a1(y), - . ., ar(y), (0,0), restringida al conjunto R x [—n, —ne],
donde 7 esté definido en (1). Sea 6 € (—n5*1/2, n‘s*l/z); por definicion de 7, es suficiente
mostrar que existe un Ny € N suficientemente grande tal que si n es par, n > Ny y
ke {n,n—1,...,|nel}, entonces kcos(B) > (k—1)cos(B £ 2n/n), lo cual es equivalente
a

k(cos(B % 2m/n) — cos(B)) < cos(B =+ 2m/n). (7)

Como k| (cos(B8 =+ 2m/n) — cos(B))| < n|sin(v,)|27/n, donde 7, € (8 — 27/n, B + 27/n),
entonces k| (cos(f £ 2w/n) — cos(B)) | < Clyn|, con C > 0 una constante fija. Asi,

k| (cos(8 £ 27 /n) —cos(B))| =0 cuando n — oo, ¥y (8)
cos(f+2m/n) =1 cuando n — oo. 9)
Luego (8) y (9) implican (7). v

En adelante se supone que n > Ny y n es par, donde Ny es el mismo del lema anterior.

Para cada y € V,,, se define & = (|y| — k) (ﬁ sin (0]- + & Zf;l Xal@)) 77%>7 donde

0 <k <|yl —(|ne])+ 1. Sean S} = 25:1 Xa, para k = 0,1,..., |yl — ([ne]) + 1,
(So=0), Spv=1gy UGy ositeli—1,i parai=1,...,[y[ - (|ne] — 1),
esto es, la interpolacion lineal de los dngulos definidos por la trayectoria que comienza

en y, sea

_ L w1

Yy = (‘y' — t) <ﬁ Sin (GJ + 27TSt .J) , _g) (10)
para ¢ € [0, |y| — ne]. Notese que para n > Ny, 7, € (II_1 _e,d—1, ).

Definicién 3.4. Para (v,t) € R x (—o0,0) se define 0(x,t) := tan~1(x/|t|). Ademas,
si Dy, :={(2,t) € R x (—00,0) : [0(z,t)] <n®~Y/2 y t € [-n, —ne]}, entonces para cada

(z,t) € D, se definen I(z,t) == (|(x,t)\ sin (0(z, 1)), —|(z, t)|> y By = {l(z,t) : (x,t) €
D,,}. Finalmente, por simplicidad de notacion se define A, (A) := { (%, %) s (z,y) €
A},

Sea p la métrica de Hausdorff inducida por los subconjuntos compactos de R?. Para
simplicidad en la notacién, se hace la siguiente observacion:

Observacién 3.5. p(/ln(Dn),/ln(En)) converge a 0 cuando n — 0o, pues para cada

(@) € Dy, p(An({(2,0)}), An({l(@,1)}) ) < 21— cos(0(x, 1)) < (1—cos(n®~1/2)).
Por tanto, p( A”l(An) ) An(Bn) ) <1- COS(TL(S_I/Q).

Lema 3.6. Sea ®" := {Vy 1y € Vi }; entonces o pertenece a H_1 ¢ y dy_, _ (P, &)")
converge a 0 en probabilidad cuando n — oo.

Demostracion. Sean 1 > 0 fijo y O el conjunto de trayectorias tales que
d_1,—c(Vy An(y)) >, By € ™ y Ay(yy) € ). Sea A, como en el Corolario 3.2.
Entonces

P[O7] =P[Oy NA] + PO} NAC] <P[AL]+P[O] NA,S]. (11)
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En la prueba del Corolario 3.2 se tiene que P [A,,] converge a 0 cuando n tiende a infinito.
Supongase que v, € AS. Entonces, si (x,t) es un punto de la grafica de v,, se tiene que
(2,t) € Dy, y por tanto, de la observacion 3.5 se tiene que p(7,, A, (7y)) < 1—cos(n®=1/2).
Luego para n suficientemente grande, es claro que p('fy7 An(’yy)) < n/2, lo que implica
que

P [Op N A,°] =0 para n suficientemente grande. (12)

Por tanto, de (11) y (12) se sigue que P [(’);”] converge a 0, cuando n tiende a infinito. M

Observacién 3.7. Del Lema 3.6 se concluye que si existe una variable aleatoria ® que
toma sus valores en H_; _. y tal que ®" converge débilmente a ® cuando n tiende a
infinito, entonces ®" converge débilmente a ¢ cuando n tiende a infinito.

De los criterios de convergencia a la red browniana restricta, y mediante una una trans-
formacion (homeomorfismo) 7' de H_1,_ en H_1,_. de tal forma que T(®") converja
débilmente a W_; _, se tendra que T'(®") también converge débilmente a W_1 ., y por
tanto ®" converge débilmente a T~ (W_; _.).

Lema 3.8. La transformacion

T(K) = {( / t0> (foto) € K} (13)

2m[t]’

de H_1,—c en H_1,—c. es un homemomorfismo.

Demostracion. T esta bien definida. En efecto, sea K un elemento de H_; _.. Se debe
probar que T'(K) es un elemento de H_1 _, i.e, T(K) es una coleccion de funciones
compacta. Sea {(fn,tn)}n>1 C T(K); entonces existe una sucesion de funciones {(gn, tn)}
en K tal que g,(-) = 27| - |fn(-) para t € [t,, —€]. Como {(gn,tn)}tn>1 C Ky K es
compacto, entonces existe una subsucesion {(gn,,tn,)}r>1 tal que (gn,,t,,) converge a
(g9,to) en Iy _, cuando n — 0o, y como € € (0, 1) es fijo, se sigue que (fn,, tn, ) converge
a (%, t0> enll_; _; asi, T(K) es un elemento de IT_; _, luego la funcion T esta bien

definida.

La continuidad de T se prueba con argumentos similares, dado que € € (0,1) y la region
R x [—1, —€] es acotada en el tiempo. Si se tiene una sucesion {K,},>1 de elementos de
H_1,—c tal que K, converge a K en H_; _, es facil ver que T(K,) converge a T'(K)
en H_1,_.. También es claro que T es biyectiva, y la continuidad de T~ se da por los
mismos argumentos. ]

De (10) y (13) se obtiene

7 () = { (32 s 0+ 20570, - para v, = [0, 2wl = )| |

n

Definase T {7y} := X"V y xn :={x"Y : 2 € V,,}. Paracada y € V,,, sea

1
i (20,4 VRS~ ) )

or

para t € I, ,, y sea m, = {71 1y € V, }.
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Lema 3.9. dy_, _. (Xn, ™) converge a 0 en probabilidad, cuando n — oo.

Demostracion. Para y € V,,, tenemos que

d(x™¥,7™Y) = sup \/—ﬁ sin (0; + 27S,;Y) — (ﬁﬂj + \/ﬁSny) ‘
tel, , 2 27
= sup vn sin (6, + 27S,;Y) — (6, + 27 S,;Y)|
tel, , 27
C
< sup W (0, +27Sy; (14)
tel,, 2T

donde la tltima desigualdad es consecuencia de que |sin(f) — 6| < C10? para 0 suficien-
temente pequernio. Luego, sea 1 > 0 fijo; entonces

P [dﬂflﬁé (Xn, Tn) > 77} < P { 4 \/_ (0 +27S); y) > 7]}
y&eVater, ,
/i
=P |:35%%/§z;?§y9 +278)Y | > Co—~— A | (15)
Para cada y € V,,, [0;] < nd/2=1/2; asi, para n suficientemente grande, de (15) se obtiene:
. n.y Vi
Pldu_, . (Xn:7n)>n] < P Lnéa‘m/ftz}lpJ |27S,Y| > 022 1/4} . (16)

Por un argumento de dominacién estocastica, y dado que |V,,| < n?, se obtiene

k

S
i=1

donde {¢;};>1 es una coleccion de variables aleatorias i.i.d con distribuciéon de Bernoulli
(=1,1,1/2) y C; es una constante para i = 1,2,3. Luego de (3),(6)y (17), concluimos
que P [qu,fe (Xn, ™) > 17] converge a 0 cuando n tiende a infinito.

P [dﬂflfs (Xn, ™) > n] < n?P |: max > an1/2n3/4:| , (17)

1<k<n

v

Para y € V,, se tiene que §; = % para algtin j € Z y |0;] < nd/2~ /2,

nd/2+1/2
4w
por interpolacion lineal de puntos determinados por paseos aleatorios simples simétricos

; por tanto, |j| <

J . Notese que {7, },,>n, define un sistema de trayectorias aleatorias, obtenidas

. . . . nd/2+1/2 nb/2+1/2
coalescentes en una escala difusiva, que comienzan en la caja | — i , in X
-1, —¢€].

Teorema 3.10. 7, converge débilmente a W_l,_e.

Demostracion. La condicion I del Teorema 3 es consecuencia de que la caja
[f V&/;:WJ , L”é/;:/zﬂ x [—1, —¢] converge a R x [—1,—¢] cuando n tiende a infi-
nito y del Teorema de Donsker. Las condiciones (B;) y (B2) se siguen del la prueba del
Teorema 7.1 de la pagina 39 en [8]. v
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Los resultados anteriores permiten ahora probar el Teorema 2.12, el cual es el objetivo
principal de este articulo.

Del Lema 3.9 se puede concluir que dg_, _, (Xn,Tn) converge a 0 en probabilidad cuan-
do n tiende a infinito. Asf, del Teorema 3.10 se sigue que x, converge débilmente a
W_1 .. Como x,, = T(@”) y por el Lema 3.8, se tiene que ®" converge débilmente a
T‘l(W 1,—¢), y finalmente del Lema 3.6 se sigue el resultado.
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