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Sobre el funtor de funcionales inexpandibles

JAVIER CAMARGO GARCIA*

Resumen. Se introduce un funtor de funcionales inexpandibles y se de-
muestra que es débilmente normal e induce una monada.

Abstract. Tt is introduced a functor of non-expanding functionals, and it
is shown that this functor is weakly normal and generates a monad.

1. Introduccién

Muchas construcciones de topologia general tienen propiedades funtoriales, es
decir, estas construcciones se pueden definir tanto para espacios, como para
funciones continuas.

En los anos cincuenta y sesenta se realizaron muchas investigaciones sobre pro-
piedades topoldgicas de funtores como productos, hiperespacios, medidas proba-
bilisticas, hiperespacios de inclusion y otras [1]. La teoria general de funtores en
la categoria de los espacios compactos de Hausdorff Comp se inicia con la nocién
de funtor normal introducido por Schepin, la cual estudia algunas propiedades
bésicas topologicas como continuidad, preservacion de peso, imagenes recipro-
cas, etc. [2]. Estas propiedades se consideran generalmente en las categorias
Comp de espacios compactos de Hausdorff y Tych de espacios de Tijonov.

Por otra parte se realizaron muchas investigaciones sobre aspectos algebraicos de
funtores [1, 3]; estos aspectos estan basados en la nocién de moénada introducida
por Eilenberg y Moore [4].

A continuaciéon mostraremos un funtor que cumple muchas de las propiedades
anteriormente mencionadas y se clasifica como un funtor débilmente normal, y
que ademas genera una monada, motivo por el cual permite realizar un estudio
algebraico propuesto en [5] y [6].
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2 JAVIER CAMARGO GARCiA
2. El funtor E

Por Comp denotaremos la categoria de los espacios compactos de Hausdorff
y las funciones continuas. Sea X € |Comp|. Denotaremos C(X) el espacio de
Banach de todas las funciones continuas ¢ : X — R con la norma usual

[8]] = sup [ (2)].
reX

Dado los espacios métricos (X,d) y (Y,d’), una aplicacion f : X — Y la llama-
remos inexpandible si para cada par z1, z2 € X se tiene: d' (f (z1), f (22)) <
d(z1,z2). En adelante llamaremos funcionales a los puntos que estan en REX)
es decir, las aplicaciones (no necesariamente continuas) v : C'(X) — R.

Lema 2.1. Sea L C C(X) tal que {cx :c€ R} C L. Siv: L — R es inexpandi-
ble y para cada c € R, v(cx) = ¢, entonces existe v : C(X) — R inexpandible
y tal que v’|L = .

Demostracion. Sean L C C' (X) tal que {¢x : c€ R} C Lyv: L — R inexpan-
dible y tal que para cada ¢ € R, v (cx) = ¢. Consideremos la familia

F={(B,p): Lc BCC(X), p:B— R inexpandible y pu|, =v};
definimos un orden en F de la siguiente forma:
(B,p) < (B, W) BCB, y ul;=p

Si {(Bk,pr)}re; €8 una cadena de elementos de F, entonces tomando
2 User, Bx — R definida como

p(p) =pr (@), si @€ By,

se tiene que L C Uye; Br € C(X), u|, = vy (Br, k) < (Upes Bro 1) para
cada k € I, de lo cual resulta que (Ukel Bk,u) es una cota superior de la
cadena. Por el lema de Zorn existe un (By, po) € F maximal.

Supongamos que By # C(X). Existe entonces ¢ € C(X) — By; definamos
ademas

D = By U{¢}.

Sean 11,19 € By; supongamos que

[o(1) = o1 — @l 5 po(1) + lvr — ll] N
N [uo(Y2) — 12 — @l , po(h2) + 12 — ¢ll] = ¢

Entonces se tienen dos casos, de los cuales analizaremos uno:

po(¥1) + (|1 — ol < po(t2) — |l — ¢l| -
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Sobre el funtor de funcionales inexpandibles 3

Entonces

11 — Yol < [91 — @l + 12 — @l < |po(¥1) — po(P2)| < [lih1 — b2l

con lo que se presenta una contradiccion. De la misma forma se obtiene una
contradiccion si po (1) + ||t — ¢|| < po(¥1)—||v1 — ¢|; por lo tanto se concluye
que

[o(v1) — 11 — @ll, po (1) + [l — 1N
[0 (Y2) — |[2 — |, po(¥2) + |2 — @ll] # ¢

para cada 1,19 € By. En consecuencia, se puede decir que

() To®) = ¥ =@l po(w) + ¥ — @l] # ¢.

€ By

Para cada a € ¢, [Ho(t) — ¥ — @Il 110() + & — @[] definimos el funcio-

nal
Va()) = {Mo(w) S? (0 EiBo,
a si Y =o.

Claramente v, esté bien definida, luego nos resta probar que v, es inexpandible.
Sean 1,19 € D. Si 91,99 € By, entonces
Va (1) = va (2)| = [0 (V1) — po (2)l] < [[hr — 2| -
Supongamos que 91 € By y 12 ¢ By. Entonces
va (1) = va(@)| = |po(¥1) — al,
y tenemos que

po(¥1) = |1 — ol < a < po(1) + 191 — ¢ll

y por lo tanto
—lt1 =l <a—po(i1) < [[¥1 — ¢l

De lo anterior deducimos que |uo(91) —al < ||1 — ¢||. En conclusion, v es
inexpandible, con lo que se obtiene que (B, g) no es maximal, lo cual es
contradictorio. Luego By = C(X). ¥4

Para cada X € |Comp| definimos
EX ={v:C(X) - R:v(cx) =¢Vc € R y v inexpandible} .
Claramente EX ¢ RE(X) | luego los abiertos basicos de EX son de la forma
(V1,7 Pnse) = {VERC(X) o) —vi(pi)l <e, Vie{l,- 7n}}7

donde v € REK) 1 oo 0, € C(X), €>0.
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4 JAVIER CAMARGO GARCiA

Teorema 2.2. Si X € |Comp|, entonces EX € |Comp|.

Demostracion. Como EX ¢ REX) y REKX) es de Hausdorff, entonces EX es
también de Hausdorff, luego tenemos que probar que FX es compacto. Facil-
mente se verifica que EX C [ cox) [=[lell, [[#ll], por lo que nos resta probar

que EX es subconjunto cerrado de P =[] cc(x) [= oIl s [ll]-

Sea u € P— EX; luego u no debe cumplir una de las dos condiciones para estar
en EX. Supongamos primero que existe un ¢ € R tal que p(cx) # ¢; entonces
tomemos ¢ = |u(cx) — |, y consideremos el abierto (u;cx;$).

Sip' € (picx;§), entonces |1/ (cx) — p(ex)| < 5. De aqui,

Ju(ex) — el — 1 (ex) — el < [ (ex) — mlex)] < )=,
0< I ey -,

Por lo tanto, para cada u' € (u; cx; %), ' ¢ EX; entonces (,u; cx; %) C P-EX,
luego p es punto interior de P — EX.

Ahora supongamos que existen 1,1 € C(X), tales que |u(¢1) — p(2)| >
41 — 12]|; tomemos

e = |u(hr) — pu(b2)| = llv1 — Y2,

y el abierto (,u;z/)l,z/Jg; %) Siu e (u;wl,wgg %), entonces

W) — )l < 5y ) — p()] < 5
De aqui,

1 (1) = (P2)| = (1 (h2) =1 (¥2)) — (pe(t01) — ' (1)) + (pa(3f1) — pa(t2) )|

> (1) = p(h2)| = [p(th2) =1’ ()| — |a(th1) =/ (1)
2e

> r = gall +e = 5,

por lo que concluimos que si ' € (N§¢1»¢2;§)7 ¢ ¢ EX; por lo tanto
(u;wl,@[}g; %) C P — EX. En los dos casos tenemos a g como punto interior
de P — E X, luego obtenemos que EX es compacto.

Consideremos X, Y € [Comp| y el morfismo f:X —Y. Definimos
Ef: EX — EY mediante la férmula

(Ef)(0)(¢) = v(wo f), donde v e EX y e C(Y).
De manera inmediata se prueba que Ef es continua, y posteriormente que FE es

un endofuntor en la categoria Comp.
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Sobre el funtor de funcionales inexpandibles 5
3. E como funtor débilmente normal

Sea F' : Comp — Comp un funtor covariante. Un funtor F' es monomdrfi-
co (epimdrfico), si preserva monomorfismos (epimorfismos). Si F' es un funtor
monomorfico, en adelante para cada X € |Comp| y A subconjunto cerrado de
X, identificaremos a FA y Fi(FA) como subconjuntos de FX, donde i es la
inmersiéon natural i : A — X.

Se dice que el funtor monomoérfico F preserva preimégenes, si para cada funcion
continua f: X —Y y A CY cerrado se tiene (Ff)~Y(FA) = F(f~(4)).

Se dice que el funtor monomorfico F' preserva intersecciones si para cada familia
{Xa}aca de subconjuntos cerrados de X se tiene

ﬂF(X@:F(ﬂ XO,).

acA acA

El funtor F es llamado continuo si preserva limites de sistemas inversos, es decir,
siS = {Xa, PG A} es un sistema inverso sobre el conjunto dirigido A, tenemos
que

FlimS = limF'S,

—7

donde F'S = {FXQ,Fpg,A}.

Finalmente un funtor F' preserva peso si para cada espacio infinito X € |Comp|
se tiene w(X) = w(FX).

Un funtor F' es llamado mormal si es continuo, monomorfico, epimorfico, pre-
serva peso, intersecciones, preimagenes, el espacio unitario y el espacio vacio; se
dice que F' es débilmente normal si satisface las propiedades de funtor normal,
con excepcion de la propiedad de preservar preimagenes.

Los funtores exp, P son normales [1].
Es obvio que F preserva los espacios unitario y vacio.

Proposicion 3.1. E es funtor monomdrfico.

Demostracion. Sea j : X — Y un monomorfismo. Hay que probar que Ej :
EX — EY es también monomorfismo. Sean p1, uo dos diferentes funcionales en
E X entonces existe ¢ € C(X) tal que p1(p) # p2(p). Como j es monomorfismo
y jX es subconjunto cerrado de un espacio normal Y, existe ¢ € C(Y) tal que
Woj =, por lo que se tiene que i1 (1 j) # pa(t 0 7), Tuego (E7)(m)(w) #
(E9)(p2)(%). Con lo que concluimos que E es monomorfico. ¥4

Proposicion 3.2. E es funtor epimdrfico.
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Demostracion. Sean f: X — Y un epimorfismo y v € EY. Definimos
C={vof:4eC)}.

Se ve claramente que C' C C'(X). Ademas, {cx : ¢ € R} C C. Definamos tam-
bién un funcional v’ : C — R de la forma

V(Yo f) = o).

Puesto que f es un epimorfismo, v’ esta bien definida. Por definicién tenemos que
v'(cx) = ¢ para cada ¢ € R, y ademas v’ es inexpandible; luego por el Lema 2.1
existe una prolongacion u € EX, y facilmente se verifica que (Ef)(u) = v. Por
lo tanto, el funtor E es epimorfico.

Para cada x € X, se define §, € EX como ¢, (¢) = ¢ (x), para cada ¢ € C (X).
Es facil chequear que ¢ : X — EX definido como § (z) = §, es una inmersion.

Por C) (X) denotaremos el conjunto de funciones continuas ¢ : X — R, dotado
de la topologia de subespacio de R¥. Por E, (X) notaremos el subconjunto de
C, (X) formado por las aplicaciones que son inexpandibles (siempre que X sea
un espacio métrico).

Lema 3.3. Sea (X,d) un espacio métrico infinito; entonces

w (Ep (X)) < d(Ep (X)) x d(X).

Demostracion. Sea F' C E, (X), F subconjunto denso, tal que |F| < d (E, (X)),
y seleccionemos A C X, también denso, tal que |A| < d(X). Consideremos

B={(;y1,- yn;q) :vEF, yi €A qeQ"},

y probemos que [ es una base de E, (X). Sean ¢ € E, (X) y (¢;x1, -+ ,Zpn;€)
una vecindad de ¢; entonces tenemos que encontrar un abierto B € [ tal
que ¢ € B y ademas B C {(p;21, - ,&n;€). Sean y1, -+ ,yn, € A tales que
d(z;,y;) <e/Tparacadai € {1,--- ,n}, ¥ € Ftalquey € (p;21,- - ,xn;/7)
y q € Q tal que 3¢/7 < q < 4e/7.

1. Probemos que ¢ € (¥;y1, -+ ,yn; q). En efecto,

lo (ys) — ¥ (W)l < Lo (wi) — @ (za)[+]e (i) = ¥ (z)|+]¢ (2:) — ¥ (v3)]
€ € 3e
<+lpl@)-v@)+ s < <q
por lo que tenemos que ¢ € (V;y1,-+* ,Yn;q) -

2. Sea ¢ € (¥;y1, -+ ,Yn; q). Tenemos que
¢ (x:) — @ (i) < o (@) — o (@) + [¥ (i) — @ ()]

[Revista Integracion
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<o (i) — ¢ (y)l+|b (yi) — ¥ (W) |+ (vi) — o (@) [+ (25) — o (23)]
<d(zi,y:) + |0 (i) =¥ ()l + d(zi,y:) + [ (25) — o (1))

<3£Jr <
=7 q>¢g,
luego ¢)€ <§0,Jf1, 7l‘n;€>'

Con lo anterior se prueba que 3 es una base de E,(X), y |8]=w; en-
tonces por definicion de peso tenemos w (E, (X)) < w; pero también te-
nemos que w < |A| x |F| < d(X) x d(E, (X)), con lo que se concluye que
w (Ep (X)) < d(Ep (X)) x d(X).

Proposicion 3.4. El funtor E preserva el peso de un compacto de Hausdorff
infinito.

Demostracion. De la definiciéon de ¢ enunciada anteriormente tenemos que
w(X) <w (EX). Por otra parte, de resultados presentados en [1] y [2] se tiene
quesiY C C, (Z), entonces d (Y) < w(Z); como EX C C, (C (X)), obtenemos
que d(EX) <w(C (X)), yademas d(X) <w(X) vy w(C (X)) <w(X).

Utilizando el resultado del lema anterior tenemos

w(EX) < d(EX)xd(C(X))
< w(C (X)) xw(C (X)) <w(X),
por lo que concluimos w (EX) = w (X).

Proposicion 3.5. El funtor E es continuo.

Demostracion. Sea X = lim S, donde S = {Xa,pg,A} es un sistema in-
verso y cada X, es compacto. Hagamos Y = lim F (S), donde E(S) =
{E(Xa),E (p2),A}, y probemos que Y = E(X). Sea 7 : E(X) — Y defi-
nida considerando las proyecciones naturales 7o, : X — X, y 7, :Y — EX,

entonces
/
m,om = En,.

Probemos que 7 es un homeomorfismo.

Tenemos las proyecciones naturales 7w, : X — X,. Sean u1,us € E(X) dos
funcionales diferentes; entonces existe p € C(X) tal que p1 (p) # pa (¥).
Sea a = |u1 (¢) — pe (©)]. Por el teorema de Stone-Weierstrass, el conjunto
{pomy :9p € C(Xa)}, es denso en C (X); por esto existen un o € A y una fun-
cion ¢ € C'(X,) tales que ||p — 1) omy|| < a/3; como py, pg son inexpandibles,
se tiene ||u; (@) — w; (Y o my )|l < a/3, para i € {1,2}; entonces

a = |p1(p) — p2 (9|
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p (p) = p1 (P oma) + p1 (Yoma) — p2 (Y oma) + pa (P oma) — p2 (9]

< pa (@) = pa (P o o) |+ 2 (Y 0 7o) — p2 (0) |41 (Y 0 o) — p2 (1 0 7a)|
< s (9 o 7a) — 2 (¥ o 1)l + 5

de donde a/3 < |u1 (¥ o mo) — p2 (1 0 4 )|; entonces (Emy) (1) # (Ema) (p2)-
Como 7, es un epimorfismo, entonces F (7,) es también epimorfismo para cada
a € A. Por lo tanto concluimos que 7 : EX — Y es sobreyectivo. ¥

Sea A un subconjunto cerrado de X € |Comp|. Para cada p € EX diremos que
1 es soportado por A, si p € EA C EX.

Lema 3.6. Sean € E(X), A C X, A es cerrado en X. Entonces p es soportado
por A si y solamente si para cada p1,p2 € C(X), con <p1|A = gog}A, se tiene

que 1 (p1) = p(p2)-

Demostracion. Sean p € E(A), ¢1,p2 € C(X) tales que 901|A = <p2|A, y sea
i: A — X la inmersion natural.

Como p € E(A) C E(X), entonces existe v € E (A) tal que (Ei) (v) = pu, y
por esta razéon

(1) = (Bi) (v) (p1) = v (g1 04) =v (1] ,)
=v (2] ) = v (p200) = (Ei) () (p2) = u(2).-

Sean € E(X)y ¢1,2 € C(X) con ¢1], = @], tales que (1) = p(p2);
probemos que g es soportado por A.
Definimos v € E(A) como

v(p) = pu¢'),

donde ¢’ es una extensiéon de ¢ fijada. Consideremos también i € C (A); en-
tonces

(Ei) (v) () =v(Woi)=v (Y] ,) = n(¥),
por lo cual (E%) (v) = p. v

Proposicion 3.7. El funtor E preserva intersecciones.

Demostracion. Como E es continuo, es suficiente probar que E (A; N Az) =
E (A1) N E(As). Evidentemente se tiene que F (A1 N A) C E(A;) N E(Ag).
Sean u € FE(A;) N E(A2) y 1, € C(X); debemos concluir que

w1| AnA, = o Ay Y en virtud al lema anterior obtener el resultado de-
seado. Consideremos ¢ € C(X) tal que <,0|A1 =1y <p|A2 = 1)9; como

w€ E (A1), entonces (@) = p (1), y por la misma razon p(p) = p (). U
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El siguiente teorema es consecuencia inmediata de los resultados presentados
anteriormente.

Teorema 3.8. El funtor E es débilmente normal.

A continuacién presentamos un ejemplo en el cual se muestra que este funtor
no preserva preimagenes, y por lo tanto no es un funtor normal.

Ejemplo 3.9. Sean los compactos X = {z1,22,23}, Y = {y1,42}, donde x4,
To, X3, Y1, Y2 son todos distintos. Definimos

[ X =Y,

f(xz1) = v, f(z2) = f(x3) = y2. Considerando el funcional d,, definido
anteriormente, es obvio que d,, € E ({y2}); definamos también

1 () = méx{min{p (z1) , ¢ (x2)}, min{p (z2), ¢ (z3)}, min{e (z1), ¢ (x3)}},
y probemos que esté en F (X).

Sea cx € C (X); por definicion de cx se tiene que p (cx) = c. Para verificar que
es inexpandible, tomemos 1, p2 € C' (X). Supongamos primero que @1 (1) <
¢1(z2) < @1 (x3) v @2 (21) < @2 (22) < @2 (3); entonces

(1) — p(p2)] = 1 (22) — @2 (22)] < llo1 — w2

de la misma forma, en los demas casos se obtiene que

I (01) = 1 (02)] < llor — @2l

por lo que concluimos que g € E(X). Tomando A = {y»}, un subconjunto
cerrado de Y, sea ¢ € C (X); entonces

(Ef) (1) (0) = u(po f) = (y2) = dy, (),

con lo que tenemos que p € (Ef)” " (E(A)); pero claramente se tiene que
1 ¢ E(f1(A)), por lo que se concluye que E (= (A)) # (Ef) " (E (A)).

4. La Monada E

En esta seccion mostraremos que el funtor de funcionales inexpandibles genera

una moénada. Necesitamos definir primero las transformaciones naturales
p:E*—>E y n:IdComp_’E'

Sean X € |Comp|, g € C (X); definimos g : EX — R continua de la siguiente
forma:
g(w)=wv(g), donde weEX.
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Con esta definicion, la componente natural pX : E?(X) — E(X) queda
definida por

(1X)(a) (9) = (@), donde aeE2(X), geC(X).

Por definicién tenemos que EX C [] co(x) o) donde Loy = [l [lll];
con la aplicacién proyecciéon m, : H<pec(x) Iy, — R se tiene

oo X =,
por lo que se concluye que uX es continua, y por lo tanto estd en Comp.

Proposicién 4.1. ;X (o) € EX para cada o € E*X.

Demostracion. Para demostrar que uX (o) € EX debemos verificar que para
cada c € R, uX () (ex) = C y que pX () es inexpandible.

1. SeaceR, pX(a)(ex)=a(cx)=a(cgx)=-c.

2. Sean @1, 92 € C (X); entonces

[nX (@) (p1) = pX (@) (p2)] = la(p1) —a(@2)] < [lo1 — @2l

= sup [p1(v) — @2 (v)
veEX

= sup [v(p1) —v(p2)l;
veEX

pero como v es inexpandible,

sup [v (¢1) — v (p2)] < [lp1 — w2l
veEEX

con lo que obtenemos el resultado deseado.

Si X € |Comp|, la componente natural nX se define asi:

nX: X — E(X)
z — nX(z)=20,

donde 6, (¢) = ¢ (x), para ¢ € C (X).

Ademas, u.tlhzando nuevamente la proyeccion m, : HLpGC(X) Ijgp — R, se
tiene que si x € X, entonces

e onX (z) = T (nX (x)) = T (02) = 62 () = (2),

con lo que se prueba que m,0nX = ¢, por lo que se concluye que la componente
natural es continua, y por lo tanto nX € |Compl|.

Como
nX (&) (cx) = ex (2) = ¢
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(nX () (1) = nX (2) (p2)| = |1 (2) = 2 ()| < lp1 — 2],

entonces
nX (z) € EX.

Proposicion 4.2. i y n son transformaciones naturales.
Demostracion. Sean X,Y € |Comp| y f € Comp; tenemos:

1. SiveE*X yypeC(Y),entonces

Ef (1X (9)) (¢) = X (9) (¢ f) = 9 (pof) = 9(po Ef)
= B2/ (9) (§) = nY (E2f (9)) (),
con lo que tenemos que j es una transformacion natural.
2. Size XygpeC(Y), entonces

Ef (nX (z))(p) =nX (z)(pof) = du(pof) = pof(z)
= (f(2) = 052 () = Y (f (2)) (),

con lo que la proposiciéon queda demostrada. ¥
Teorema 4.3. La tripla E = (E,n, n) forma una mdénada en la categoria Comp.

Demostracion. Sea v € EX, y consideremos una aplicacion ¢ € C (X). Enton-
ces tenemos que

pX onEX (v) (¢) = uX (nEX (v)) (p) = nEX (v) (#) = @ (v) = v (p).

Ademaés,

pX o EnX (v) () = pX (EnX (v)) (¢) = EnX (v) (¢) =v(ponX) =v(p).

Sean ahora ¥ € E3X y ¢ € C (X). Entonces

pX o pEX (9) (p) = pEX (9) () = 9(4).

Por otro lado tenemos

uX o EpX (9) (¢) = EpX (9) (3) = 9 (F o uX) = 9(3),

donde ¢ € C (E*X) definido por {NE(U) = v (p), con lo que se concluye la
demostracion.

El autor agradece a Taras Radul por su apoyo y motivacion.
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