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Resumen. En este trabajo, dado un modelo que simula el proceso de
polimerizaciéon de la hemoglobina S, se realiza el célculo e identifica-
cion de los coeficientes 6ptimos en correspondencia con datos obtenidos
experimentalmente, aplicando el método del gradiente.

1. Introduccién

La Anemia Drepanocitica o Sicklemia fue la primera enfermedad de origen
molecular descrita; no obstante, constituye aiin un problema de salud a escala
mundial [6]-[23]. Esta enfermedad de origen genético, procedente de Africa, esta
relacionada con una alteracion en la cadena de aminoacidos de hemoglobina que
conduce a la polimerizacion de la hemoglobina S (HbS) en condiciones de baja
oxigenacion, a la deformacion de los globulos rojos, cambios de la permeabilidad
y elasticidad de sus membranas y a modificaciones en la reologia de la sangre
y de multiples procesos fisiologicos. Entre estos se encuentran las crisis vaso-
oclusivas que conducen a un deterioro intenso y progresivo de los enfermos, que
provocando en muchos casos la muerte, por lo general en edades tempranas. En
el mundo, por datos de la Organizacion Mundial de la Salud, cada ano nacen
20 mil ninos afectados [6, 12].

La polimerizacion de la HbS esté influida por miltiples factores, entre otros su
grado de oxigenacion [11, 23, 4], la concentracion [11, 23, 10, 7], la temperatura
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[14, 8], el pH de la solucién [11, 23, 10] y la presencia de otras hemoglobinas
[10, 9, 21], entre otros. La cinética de la formacion de los agregados no ha sido
totalmente explicada. Se ha referido que el proceso de formacién de los agregados
moleculares de HbS puede ocurrir en tiempos que varian en dependencia de
multiples factores fisicos, quimicos y biolégicos [6, 11, 23, 19].

Diversos modelos han sido propuestos para explicar los abundantes datos ex-
perimentales relacionados con la oxigenacién y desoxigenacién de los globulos
rojos, los efectos de la concentracion de la HbS, la accion de la temperatura en
los procesos de agregacion molecular, nucleacion y gelificacion [11, 19, 18, 17].
Muchos modelos son basados en ecuaciones diferenciales no lineales, linealiza-
das para concentraciones de HbS muy bajas [11, 19, 18, 17|, y resuelven casos
particulares muy alejados de las condiciones fisiologicas reales. En [5] se expone
un mecanismo de reaccién y su correspondiente modelo matematico a partir
de un sistema de ecuaciones diferenciales, suponiendo que en el proceso de po-
limerizacion se forman unidades estructurales defectuosas. Con ello se pueden
explicar las aparentes diferencias entre los datos cinéticos y los de la micros-
copia electronica. También se describe, en el marco del modelo presentado, la
influencia en el proceso de polimerizacion de la concentraciéon de la HbS y el
papel de otras hemoglobinas, o de la propia HbS cuando se modifica ligeramente
su conformacién o sus puntos de contactos.

En este trabajo se desarrolla el algoritmo de identificacion y céalculo de los
coeficientes de las ecuaciones diferenciales para un caso particular del mode-
lo general propuesto en [5], lo cual permitiria la realizacion de determinados
pronoésticos cuantitativos de los procesos basicos relacionados con la Anemia
Drepanocitica o Sicklemia.

En el modelo desarrollado en [5] se parte de que la HbS en los glébulos rojos
puede estar en los siguientes estados:

HbS oxigenada:

a) en monomeros;

b) en unidades defectuosas de microttubulos.
HbS desoxigenada:

a) en monoémeros;

=)

en unidades de microtibulos;

en microtabulos;

o

)
)
)
)

(oW

en dominios.

Partiendo de la ley de conservaciéon de la masa, puede expresarse la concentra-
cion total N de HbS mediante la ecuacion [5]

(t) +ny(t) +nz(t) +w(p) = N, (1)

donde
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x(t): concentracion de desoxi HbS en estados de monoémeros o formando
parte de unidades estructurales defectuosas;

t): concentracion de desoxi HbS en microtibulos;
t): concentracion de desoxi HbS en dominios.

w(p): concentracion de oxi HbS (depende de la presion parcial de oxigeno
(p) en la sangre).

El sistema de ecuaciones que describe la cinética del proceso es:

¥ = —-nP(x)— (c—d)z — nby, (2)
vy = (b+e=fly+P), (3)
4= Slaie- ()
2n
donde P(z) = Z a; xy ai, b, ¢, dy e son los coeficientes de reaccion:
i=1

a: de polimerizacion;

b: de despolimerizacion;

c: de cristalizacion por la adicion de mondémeros de desoxi HbS;
d: de descristalizacion por la separacion de mondémeros;

e: de cristalizacion por adiciéon de microtibulos; y

f: de descristalizacion por separaciéon de microttibulos.

a: concentraciéon minima de desoxi HbS necesaria para que ocurra la poli-
merizacion.

n: ntmero de moléculas de HbS (14-16) que forman la unidad estructural de
los microtibulos segiin datos de microscopia electronica.

Si hay ausencia de cristalizaciéon, es decir, que en un instante dado no existen
dominios, el sistema de ecuaciones anterior se simplifica de la siguiente forma:

N = a(t)+ny() +w(p), ()
¥ = —nP(z)+ nby, (6)
y = —by+ Px). (7)
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2. Algoritmo para la identificacion y calculo de los
coeficientes

En [22] se muestra un procedimiento general para identificacion y célculo de
los coeficientes de un modelo general bajo ciertos datos experimentales.

Investigando el comportamiento de un modelo que simula enfermadades de
transmisi6 sexual [20] se obtienen condiciones que garantizan la identificacion
y calculo de los coeficientes. En este trabajo se aplica el método del gradiente
para el calculo de los coeficientes del sistema (8), obteniendo un algoritmo para
este proceso, que es programado en MathLab.

Para resolver este problema es necesario analizar si existe la unicidad en la
identificacion.

Sea dado el sistema de ecuaciones:

/ (8)

¥ =—c1z—cy2? +dy,
Y = arx+ax®—by.

Como en los coeficientes ¢; y d aparecen en una ecuacion y a; y b en la otra,
s6lo nos vamos a referir a uno de estos pares; en el otro se produce de forma
similar.

Escribamos la primera ecuacion de (8) en la forma
—cix+dy =2 +cya’. 9)

Teorema 2.1. Los coeficientes ¢ y d se determinan univocamente, excepto en
el caso en que los puntos (x(t),y(t)) estin sobre una misma recta que pasa por
el origen de coordenadas para todo t.

Demostracion. Como se sabe, para garantizar la unicidad en la identificacion
de los parametros c¢; y d que satisfacen (9) es suficiente que existan ¢ y to tales
que

‘—xl(tl) y(t1)
—x(t2) y(t2)

lo cual garantiza que para ningtn ¢ los puntos (z(t), y(t)) estén sobre una misma
recta. ¥

‘ £0, (10)

Ahora veamos qué condiciones deben cumplir los coeficientes para que se
determinen univocamente.

Teorema 2.2. Si el sistema (8) posee una trayectoria contenida completamente
en una recta que pasa por el origen, entonces los pardmetros (a1, aq, c1, c2, b, d)
satisfacen la igualdad siguiente:

bagcy+ayci = agcy ey +dal. (11)

[Revista Integracion




Algoritmo que modela la polimerizacién de la Hemoglobina S 23

A este resultado se llega tomando y = mx + h y sustituyendo en el sistema
(8).

Para el céalculo de los coeficientes se aplica el método del gradiente. Es-
te algoritmo nos permite determinar aquellos valores de los coeficientes
(a1, aq, 1, c2, b, d) que mejor se ajustan a la solucion del sistema. Todo esto se
puede llevar a cabo después de haber demostrado que el sistema es identificable.

Se realiza una discretizacion del sistema y se obtiene

(Tiy1 — ;) /hi = —c1x; — ca 22 + dy;, (12)
Yir1 —yi)/hi = a1 @ +azx} — by,
donde h; = t;41 — t;, y ademas,
{ (@iv1 — @) /hi = [2(tiva — 2(t:)]/hi = x(ts), (13)
(Yit1 — yi)/hi = [y(tis1 — y(t:)]/hi = y(L).
El nuevo sistema es lineal con respecto a los parametros.
Sean dadas las funciones
n 2
fl(Cl, Co, d) = Z |:xi+1 — X; — hl (—Cl Z; — Co 3312 + dyl)} s (14)
i=1
n 2
falar, az, b) = Z[yi+1 —yi — hi (a1 2 — ag &} — byi)} : (15)
i=1
Aplicando el método del gradiente a las funciones f; y fo tenemos
ofr O0fr 8f1
d d — 16
grad fi(c1, c2, d) = (801 9ey’ 0d (16)
Ofs Ofs 0fq
d b —=, == . 17
grad fa(a1, ag, b) = <8a1 9y’ Ob (17)

Ya se esta en condiciones de obtener los coeficientes 6ptimos mediante un pro-

ceso iterativo que se describe a continuaci(’)n Para ello se necesita una aproxi-

macion inicial de los coeficientes (cf, 3, d°, a?, a9, b):

Ao oot ek =t - ab SR ek b,
of of

=i —ab g (e e, dY), as™ = af —af 3 ° (a, af, ),
8f1 8f2

k+1 _ gk _ k k k k+1 _ 3k _k k 1k

d" =d 18d( , ¢y, dY), b" " =1b 28b( , as, b%),

con la siguiente condicién de parada:
€ €
|Ck+1 cllc‘ < 67 alf+1 alﬂ < 6)
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€ €
|C§+1 _Cg‘ < 67 |a§+1 - aIQC < 67
€ €
@ —d| < P =0t < £

donde ¢ > 0 y af, ok son nimeros reales que se obtienen minimizando las

funciones

— o ==
! 861 2 ! 302

af )
- alf a_dl (C]fa 0157 dk):| )

or(ah) = i [ C ok ok ok — ok Ok ok aby b

of of
pa(af) = fo [of 57 (af b, 09) - o 52 o 0

af .
- oy 02 ).

Es necesario indicar los valores iniciales af, o € (0, 1). Determinados los
coeficientes 6ptimos, se puede ir nuevamente al sistema original, y de esta forma
obtener informacion cuantitativa y nueva que contribuya al entendimiento y

pronostico del los procesos relacionados con la enfermedad.
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