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Resumen. Una de las principales vias de aplicacién de los métodos mate-
maticos para la investigaciéon de procesos de sorcién es el planteamiento
y solucion de modelos matematicos. En este articulo se considera un
problema de sorcién dindmica con cinética de difusion mixta [2]. Se de-
muestra la existencia y unicidad de la solucién en cierto espacio de sua-
vidad finita, ademéas se demuestran ciertas propiedades de la solucion del
problema.

1. Descripcion del problema

En este momento hay un interés préactico en el empleo de los procesos de
absorcion dinamica en la industria quimica, en la del petroleo, en la alimentaria
y en otros campos tecnologicos, procesos que se emplean cuando se limpian los
residuos gaseosos y las aguas residuales de mezclas téxicas, como también en la
selecciéon de muestras para la realizaciéon del monitoreo ecologico.

Los principales métodos de investigaciéon de los modelos matemaéticos de la
absorcion dinamica, bajo condiciones de no equilibrio son descritos en los tra-
bajos de Tijonov, Zhujovistky y Zabezhinsky [1] donde se considera un modelo
matematico unidimensional para la absorciéon dindmica de un gas a través de
un flujo dentro de una columna totalmente llena de granos de un sorbente. Para
describir la cinética del proceso en este modelo se propuso la ecuaciéon de cinética
de difusion externa. En estos trabajos se llevo a cabo una investigacion analitica
y se propusieron métodos numéricos y asintéticos para hallar la solucion.

El fundamento fisico y matematico del modelo deterministico se representa
mediante un sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer o de segundo
orden. La ley de la conservacion de la sustancia se refleja por la ecuacion de
balance, la cual se propaga con una velocidad determinada en el medio, lleno
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con un sorbente poroso. El no equilibrio del proceso, definido por las condiciones
del transporte de masa de los componentes absorvidos en el flujo liquido o por el
gas hacia la superficie del sorbente y en los poros, se caracteriza por la ecuacién
de cinética de difusién. Dependiendo de la manera como transcurre el proceso,
la ecuacion de cinética puede tener diferentes formas, y por lo tanto determina
diferentes modelos matematicos. Cuando el estadio determinante (o sea, el mas
lento o el limitante) es el transporte de masa del flujo hacia la superficie del
sorbente se habla sobre la cinética de absorcién de difusion externa; por el
contrario, si el estadio limitante es el transporte en los poros, la cinética de
absorcion se denomina difusion interna.

2. Estado del problema y formulacion de varios resultados

Consideremos el problema directo para un modelo matematico con cinética
de difusion mixta propuesto por el académico ruso A. N. Tijonov:

v(t)ug(x,t) + ai(z,t) =0, (z,t) € Qr, (1)

ar(z,t) = Blu(z,t) — y(, 1)), (2,t) € Qr, (2)

v(z,t) = f(y(z,1)), (z,t) € Qr, (3)

a(z,t) = agu(z,t) + (1 — ap)e(x, t), (z,t) € Qr, (4)

a(z,t) =v(v(z,t) — c(z,t)), (z,t) € Qr, (5)

u(0,t) = u(?), 0<t<T, (6)

a(z,0) = ¢(z,0) =0, 0<z<lI (7

en donde Qr = [0,1] x [0,T], B y o son los coeficientes cinéticos positivos

de difusiéon externa y de difusion interna, respectivamente, g es una constan-
te también positiva, ag < 1, y la isoterma de absorcion f(€) es una funcion
mondtona, estrictamente creciente, tal que f (0) =0.

Consideraciones acerca de las condiciones limites para el sistema (1)—(7)

Supongamos que vy — oo pero [ es finito. Entonces dividiendo ambos lados de
la ecuacion (5) por ~yy obtenemos que v (z,t) = c¢(x,t) en Qr, y considerando
la ecuacion (4) obtenemos v = a. En efecto, por (4),

a(z,t) = aov(z,t)+ (1 —ap)c(z,t)
= aov(z,t)+ (1 —ap)v(z,t)
= v(x,t).

De esta manera el sistema obtenido coincide con el sistema de ecuaciones para
el caso de difusion externa.

Sea 3 — oo pero g es finito. Razonando de manera analoga de las ecuaciones
(2) v (3) encontramos que

u(z,t) =y (x,t) en Qr,
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Un modelo matematico para los procesos de absorcion dinamica 29

y por (4) y (3) que
v(z,t) = f(u).

Por esta razon el sistema (1)—(7) toma la forma

V(t)us(z, 1) + ay(z, t) = 0, (z,t) € Qr,
aof(u(@,t) + (1 = ag)e(z, 1), (z,1) € Qr,
ct(z,t) = v0(f(ulz,1)) - c(z,1), (z,) € Qr-.

Se ve facilmente que cuando ag — 0, este sistema se convierte en un sistema de
ecuaciones de difusion interna. Ademés, anotemos que el sistema (1)—(7) pasa
al modelo de difusién externa y cuando ag — 1, ya que en este caso la ecuacion
(5) esta de sobra.

a(x,t) =

2.1. Reduccién del sistema (1)—(7)
El modelo (1)—(7) se puede reducir al siguiente problema de contorno-inicial:

v(t)ug (x,t) + Pu(x,t) = BF (v (z,1) 8

ar (x,t) = B(u(z,t) - F(U (z,1))

ve(x, t)+yv(z, t) = ya(x, t)+Au(x, t) = AF (v(x, t)
u(0, 1) 0
a(z,0) =v(z,0)=0, 0

(
(

R
m
> )
=
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En efecto, reemplazando (2) en (1) obtenemos

v(t)uy (z,t) + 6 (u(x,t) —y(zt) =0.

Como v = f (y), si denotamos como F (£) la funcion inversa de f (£) tenemos
que

F)=F( () =y, (13)
y por tanto

v (t)uy + Pu= BF (v).
De otro lado, al reemplazar (13) en (2) se obtiene la ecuacion (9).

Ahora, si se deriva (4) con respecto a t y se reemplazan a;, como esta dado
en (2), y ¢; como esta dado en (5), se tiene que

agvs+7 (1 —ap) (v—c) =F(u—F(v)).

Reemplazando a (1 — ) ¢, el cual se obtiene de la ecuacion (4), y dividendo
por «p, se tiene que
v +yv =+ A(u—F(v)),

en donde v = yg/ag y A = 3/ag. Notese que A > 3, porque 5 >0y 0 < ap < 1.
Finalmente, si hacemos ¢ = 0 en (4) y usamos (7), obtenemos

a(z,0) = agv(z,0)+ (1 —ag)c(z,0)
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apv (2,0) + (1 — ap) a (z,0)
= wv(x,0)
= 0.
2.2. Propiedades de la solucién del problema (8)—(12)

Teorema 2.1. Sean

pe Co,T), u(0)=0, u'(t)>0, paratodote][0,T], (14)
veCl0,T] y v(t)>0, V' (t)>0, paratodote€[0,T],
y
FeCY'(R), F(0)=0, (15)
F'(€) € (0,c1) para todo & € R, ¢; = const.

Entonces existe una tnica de solucién {u(x,t),a(z,t),v (x,t),v(t)} tal que
u,a,v € CH(Qr) y que satisface (8)—(12). Ademas,
ug > 0, as >0, v; >0 en QY, (16)
Uy < 0, a; <0, v, <0 en QOT, (17)

donde Q% = {(z,t) : 0<x <1[,0<t < T} =[0,1] x (0,T).

2.3. Existencia de la solucion

La demostracion de existencia consiste en transformar el problema en un
sistema de ecuaciones integrales equivalente con el problema planteado [3].

Supongamos que las hipotesis del teorema se cumplen. Para empezar, consi-
deremos el problema de valor inicial (8), (11),

v(t)u, + fu = BF(v), (x,t) € Qr,
u(0,t) = u(t), 0<t<T.
Consideremos la ecuacion diferencial como lineal! en z y de la forma
Uy +a(t)u=a()F (v),

en donde « (t) = /v (t). Como el factor de integracion de esta ecuacion es de
la forma
A(.T) — ef(f a(t)ds _ ewa(t)

)

tenemos que la solucién del problema de valor inicial es de la forma

u(z,t) = M(t)e_m(t)—i-a(t)e_m(t)/ F(v(s,1)) e**Dds
0

1Como se sabe por los cursos normales de ecuaciones diferenciales, la solucién de la ecuacion
y' +p(z)y = q(x) sujeta a la condicién inicial y (z9) = yo estd dada por la formula

y(z) =y (zo)e ffo p(s)ds Te leo p(s)ds / efIzO p(s)dsq () dz.

Jaxg
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= p(t)e ™® 4o (t) /: F(v(s,t)) e ®@=s)gs, (18)

Considerando el problema inicial (9), (12)

a; = B(u — F(v)), (z,t) € Qr,
a(z,0) =0, 0<zx<I,

e integrando directamente la ecuacion diferencial respecto a t, obtenemos

a(x,z)

:_0ﬁ/otu(z»z)dzﬂ/OtF(U(x,z))dz.

Usando la condicion inicial y (18) obtenemos

a(z,t) :B/O w(2) e_m(z)dz—ﬁ/o F(v(x,2))dz

t T
+ [3/ / a(2) F (v(s,z)) e @92 ds 2. (19)
o Jo
Finalmente consideremos el problema de valor inicial (10), (12)

v + v = ya + Au — AF(v), (z,t) € Qr,
v(z,0) =0, 0<z<l.

Como el factor de integracion de la ecuacion diferencial, en la variable ¢, es
[&~ds vt
elo =e7",

la solucién del problema de valor inicial considerado es
t ¢
v(r,t) = 7/ a(x,z)e " dz + A/ u(z,z)e 1= dy
0 0

¢
f)\/ F(v(z,z)) e 7t=2) gz,
0

Mediante integracién por partes en la primera integral del lado derecho, obte-

nemos que
t " t
'y/ a(z,z)e 72 dy = et <a (z,2)e? —/ a, (z,2) e”zdz)
0 z=0 0

= a(l‘,Z) - /t a, (x,Z) eiv(tiz)dz
’ t
=a(x,t) — B/ [u(z,z) — F (v(z,2)] e "*2dz
0
=a(z,t) - ﬂ/tu(zvz) e (=2 gy +/6’/t F(v(z,z) e 71724z,
0 0
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Por tanto,

t t
v(z,t) =a(z,t)— A /0 u(z, 2) e A qr 4+ 8y /0 F(v(z,2)) e V=2 g,

donde 31 = 8 — A. Ahora, mediante (18) y (22), se tiene que

)= [ (610 - F o) (5- e
+ /Ot /Omoz(z)F(v (z,2)) e~ (@=s)a(2) (5 _ ﬂlefv(tfz)) dsdz, (20)

con 1 = —-A<0,yaque > [.

Asi hemos obtenido el sistema de ecuaciones integrales (18)—(20) para las
funciones u (z,t), a(z,t) y v (z,t) en Q.

Usemos las hipodtesis del Teorema 2.1 y el método estandar de las aproxima-
ciones sucesivas para demostrar que la ecuacién (20) tiene soluciéon v € C' (Qr).

Definamos la sucesion de funciones {v, (x,t)}, llamada iteraciones de Picard,
por las formulas sucesivas

vo (x,t) =0, F(vg(x,t))=F(0)=0,

v (2,t) = M (z,t) + /tF(vnl (z,2)) (gle—v(t—z) _ 5) dz

0
t T
—(z=s)alz) (g _ g, o= 7(t=2)
+/0 /0 a(2) F (vn-1(s,2))e (6 Bre )dsdz, (21)

donde .
M (z,t) = / w(z) e walz) (ﬁ - Ble_’Y(t_z)) dz.
0

Se mostrara que las iteraciones de Picard convergen uniformemente y dan, en
el limite, la solucién del problema de valor inicial para v.

Demostremos inductivamente que |v, (z,t) — v,—1 (z,t)| es acotado por una
serie absolutamente convergente. Para ello definamos

on (2,t) = vy (2,1) — Vpeq (2, 1),

s

con vy, (x,t) = Y ¢; (x,t), para todo n € N. Para n = 1, se tiene de (22) que

=1

t
er @t = [M(z1)] < P / e g - gre09) e
0

IN

t
P/ 8- fidz = P,
0
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con P = mix 2)|.
e [1(2)

Es de aclarar que, como 0 < z <ty v > 0, entonces —yt < —y(t —2) < 0; y
por tanto,
0<e ™) <1, 0<e M <e 2 <,

0<e = <1,

Adicionalmente, como 81 = 3 — A < 0, tenemos que
0< —pre 772 < —py,

y por consiguiente que 0 < 8 < f — e~ "t=%) < 3 — B, = . Luego
Bre 12 B‘ = ‘ﬁ — Bre 772 <\,

Si definimos
$(t) = F (vp-1(t,2)) — F (vn—2(t,2)),

tenemos para n > 2 que

on (z,1) = /O t [§(x)] (ﬂle*”(t*” - ﬁ) dz
+ /Ot/oma(z) [§(s)] e~ (z)(z—s) (5 _ ﬁle—v(t—z)> ds dz.

Si hacemos A = méx |a(z)|, y teniendo en cuenta que F' es una funcion de
z€[0,t]

Lipschitz, es decir, existe una constante positiva L tal que

[F(y) = F )< Lly—y*l,
y se procede por inducciéon sobre n, n > 2, entonces tenemos que:

P (2ALY)" .
lon (z,1)] < 5L ¢

o0
. 2ALE)™ - .
Puesto que la serie @ALY" o~ ) converge, entonces por el Criterio M de Weiers-

n=0

o0
trass tenemos que la serie > |p, (z,t)| converge absoluta y uniformemente
n=0
en Q7. Como las funciones v, (z,t) son continuas en @7, entonces v, (z,t) —
v(z,t) € C(Qr). Pasando al limite en (21) cuando n — oo obtenemos que la
funcion v(z, t) satisface la ecuacion (20). Definiendo las funciones u(z, t), a(x, t)
de la forma

w(a,t) = p(t)e ™0 £ a(t) / F (5 (s,)) e 0=,
0
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a(x,t) = ﬂ/o p(z) e @) dy — ﬂ/o F (U (z,2))dz
+ 5/0 /Of a(2) F(T(s,z)) e @9 ds dz. (22)

obtenemos que las funciones u(z,t), a(z,t), v(z,t) son de clase C(Qr) y sa-
tisfacen (16)—(17). Un céalculo directo muestra que las funciones u(x,t), a(z,t),
v(x,t) son soluciones de (8)—(12) para (z,t) € Q. Mostremos que el sistema
(16)—(18) tiene solucién unica.

Sean uy (z,t), a1 (x,t),v1(x,t) y ug(z,t), az(z,t), va(z, t) soluciones del sistema
(16)—(18). Puesto que vy (x, t),v2(z, t) son soluciones de la ecuacion integral (18),
entonces para 0 < z <[, 0 <t < T es valida la desigualdad

t

A t) — t)| < 4ma A — dr.
i o0 (1) — (e )] < dmixe (B, |31} 2 | s, () = va(a,7) i

Introduciendo la funcién

W(t) = ogg)él lv1 (2, t) — va(z,t)],

de la desigualdad anterior tenemos
t

W(t) < A/ W(r)dr, 0<t<T,
0

donde A =4méx{3,|5]}c1.

Por el Lema de Gronwall se desprende que W (t) = 0, donde 0 < ¢ < T. Por
lo tanto, v1(x,t) = va(x,t) en Qr. Las igualdades u; (x,t) = ua(x,t), a1(z,t) =
as(z,t) en Qr se desprenden de (16), (17) y de la igualdad vy (z,t) = va(x,t)
en QT-

2.4. Existencia y continuidad de las derivadas parciales de las funciones
u(z,t), a(z,t) y v(z,t)

Puesto que las funciones u(z,t), a(z,t) y v(z,t) son una solucion de (1)—(5),
entonces las derivadas u;, a; y vy existen y son continuas en Q.

Al introducir la funciéon

v(z+h,y)—v(z,y)
h b

In(y) =

tenemos de (20) que
¢ —ha(z) _ 1
Unlt) = / 10 (2) By (t, 2) e~ =) <€T) "
0
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PEF(w(z+h,2)—F(v(x,2))
/0 h B2 (t,2)dz

+
+

> >

a (Z) B2 (t, Z) F (1) (8, z)) e~ (@+h=5)a(2) g 1
) (

t rx+h
iy

t x
/ / o (2) By (t,2) F (v (s, 2)) e” @) dg dz

0 Jo
t —ha(z) _
:/ 1 (2) Ba (t, z) e o) (g) dz
0 h

PF((z+h,2) = F(v(z,2))
/ A B2 (t,2)dz

0

1 t f”a . z v (s. 2)) e~ (@th—s)a(2) g
h/o (/O (2) Ba (t,2) F (v (s, 2)) d
/I+h (2) B (t, 2) F (v (s, z))e<r+hs>a<z>ds> dz

/ / 2) B (£,2) F (v (5, 2)) e~ dsdz

F(xz+h,z2)—F(v(z,z)
/ v(z+h,z —v(a: 2) Up(2)02 (t,2) dz

/ / 2) B2 (8, 2) (syz))e‘(m‘s>“<z><e‘ha<2> - E) dsdz

/ / 2) B (t,2) F (v (s, 2)) e” @t gs gz
= @1 (.’L’ h t)-‘rQQ (.’L‘ h t)—‘rQ3 (x,h,t)
_ /tp(x,h,t) vlzth,z) _U(Lz)ﬁz (t,2)dz,
0

+
+

h

en donde

t —ha(z) _
@ (2,ht) = /O (=) B (8, ) ) (%) a-.

2 (@, hyt) // z) B2 (t,2) F (v (s, 2)) x
x e~ (@=s)a(z) ( —ha(z) _ h)} dsdz,

s / / 2) B (1,2) F (0 (s, 2)) e~ H =92 ds
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p(z, Az, t) = /O F'(o(z,1) + 0(v(z + Az) — v(z, £))do. (23)

Haciendo
v(z+hyz) —v(z,2)

h )

w(x, h,z) =

la ecuacion anterior se nos convierte en

w(z,h,z) = Q1 (z,h,t) + Q2 (z,h,t) + Qs (z, h,t)

t
—/ p(z, h,t)w (x,h,z) P (t, 2)dz,
0

la cual es una ecuacion integral con ntcleo p (z, h,t) B2 (¢, 2), y cuya solucién se
expresa de la forma [4]

w(z,h,z) = Q1 (z,h,t) + Q2 (z,h,t) + Qs (z, h,t)

t
—/ Rz, hot,2) (Q1 (2, hot) + Qo (2, b ) + Qs (2, h 1)) d2,
0

en donde R (z,h,t,z) es la resolvente del nucleo. Finalmente, al tomar limite
cuando h — 0, se obtiene la existencia de v, [4]. La continuidad de la funcion
vz (x,t) en Qr se desprende de esta representacion. La existencia y continuidad
de la funcion u¢(z,t) en Qr se desprende de la continuidad de vi(z,t) en Qr
como de a,(z,t). Por lo tanto u, a, v € C1[Q7].

2.5. Monotonia de las primeras derivadas parciales de las funciones u(x,t),
a(z,t) y v(z,t)

Ahora demostramos las desigualdades (16), (17). Como u,a,v € C1 (Qr), se
sigue de (8)—(10) que las derivadas wuy¢, ast, vy existen en Q.

Al derivar las ecuaciones (8)—(10) y las condiciones iniciales (11), (12) respecto
a t, tenemos que las funciones

z(x,t) = ug (x,t), plx,t)=a(x,t), q(x,t)=0v(x,t).

son la solucién del problema

zzta(t)z=at)F' (V)g+et)p, (1) € Qr, (24)
n=0E-F(vq), (1) €Qr, (25)

G +vq="p+ %pt, (z,t) € Qr, (26)

2(0,t) =’ (), tel0,7], (27)

p(z,0) =¢q(z,0) =0, x €[0,1], (28)
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en donde
V' (t)

= —— t) = .
Como e***) es un factor de integracion del problema de valor inicial (24), (27),
en z, su soluciéon esta dada de la forma

(29)

2(a,t) = i (1) e
+ [ O F @)+ o Op e "0 (50)

El problema (26), (28) lo podemos escribir como el problema de valor inicial

G+ (Y+AF (v)g = p+ Az,
q(z,0) = 0, z€][0,]].

Dado que el factor integrante de la ecuaciéon diferencial de este problema es de

la forma
At) = efot('y—&-)\F'(v(ac,s)))ds _ vtEA I F'(v(x,s))ds7

la solucion de este problema es de la forma

q(z,t) = q(z,00A7" () + A7 (1) /Ot (vp (2,7) + Az (2,7)) A(r) dr
= el / t (9 (2, 7) + Az (m,7)) @7 Mo Flw(w.)ds gy
0
_ /t (’Yp (137 T‘) 4z (1‘, 7")) e—’y(t—r)—i—)\(for F’(v(z,s))ds—fot F/(v(m,s))ds)dr;
0
y como 0 <r <,

/Ot F' (v(z,s))ds = /OTF’ (v (x,s))ds+/tF/ (v (z, ) ds,

T

de lo cual se sigue que
t "t ’
a(e,t) = [ (e + s o) e 0T O ()
0
La solucion del problema (25), (28) se encuentra resolviendo primero el problema

(26), (28). El factor integrante en este caso esta dado de la forma elovds = 7t
asi que la solucion del problema (26), (28) est4d dada como

¢ A
aw.rer = [ (W (2.7 + 3 <m>> o7 dr,
0

o lo que es lo mismo,
t A
q(z,t) = / (q/p (@, 7)+ Vilds (x, T)) e 7= dr,
0
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Usando integraciéon por partes en la segunda integral del lado derecho encon-
tramos que

t
(o) =~ / p(z,7) e ¢Ddr
0

t t
+ 2 (p (z,7)e YD 'y/ p(z,7) e_V(t_T)dT>
ﬁ 7=0 0

t A )\ t
= 'y/ p(x,T) e Tdr + Zp (x,t) — ol p(x,T) e 1t=T) gz
0 B B Jo

2P

B B

Reemplazando (32) en (26) obtenemos la ecuacion diferencial
pe = Bz—PF (v)q

Bz —F' (v) {%P (w,t) + ﬂlT_)\) /Otp(xﬁ) e 1=Nqp| |

la cual junto con (28) da el problema de valor inicial siguiente:

g(@.t) = 2p(at) + LI / p(e.7) e dr, (32)

¢
pr+AF (v)p = ﬁz—fy(ﬁ—)\)F'(v)/p(x,G)e_'Y(t_g)dQ,
0
p(SE,O) = 0, :L’G[O,l]

Puesto que
e)\ J{ F'(v(z,s))ds

es el factor integrante de la ecuaciéon diferencial de este problema, su solucién
la podemos escribir de la forma

o Jq F'(v(z,s))ds t

p(a,7) - / (B2 (2,7) =7 (B~ N F' (u(x,7)) X

X / p(z,0) eW(TG)dH) Mo Fl(”(””’s))dsdr,
0

7=0

o lo que es lo mismo, como

p)= [ (32 = (52 x

. / p(x,0) F' (v(z,7)) e—vv—w) AT ' (wlw)ds—[§ F (v )ds] g
0

:/Ot (52 (&, 7)

—y (B~ )\)/ p(x,0) F' (v (z,7)) 6_7(7‘9)d9> e M7 F (v s)ds g
0
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t
y; / 2 () e PG g

0
t T
-y (B=A) / / p(z,0)F (v (z,7)) e~ VT=0)=A [ F' (v(@9)ds g -
0o Jo

Cambiando de orden de integracion en la integral doble se obtiene finalmente
que

t
p(z,t) = 6/ 2 (z,7) e M F @w@s)ds g (33
0
t t
_V(B—A)/ [p (%9)/ F' (v (2,7)) e /7O F (@) ds g | g,
0 0
Ahora, de (24)—(33) se deduce que
2 (2,0) = g (0) e
+ / [a (0) F' (v (s,0)) ¢ (5,0) + ¢ (0) p (z,0)] e~ @) gg
0

=/ (0)e ™) >,

pe(2,0) =B (z(2,0) = F' (v (2,0) ¢ (x,0)) = Bz(z,0) > 0,
0 (@.0) = =20 (@.0) 4w (2.0) + 5o (2.0) = pi(2.0) > 0
para todo z € [0,1]. Asi que existe un tg € (0,7 tal que
z(z,t) >0, p(z,t) >0, g(z,t) >0, (34)

para todo (z,t) € Q7 , en donde Q7 = [0,1] x (0,T].
Supongamos que la positividad de las funciones z, p, ¢ no tiene lugar en Q?O.

Entonces existe un (z1,%1) € [0,1] x (to,T] tal que (34) se cumple para todo
(z,t) € [0,1] x (0,t1) ¥y

z(x1,t1)p(21,t1) g (z1,t1) = 0.

Esta igualdad es solo valida cuando al menos unos de los factores es nulo. Pro-
bemos lo contrario.

Se sigue de (30) que z (z1,¢1) > 0, de (32) que g (z1,t1) > 0 y de (33) que
p(z1,t1) > 0; lo cual es una contradiccion, y las desigualdades (16) quedan
demostradas.
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